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SCIENCES  MATHfiMATIQllES. 


PREMIERE    PARTIE. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

GINO  LORIA.  —  Le  Sciexze  ezatte  nfll'  antica  Grecia.  Libro  I  :   Geo- 
metri  greci  precursori  di  Euclide.  —  168  p.  in-4"-  Modena,  1893. 

Si  I'llalie  possede  en  M.  Favaro  un  adeple  de  1'histoire  des 
Malh^maliques  dont  les  publications  ont  depuis  longlemps 
commence  a  honorer  sa  patrie,  I'cEuvre  sp^ciale  k  laquelle  le 
nouvel  ^dileur  He  Galilee  a  surtout  consacr^  ses  efforts  ne  lui  a 
pas  permis  de  rediger  pour  Timpression  les  lecons  profess^es  par 
lui  a  rUniversit^  de  Padoue.  II  manquail  done,  au  deUdes  Alpes, 
UD  ouvrage  d^exposilion  gdn^rale  resumant  les  progr^s  r^alis^s 
pendant  ce  si^cle  dans  I'^tude  des  Math^matiques  anciennes. 
M.  Loria,  professeur  de  G^om^trie  sup^rieure  a  TUniversil^  de 
G^nes,  apr^s  s'^lre  signals  par  quelques  essais  particuliers  sur  ce 
terrain,  s'esl  propose  de  combler  celte  lacune  et  il  nous  donne 
aujourd'hui  la  premiere  partie  d'une  hisloire  g^n^rale  des  Sciences 
exacles  dans  Tantiquil^,  dont  Tensemble  comprendra  cinq  livres 
el  figurera  d^ailleurs  dans  les  Memoircs  de  I' Academic  des 
Sciences,  Leitres  et  Arts  de  Modene, 

Celte  premid*re  Partie  est  consacr«§e  a  la  Geometric  avant  Euclide ; 
les  questions  relatives  a  rArithm^lique  sont  reservees  pour  le 
Livre  V,  de  m^me  que  les  recherches  de  Math^matiques  inci- 
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'.d&mment  faites  par  les  astronomes  et  les  gdodetes  grecs  pour  le 

'/•/Livre  IV.  Mais  si  le  cadre  est  ainsi  restreint  dans  un  sens,  il  se 

'••  Irouve  ^largi  de  I'autre,  parce  que  I'auleura  su  relier  d'une  fagon 

tres  heureuse  I'histoire   de  la  G^om^lrie  grecque  pendant  cette 

p^riode  a  celle  de  revolution  de  la  pensee  philosophique  depiiis 

Thal^s  jusqu'a  Socrate  et  Platen. 

L'^nonce  des  litres  des  Cliapitres  [I.  Apergu  g^n^ral  sur  la  Geo- 
melrie  grecque  avant  Euclide  (questions  relatives  aux  sources,  etc.). 
11.  Thales  et  I'ficole  ionienne.  111.  Pythagore  el  I'ficolc  italique. 
IV.  tleates,  atomistes,  sophistes  (Z^non  d'filee,  CEnopide,  Anaxa- 
gore,  Democrite,  Hippias).  V.  Pylhagorisants  (Hippocrate  de 
Chios,  Antiphon,  Bryson,  Archjtas).  VI.  De  Socrate  a  Euclide 
(Platon,  les  geom^tres  de  TAcademie,  Eudoxe  de  Cnide,  Me- 
nechme,  Aristae,  Dinoslrate)]  suffit  pour  indiquer  le  plan  general 
du  Livre  que  completent  deux  appendices,  Tun  sur  les  reclierches 
g^oradtriques  accomplies  par  les  figyptiens  et  les  Babyloniens, 
I'autre  sur  la  divination  par  Viviani  des  Lieux  solides  d'Arislee. 
J'ai  moi-m^me  d^ja  Irop  enlretenu  de  ces  matieres  les  lecteurs 
du  Bulletin  pour  analyser  dans  le  detail  la  lagon  donl  M.  Loria 
les  a  exposees;  mais  je  ne  puis  que  souhailer  que  pour  les  quatre 
Livres  qui  lui  restent  k  publier  el  donl  les  sujets  ont  ^i€  inoins 
approfondis  par  autrui,  il  satisfasse,  aussi  com  pie  lenient  que  pour 
le  premier,  aux  conditions  de  la  tache  qu'il  a  entreprise.  11  poss^de 
toutes  les  qualit^s  d'un  veritable  liistorien,  et  en  premiere  ligne 
la  clart^,  le  sens  critique  et  la  circonspection.  S'il  s'esl  enquis  avec 
un  soin  minutieux  de  ce  qui  avail  d^ja  ^te  public  sur  I'histoire 
des  Mathematiques  anciennes.  il  n'en  remonte  pas  nioins  aux 
sources,  ainsi  qu'il  est  essenliel  de  le  faire;  s'iladopte  en  general 
les  vues  et  interpretations  nouvelles  (*),  ce  n'est  pas  sans  les  avoir 
contrdlees  el  sans  signaler  avec  soin  ce  qu'elles  peuvenl  offrir 
parfois  d'hjpotlietique  el  de  controversable. 

Les  quelques  remarques  critiques  que  je  vais  ajoutcr  prouveronl 
sufflsammentque  je  ne  trouverais  pas  ais^ment  un  reproche  serieux 
a  lui  adresser  : 


(*)  II  a  en  particulier  largemcnt  utilist^  les  deux  Ouvrages  que  j'ai  publics  sur 
celte  p^riode  :  Pour  I'histoire  de  la  Science  grecque;  Alcaii,  1887.  La  Geometric 
grecque;  Gautliier-Villars,  18H7. 
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Page  1 4,  Note  2.  «  II  est  vrai  que  Diogene  Laerce  parJe,  comme 
precurseur  de  Thal^s  en  Gr^ce,  d'un  Euphorbe  de  Phrygie;  mais 
la  vie  et  les  oeuvres  de  ce  personnage  dous  sonl  lout  a  fait  in- 
connues.  » 

Euphorbe  de  Phrjgie  est  simplement  le  nom  sous  lequel  le  po^te 
Callimaque  avail  d^sign^  Pythagore  en  parlant  de  ses  travaux  ma- 
ih^matiques;  on  sail  en  eOet  que  P^thagore,  suivant  la  l^gende, 
aurall  prelendu  se  souvenir  avoir  vecu  ant^rieurement  sous  la  forme 
d^Euphorbe,  le  Troy  en  qui  dans  VI  Hade  porte  le  premier  coup 
morlel  k  Palrocle. 

Page  18,  Note  1  :  C'est  a  tort  que  le  nom  de  saros  est  donne  a 
la  p^riode  ecliplique  connue  par  les  Babjloniens;  le  t^moignage 
de  Suidas  k  eel  ^gard,  le  seul  que  Ton  puisse  invoquer,  repose  sur 
une  m^prise  ^videnle.  Le  sare  babylonien  est  exclusivement 
I'unite  de  troisieme  ordre  dans  la  numeration  sexagesimale,  c^est- 
a-dire  60'. 

Page  4'>  Note  2  \  pentaedro  a  (H6  imprim^  par  inadverlance 
au  lieu  de  tetraedro;  Ae  m^me,  page  i56,  ligne  7,  Diodoro  pour 
Deniocrito. 

Page  43,  Note  4  :  Aux  significations  di verses  du  mot  YvcijAtov 
aurail  dil  ^tre  ajoutee  celle  que  les  Grecs  out  donn^e  a  ce  terme  en 
Arithm^tique  et  que  nous  pouvons  dc^finir  comme  repr^senlanl  la 
difference  Jinie  d'une  fonclion  entierc  pour  un  accroissement 
egal  a  Funit^  de  la  variable  (ne  prenant  que  des  valeurs  enlieres). 

Page  53,  Note  1  :  Les  citations  de  Parm^nidc  qu'on  Irouvedans 
Proclus  sur  Euclide  ne  se  rapporlent  pas  au  philosophe  Eleale, 
inals  bien  au  dialogue  platonicien  qui  porte  son  nom. 

Page  101  :  Le  tc^moignage  de  Ciceron  n'est  nullement  suffisant 
pour  faire  croire  que  Platon  ait  ^te  entendre  a  Cyr^ne  les  lemons 
du  mathematicien  Thdodore,  alors  que  Platon  lui-m^me  nous 
reprcsenle  ce  g^ometre  comme  enseignant  a  Ath^nes.  II  est  egale- 
ment  douteux  que  Platon  ait  ^t^  en  relations  personnelles  avec 
Pliilolaos,  etc. 

Page  161  etsuiv.  :M.  Loria  a  analyse  la  divination  de  Viviani  sur 
les  Lieux  solides  d'Aristee  et  clierche  a  delerniiner  jusqu'a  quel 
point  elle  pouvait  ^Ire  consid^r^e  comme  satisfaisaiUe.  J'admeJs 
Hvcc  lui  qu'il  n'v  a  gurre  que  les  problenics  Irailes  dans  le  second 


8  PREMlfeKE  PAKTIE. 

livre  de  Viviani  qui  aient  pu  figurer  dans  Touvrage  du  geoinelre 
grec,  et  je  regarde  d*ailleurs  comme  assez  probable  qii'au  moins 
une  pariie  de  ces  probl^mes  onl  ^l^  trail6s  par  Arislee  ( * ).  Mais  je 
crois  qu'on  pent  aller  plus  loin  dans  la  restitution  de  ces  Lieiix 
solides;  iime  parailen  effetnecessaire  d'admeltreque  le  probleine 
a  trois  et  quatre  droites  ^tait  traits  plus  ou  moins  conipl^lement, 
et  en  fonnait  comme  le  couronnement.  Autrement  ce  que  dit  Apol- 
lonius  dans  ses  Coniques,  au  sujet  de  ce  probl^me  qu'il  n'a  pas 
d^ailleurs  traits  lui-m^me,  me  parait  inexplicable.  Je  crois  ega- 
lement  que  Ton  pent  prouver  par  Pappus  qu'Arist^e  avait  traile 
les  probl^mes  determinant  les  coniques  comme  lieux  d'apr^s  les 
propri^t^s  des  Tojers  et  des  directrices,  que  notamment  il  con- 
naissait  le  foyer  de  la  parabole,  dont  Apollonius  ne  parle  pas,  et 
qu'il  est  impossible  que  les  anciens  aient  ignor^  avant  Anth^mius. 
11  me  semble  done  que  TOuvrage  d'Arislee  devait  surtout  traiter 
des  coniques  comme  lieux  des'points  dont  les  distances,  soit  a  des 
points  fixes,  soit  a  des  droites  fixes,  sont  en  certaines  relations. 
D'autre  part,  les  Lieux  plans  A^K^oWonms  sonl^  comme  sujet, 
suffisamment  restitutes  pour  que  la  generalisation  des  probl^mes 
qui  y  sont  Iraites  puisse  fournir  des  indications  sur  quelques 
autres  questions  qu'Arist^e  aura  ^galement  pu  aborder. 

Paul  Tannkuy. 


W.-W.  ROUSE  BALL.        An  essay  on  Newton's  Principia, 
x-175  p.  In-16.  London,  Macmillan  and  C";  1893. 

L'histoire  des  Principes  de  Newton  a  ^t^  traitee  par  David 
Brewster  dans  ses  Memoirs  of  the  Life,  Writings  and  Disco- 
veries of  Sir  Isaac  Newton  (  Edimbourg,  a*  edition  •,  i860)  et  par 
Rigaud  dans  son  Historical  essay  on  the  first  publications  of  Sir 
Isaac  Newton^ s  Principia  (Oxford,   1888).  Ces  Ouvrages  sont 


(*)  lis  rentrent  dans  I'^nonc^  g^n<§ral  suivant :  «Trouver  Ic  lieu  d'un  point  tci 
que  le  carr^  de  la  perpendiculaire  abaiss^e  dc  ce  puinl  sur  une  droite  fixe  limilt^c 
soit  une  fonction  du  second  degrd  de*?  segments  de  rclle  droite  determines  par  Ic 
pied  de  la  perpendiculaire.  » 
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desormais  difficiles  a  se  procurer  et  M.  Rouse  Ball,  fellow  dc 
rUniversite  de  Cambridge,  qui  avail  form^,  mais  nialheureu- 
semenl  semble  au  moins  ajourner  le  projel  de  donner  une  ^dilion 
critique  des  Principes,  a  eu  I'id^e  de  reprendre  la  question  de 
leur  histoire,  el  de  r^unir  k  nouveau  les  principaux  documenls  qui 
la  concernenl.  II  declare  d^ailleurs  ne  pas  avoir  augment^  sensi- 
blement  le  nombre  de  ceux  deja  connus,  si  ce  n'est  par  une  s^rio 
de  leltres  ^changees  entre  Newton,  d'une  part,  Hooke  et  Halley, 
de  Taulre. 

Son  introduction  {Chapitre  I)  donne  des  indications  sur  les 
collections  de  papiers  mathematiques  a  consuller  dans  I'objet 
(a  la  Royal  Society;  k  Cambridge;  Collection  Portsmouth  et 
Uiblioth^que  du  college  de  la  Trinite;  a  Sherborn  Castle  :  Col- 
lection Macclesfield),  en  dehors  des  trois  editions  parues  du 
vivant  de  Newton,  en  i63",  i^iSet  i^2(). 

Chapitre  11.  —  Les  premieres  recherches  de  Newton  sur  la 
gravitation  remontent  a  1666;  il  eut,  des  cette  epoque,  Tid^e  que 
la  force  qui  retient  la  Lune  dans  son  orbite  est  la  meme  que  la 
pesanteur;  il  en  conclut,  dans  Thypoth^se  de  I'orbite  circulaire, 
que  cette  force  devait  varier  en  raison  inverse  du  carre  des 
distances;  essayant  de  verifier  son  id^e  par  le  calcul,  il  trouva, 
comme  on  sait,  une  discordance.  Supposa-t-il  qu'une  autre  force 
devait  intervenirou  s'expliqua-t-il  cette  discordance  par  les  causes 
d'erreurs  qui  entachaient  evidemment  ses  calculs,  le  point  reste 
obscur.  Le  plus  curieux  est  sans  doute  que,  se  trouvant  a  ce  mo- 
ment dans  le  Lincolnshire  et  depourvu  delivres,  ilait  pris  pour  la 
valeur  du  rayon  terrestre  une  estimation  sensiblement  dilferente 
de  celles  qui  etaient  les  plus  courantes,  et  que,  de  retour  a  Cam- 
bridge, il  n'ait  pas  repris  ses  calculs  avec  une  donnde  plus  g^ne- 
ralemenl  admise,  qui  auraitfait  disparaitre  presque  completement 
la  discordance  reconnue  par  lui. 

Chapitre  III,  —  En  1677,  Newton  avait  Toccasion,  dans  une 
discussion  avec  Wren,  d'exposer  ses  idt^es  sur  Textension  de  la 
gravitation  k  la  sphere  de  la  Lune  et  sur  la  variation  de  la  force 
attractive  en  raison  inverse  du  carre  de  la  distance.  Mais  ce  ne 
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fut  qii'en  1679  qu'il  fut  provoqu6  par  Ilooke  a  aborder  plus  com- 
pl^tement  le  probl^me. 

Invito  par  la  Koyal  Society  a  reprendre  avec  Newton  la  cor- 
respondance  anterieureraent  confine  a  Oldenburgh,  Hooke  obtint 
en  premier  lieu  de  Tillustre  math^malicien  Tid^e  de  demontrer 
la  rotation  de  la  Terre  en  observant  la  deviation  des  graves  dans 
leur  chute.  Ce  fut  ^  cette  occasion  qu'il  lui  posa  le  probleme  de 
determiner  la  force  centrip^te  correspondant  au  mouvemcnt  des 
plan^tes  tel  qu'il  est  d^flni  par  les  lois  de  Kapler.  Newton  ^tablit 
alors  que  la  loi  des  aires  suppose  precis^ment  une  force  centri- 
p^te;  que  le  mouvement  eliiptique,  si  la  force  centripete  est 
dirig^e  vers  le  foyer,  suppose  la  variation  de  cette  force  en  raison 
inverse  du  carr^  des  distances.  II  ne  publia  pas  pour  le  moment 
les  r^sultats  qu^il  avait  obtenus. 

Chapitre  ll\  —  En  Janvier  1684,  Halley  avait  deduit,  de  la 
Iroisi^me  loi  de  Kepler  et  dans  Thypolh^se  des  orbites  circulaires, 
la  variation  de  la  force  en  raison  inverse  du  carre  des  distances. 
11  trouva  que  Wren  et  Hooke  partageaient  depuis  plus  ou  moins 
longtemps  cette  opinion;  le  second  pretendit  que  ce  principe 
suffisait  pour  expliquer  les  lois  des  mouvemenls  celestes,  mais  ne 
put  rien  preciser.  En  aout,  Halley,  visitant  Newton  a  Cambridge, 
apprit  ses  decouvertes  el  en  demanda  communicalion ;  Newton, 
n'ayant  pas  imm^diatement  retrouv^  ses  papiers,  ne  fit  Tcnvoi 
qu'en  novcmbre  1684 ;  a  cette  occasion,  il  reprit  ses  recherches 
et  redigea  des  lecons  De  rnolu  corporitm  pour  en  faire  Tobjel  de 
son  COUPS  de  Fannie.  Le  manuscrit  de  ccs  lecons  existe  et  pent  ^Ire 
considere  comme  une  esquisse  du  commencement  du  premier  Livre 
des  Principes, 

Apres  avoir  regu  la  communication  de  Newton,  Halley  fit  un 
nouveau  vojage  a  Cambridge  pour  s'enlendre  avec  lui  sur  la  pu- 
blicity a  donner,  vit  le  manuscrit  De  motu,  en  rendit  comple 
a  la  Royal  Society,  et  annon^a  qu'il  avait  oblenu  la  promesse  que 
Newton  enverrait,  pour  ^tre  inscrite  sur  les  regislres,  une  re- 
daction de  ses  decouvertes.  Cet  envoi  fut  fait  en  ft^vrier  1684,  et 
comprit  onze  Propositiones  de  niotu,  avec  demonstrations  geome- 
triques.  M.  Rouse  Ball  donne  in  extenso  cet  ^cril,  doni  Tinipor- 
tancr  hislorr(|up  csl  capilalc. 
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Chapitre  V.  —  Halley  avail  ^galemenl  insist^  aupr^s  de  Newton 
pour  qu'il  fit  de  ces  d^couverles  Tobjel  d'un  volume.  La  redaction 
en  prit  environ  iin  an  el  demi,  et  Newton  fit  ^galement  son  cours 
de  1 685,  dont  on  possede  le  manuscril,  sur  le  sujel  des  Principes. 
La  Royal  Society  se  chargea  de  Timpression,  mais  en  reality, 
coinme  elle  n'etait  pas  en  fonds,  ce  fut  Halley  qui  supporta  les  frais 
et  il  parafl  ne  pas  elre  rentre  dans  ses  d^boursc^s.  Sa  g^nerosite 
est  d^autant  plus  remarquable  que  sa  situation  pecuniaire  n^etait 
pas  tres  brillante.  D'un  autre  col^,  il  surveilla  Timpression,  qui 
marcha  lentement  (ce  qui  permit  a  Newton  d'etendre  singuli^re- 
inent  son  programme  primilif)  et  enfin  defendit  vigoureusement 
Tauteur  contre  les  reclamations  de  priority  soulev^es  par  Hooke. 

Le  Chapitre  VI  contlent  une  analyse  detaillee  des  Principes. 
Le  Chapitre  VII  donne  quelques  details  sur  le  succ^s  merited  de 
rOuvrage;  sur  Toccasion  que  Newton  eut  de  donner  des  explica- 
tions a  divers  philosophes,  comme  Locke  et  Bentley,  qui,  sans 
connaitre  suffisamment  les  Mathematiques,  desiraient  se  rendre 
compte  du  sujet;  sur  les  nouvelles  recherches  qu'il  entrcprit 
dans  le  m^me  ordre  d'idees,  en  particulier  sur  la  tlieorie  de  la 
Lune. 

Des  1691, 1'edition  princeps  etaitepuisee.New  ton  fut  un  moment 
dispose  a  auloriser  Falio  de  Duilliers  a  se  charger  de  la  reimpres- 
sion.  II  songea  ensuite,  vers  1694,  a  la  diriger  lui-meme  et 
rccueillit  dans  ce  but  de  nouvelles  donnees  aslronomiques,  en  vue 
d^additions  importantes  qu'il  m^ditait.  Mais  les  fonclions  pu- 
bliques  qu'il  avait  acceptees  lui  firent  abandonner  son  projel.  Le 
soin  de  la  nouvelle  edition,  pour  laquelle  il  avail  d'abord  pens^  ^ 
Gregory,  fut,  apr^s  la  mort  de  celui-ci,  confie  a  Bentley  qui  n'etait 
pas  competent,  mais  devait  se  faire  aider  par  Coles.  Bentley  fit 
d'ailleurs  la  une  speculation  commerciale,  qui  lui  fut  tr^s  profi- 
table, landis  que  Coles,  pour  sa  peine,  ne  re^ut  que  douze  exem- 
plaires  de  TOuvrage,  et  que  Newton  paya  quelques  corrections  de 
la  derniere  heure.  La  troisi^me  edition  fut  procur^e  par  Pember- 
lon,  a  qui  Newton  en  abandonna  ^galement  les  profits,  en  outre 
d'une  allocation  de  200  guin^es. 

Les  differences  s^rieuses  entre  chacune  de  ces  deux  editions  el 
la  premiere  sonl  indiqu^es  avec  soin,  ainsi  que  la  lisle  des  editions 
parues  depuis  la  mort  de  Newton. 
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Le  Chapilre  VIII  conllenl,  comme  pieces  jiislificalives,  la  serie 
de  lettres  dont  j^ai  parl^,  et  dont  la  plupart  sont  in^diles. 

Cette  analyse  monire  que  le  volume  de  M.  Rouse  Ball  renferme 
lout  ce  que  Ton  peut  d^sirer  savoir  sur  I'hisloire  des  Principes ; 
c'est  d'ailleurs  Toeuvre  d'un  esprit  clair,  judicieux  et  m^lhodique. 

Paul  Tanwery. 
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SOR  LES  SURFACES  MINIMA; 
Par  M.  E.  CARVALLO. 

M.  Hermann  Grassmann,  fils  de  Teminent  g^ometrc  berlinois 
du  m^me  nom,  a  publie  recemment  une  Dissertation  inaugurate 
pour  le  Doctorat  qui  a  pour  titre  Application  de  /^ausdeh^lngs- 
LEHRE  a  la  iheorie  des  courbes  et  des  surfaces  (').  L'Aus- 
dehnungslehre  (*)  est  cette  ni^thode  de  Grassmann  dont  j'ai 
expose  les  principes  et  fait  valoir  les  avantages  (').  La  Disserta- 
tion du  nouveau  Docleur  alleniaud  est  inl^ressante.  Lcrite  dans 
un  style  reniarquablemenl  clair,  elle  fait  bien  ressortir  la  superio- 
rite  de  la  methode  de  Grassmann. 

L'auteur  elablit  enlre  autres  I'equalion  differentielle  des  sur- 
faces minima  et  en  d^duit  cette  propriete  fondamentale  que  la 
somme  des  courbures  d^une  surface  minima  est  nulle  en  tous 
ses  points,  C'esl,  de  lout  Topuscule,  la  seule  demonstration  qui 
ne  laisse  pas  le  sentiment  d'une  propriete  intuitive.  La  demons- 
tration exposee  dans  le  Livre  de  M.  Darboux  (*),  malgre  sa  sim- 
plicite,  ne  m'a  pas  donn^  plus  de  satisfaction  a  cet  ^gard.  Je  pro- 


(>)  llaile,  1893. 

(=•)  Die  Ausdehnungslehre;  Berlin,  1862. 

(')  Exposilion  d'un  Memoire  dc  M.  F.  Caspary  :  Bulletin  de  la  Socie'te  niathe- 
matique  de  France j  l.  XV  1887.  Theorie  des  delerniinantSy  3"  seric,  t.  \;  mai 
ct  aoOl  1891.  La  methode  de  Grassmann  {.\ouv.  Ann.^  2'  scrie,  t.  \1:  1892). 

(*)  Lerons  sur  la  theorie  generate  des  surfaces,  Chap.  II,  p.  i8i. 
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pose  la  suivante.  Elle  est  si  inluilive  qu'elle  pent  ^tre  presenile, 
soil  par  le  calcul,  soil  par  la  Geomelrie. 

ConsideroDS  une  porlion  de  surface  (2)  limil^e  par  iin  conlour 
donnc  (C).  FaisoDS  siibir  a  (S)  une  pelile  d^formalion,  loul  en 
laissanl  le  conlour  (C)  invariable.  Elle  devienl  (2').  Proposons- 
nous  de  calculer  la  varialion  de  Faire  quand  on  passe  de  (2)  a  (2'). 

Soil  X  le  vecleur  d'un  poinl  de  (2),  d^pendanl  de  deux  para- 
m^lres  quelconques  u  el  w  L'elemenl  de  la  surface  (2)  a  pour 

c6les  deux  vecleurs  elenientaires  -r-du  el  --dv.  Si  a  ces  deux 

oil  Ok' 

vecleurs  ^l^mentaires  je  joins  le  vecleur  normal  v,  egal  a  Tunil^ 
de  longueur,  j'aurai  un  parallelepipede  dont  le  volume  mesure  aussi 
Telemenl  c/S  de  la  surface.  Si  done  je  ddsigne,  avec  Gr:issmann, 

[dor  dor  I 
V  —  — -     le  d^lerminanl  formed  par  les  composanles 

reclangulaires  des  Irois  vecleurs  qu'il  conlienl,  j'aurai,  pour  I'ele- 
nienl  de  la  surface, 

^/S  =    V  --  -'-  \du  dv. 
L    Oil  dv  J 

L'aire  de  la  porlion  de  surface  (2)  limilee  par  la  courbe  (C) 
sera  done 


rinlegralion  elanl  ^lendue  a  lous  les  ^lemenls  compris  dans  Tin- 
terieur  de  la  courbe  (C). 

Si  je  designe  par  la  caracleristi(|uc  A  les  varialions  dues  a  la  de- 
formalion  de  la  surface  (2),  j'aurai,  pour  la  mesure  de  la  surface 
voisine  (2'), 

Je  dois  egaler  a  zero  la  parlie  principale  de  Taccroissemenl  AS. 
Or  le  premier  lerme  du  developpemenl  re|>resenle  S.  Les  Irois 
lermes  suivanls  conliennent  la  par  tie  principale  de  Taccroisse- 
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nienl  AS,  la  partie  siiivanle,  non  ^crile,  ne  conlenaiU  que  cles 
lermcs  d'ordre  siiperieiir  au  premier  par  rapport  aux  clefor- 
inalions. 

Si  done  je  d^signe  par  la  caracteristique  3  les  parties  princi- 
pales  des  deformations  A,  j'obliens 


(0 


J  J  L   ^'^  ^^'  J 


Or  Telement  ov,  accroissemenl  de  la  normale  unite  v,  est  pa- 

[f)3r  dec  I 
—  —     a  la  surface  (2). 

ov — ^77      est 
done  nul  : 

et  le  premier  lerme  de  oS  disparait. 

Pour  interpreter  le  second  terme,  j'emprunle  au  Livre  de 
M.  Darboux  la  definition  suivanle  de  la  deformation  de  la  sur- 
face (S). 

La  normale  en  un  point  M  de  (S)  rencontre  (2')  en  un  point  M'. 
O^signons  par  X  la  longueur  MM'.  La  surface  (2')  sera  definie  si 
Ton  donno  A  en  fonction  de  u  et  r.  Le  point  x  -h  A^  de  (2'),  cor- 
respondant  a  jr,  sera  determined  par  la  formule  vectorielle 

d'oii  Ton  lire 

( i  )  ox  =  Av,  — — -  =   —  V  -f-  A  —  • 

Ou  Oil  du 

Si  je  porte  cette  expression  dans  le  deuxieme  terme  de  I'ex- 
pression  (i)  de  oS,  il  vient 

[0  ox  dxl  _^  Ol  V     dxl       ^  r    (h   dx  \ 
du    dv  ]  "  du  L     dv  ]  l    du  dv  \' 

Le  premier  des  deux  termes  du  second  membre  est  nul 

d\r    dx-\ 
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car  le  d^termiDant  repr^senl^  par  le  crochet  est  nul  comrac  ajaot 
les  deux  premieres  lignes  identiques  (leurs  elements  sont  les 
cosinus  directeiirs  de  la  normale  v).  On  a  done 

(  D  )  V  — r—  -—  \  du  dv  —  k\^i  --  -—    du  dv. 

En  faisant  la  m^me  transformation  pour  la  troisieme  integrale 
de  (i),  on  obtient  pour  3S  Texpression 

Or  A  est  une  fonction  arbitraire  de  u  el  i*.  Cette  integrate 
devant  elre  nulle,  quelle  que  soil  la  fonction  ).,  chaque  element 
doit  etre  nul,  ce  qui  donne 

\   d^  dx'\      r   dx  d^'\ 

Telle  est  Tequation  differentielle  des  surfaces  dites  minima,  U 
faudrait  en  outre  ^crire  que  les  termes  en  X-^,  dans  le  developpe- 
ment  de  AS,  conservent  1(»  signe  -h  quel  que  soit  X,  pour  ^tre 
assure  que  Taire  de  (2)  est  plus  petile  que  I'aire  de  loule  surface 
voisine  (S'). 

L'equalion  (6)  s'inlerprete  facilement,  de  facon  a  fournir  la 
propri^te  fondamentale  des  surfaces  minima.  Pour  cela,  suppo- 
sons,  avec  M.  Darboux,  que  les  parametres  u  et  r,  demeures 
jusqu'ici  arbitraires,  representent  les  paramelres  des  lignes  de 
conrbure  de  la  surface.  Alors,  si  Ton  d^signe  par  U  et  R'  les  deux 
rayons  de  courbure  de  la  surface,  au  point  x,  les  formules 
d'Olinde  Rodrigues  donnent 


(•J) 


&t 

1 

dT 

On 

H 

du' 

(hj 

1 

dx 

Ov 

iv 

du 

En  portant  ces  valeurs  dans  Tequation  (7),  il  vient 

V   dx  dx'\  f  \         I  \ 

Le  premier  facteur  est  different  de  zero  :  c'cst  le  quotient  par 
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dudv  de  rclement  d'aire  rfS.  Le  second  faoleiir  doit  done  clre 
mil  el  V equation  differentielle  des  surfaces  minima  exprime 
que  la  somme  des  courbures  est  nulle. 

Ma  demonstration  est-elle  plus  simple  que  les  deux  que  j'ai 
citees  au  debut?  Cela  peut  ^Ire  contest^,  revaluation  de  la  simpli- 
city etant  variable  avec  les  notions  et  les  formules  les  plus  fami- 
li^res  ^  chacun.  Mais  une  chose  est  incontestable,  c'est  que  tons 
les  termes  de  ma  demonstration  analjtique  ont  une  interpretation 
si  simple  que  cette  demonstration  peut  aussi  bien  etre  presentee 
sous  une  forme  purement  geometrique.  C'est  le  caractere  de 
sup^riorite  de  la  m^tliode  de  Grassmann  de  fournir  des  demon- 
strations qui  sont  a  la  fois  analytiques  et  g^ometriques. 

Interpr^tons  done  les  formules;  le  lecteur  reconnaitra  que  tous 
les  faits  qirelles  expriment  sont  intuitifs. 

La  formule  (i)  signifie  que  la  partie  principale  du  changement 
de  relement   de    surface  MNPQ  =:  ^/S    {fig-   i)    se  com])Ose   de 


3  parties  dues,  respeclivement,  au  changement  d'orientation  de 


A  "^ 

son  plan  ov  el  au  changement  de  chacun  de  ses  cotes  -j— du  et 


0  ax   , 
--—  dv, 

dv 

L'equalion  (2)  signifie  que  la  premiere  cause  ne  modifie  pas 
I'aire  de  Felement  de  surface. 

Ox 
Les  formules  (3)  signifient  que  la  deformation  du  cot^  -—du 

est  due  a  deux  causes,  la  variation  de  la  fonction  X  le  long  de  ce 
c6ie,  et  le  changement  d'orienlation  de  la  normale  v. 

La  formule    (4)  signifie  que  la  variation  N|N2=v--c^w   due 

a  A  est  sans  influence  sur  Taire  de  I'element  dS  (Jig-  'Jt). 

La  formule  (5)  s'interprele  ainsi  :  N^Nj^rrr  -  ~  du  {/ig-  3)  est 

Telement  d^arc  interceple,  sur  la  sphere  de  rayon  i,  entre  la  nor- 
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male  ail  point  j^ella  norinale  au  point  j?+  —  du\  \^du  est  alors 


du 


dx 


raccroissemeni  geom^triqne  de  Tare  \  -—da  =  MN,  qui  est  dd  au 
changemenl  d'orientation  de  la  normale  v. 

Fig.  a. 


L'^qualion  (6)  ^gale  a  z^ro  la  variation  de  relement  d'aire  due 
a  celle  deformation  et  a  celle  de  I'autrc  c6te  de  i'^lement. 


€/tt 


Pour  avoir  une  interpretation  simple  de  cette  formule  (6),  on  a 
pris  pour  element  de  surface  la  maille  MNPQ  du  r^seau  de  cour- 
bure,  ce  qui  est  exprim^  par  les  Equations  (7).  La  premiere  de 

ces  Equations  signifie  que  le  changement  du  c6l^  MN=  j-du, 

pour  la  deformation  'k{Jig'  4)?  se  reduit  a  un  allongement,  dans  le 

sens  T->  ^gal  ^   N|Ns=  =r  -r-du,  Le  coefficient  de  dilatation  de 

eel  allongement  est  ^• 

L'^quation  (8)  egale  a  zero  Taccroissement  d'aire  ainsi  r^*duit  a 

XMNPQ(i^l). 
Bull,  des  Sciences  mathe'm.,  2*  s6rie,  t.  XVIII.  (Janvier  iStj'i.)  2 
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Toutes  ces  interpr^lalions  se  lisent  sur  les  formules.  D'autre 
part,  les  fails  qu*elles  conlienDent  se  voieDt  facilemeDt  par  des 
considerations  de  G^om^trie  indnit^simale.  La  raison  de  la  pro- 
pri^t^  fondamentale  des  surfaces  minima  est  rendue  intuitive  et 

Fig.  4. 


pent  ^Ire  expliqu^e  en  language  ordinaire.  Dans  la  deformation 
d'une  surface  dont  les  deux  courbures  sont  ^gales  et  de  sens  con- 
traire,  I'un  des  cdt^s  de  la  maille  du  reseau  de  courbure  se  dilate 
autant  que  I'autre  se  contracle  et  cette  compensation  laisse  sa 
surface  invariable.  Si  les  courbures  sont  in^gales,  celte  com- 
pensation n'a  plus  lieu  exactemenl.  Si  les  deux  courbures  sont  de 
m^me  sens,  les  deux  cdt^s  de  la  maille  se  dilatent,  ou  tous  deux 
se  contractent  a  la  fois,  de  fagon  que  la  surface  de  la  maille 
augmente  ou  diminue. 


S¥R  UN  FRAGMENT  IN£DIT  DES  H£TRIQUES  DE  H£R0N  D'ALEXANDRIE; 

Par  M.  Paul  TANNERY. 


Dans  son  commentaire  sur  la  Mesure  du  cercle  d'Archim^de, 
Eutocius  s'pxprime  comme  suit  (ed.  Heiberg,  p.  270,  I.  i-5)  : 
«  Comment  on  doit  prendre  la  racine  approximative  d'un  nombre 
donn^,  cela  a  ^t^  dit  par  H^ron  dans  ses  MitriqueSy  de  m^me  que 
par  Pappus,  par  Th^on  et  par  divers  autres  commentateurs  de  la 
grande  Composition  de  Claude  Ptol^m^e  ». 

Des  auteurs  ainsi  all^gu^spar  Eutocius,  on  ne  poss^dait  jusqu'4 
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present  que  Th^on  d'Alexandrie ;  il  ne  tralte  d'ailleiirs  que  de 
Texlraction  de  la  racine  carr^e  des  nombres  sexag^slmaux,  ce  qui 
ne  r^pond  nuUement  k  la  question  qui  se  pose  au  sujet  des  calculs 
de  la  Afesure  du  cercie  :  Quelles  melhodes  ^taient  enseign^es 
chez  les  anciens  pour  la  determination  des  fractions  com  platan  t 
approximativement  la  partie  entiere  d^une  racine  incommensu- 
rable (•)? 

Cette  question  n'^tait  jusqu^a  present  trait^e  que  par  conjec- 
ture. Les  plus  anciens  textes  grecs  publics  sur  la  mati^re  ne  re- 
montent  pas  au  delk  du  xiv®  si^cle  (^). 

II  en  ^tait  cependant  un  que  renferment  des  manuscrils  souvent 
Studies,  qui  semble  faire  partie  de  la  serie  des  Merits  que  vise 
Eutocius  et  qui  donne  precisement  le  passage  des  Metriques  de 
H^ron  auquel  fait  allusion  le  commentateur  d^Archim^de. 

Ce  texte  est  celui  des  ProUgom^nes  a  la  syntaxe  de  Pto- 
timee,  anonjmes  dans  certains  manuscrits,  attribu^s  dans  d'autres 
a  Pappus  ou  m^me  k  Diophante.  En  reality,  c'est  une  compilation 
faite  surtout  d'apr^s  Pappus  et  Th^on  d'Alexandrie,  parunauteur 
posl^rieur  k  Syrianus  (')  (v*  siecle  de  noire  ere),  mais  qui  n'est 
pas  chr^tien  (*)  et  ne  pent  gu^re,  par  suite,  avoir  v^cu  apr^s  Euto- 
cius. 

II  est  d'ailleurs  possible  de  former  une  conjecture  plus  precise 
an  sujet  de  cet  auteur.  Dans  le  pr^cieux  manuscrit  de  la  Biblio- 
theque  Nationale  grec  n"  2390  du  xii**  siecle,  dont  la  premiere 
main  semble  reproduire  fidMement  un  codex  beaucoup  plus 
ancien,  les  Prolegomenes  sont  immediatement  suivis  d'une 
s6rie  d'observations  astronomiques  faites  k  Alexandrie,  datees  de 
498  a  Soget  coiiimengant  par  les  mots  :  «  J^ai  vu,  moi  Heliodoro). 


(*)  Cetle  question  est  au  reste  essentiei lenient  diff^rente  de  celle  de  savoir 
comment  dans  un  calcul  donn^,  chez  Archimdde  ou  chez  lei  autre  auteur,  la 
fraction  compi^mentaire  a  €\.i  d^termin^e. 

(')  Barlaam  et  Nicolas  Rhabdas.  Voir,  pour  ce  dernier,  ma  publication  dans 
les  Notices  et  ex  traits  des  ManuscritSy  XXXII,  1886. 

(*)  II  attribue  i  ce  philosophe,  le  maltre  de  Proclus,  d'avoir  invent^,  pour  faci- 
liter  la  division  d'une  fraction  sexag^simale  simple  par  une  autre,  par  exemple 
de  lao"  par  a4o'^)  de  substituer  au  dividende  et  au  diviseur  leurs  quotients  par 
ao  faclenr  commun.  On  ne  peut  voir  \k  qu'une  preuve  singuli^re  des  lacunesque 
pr^sentait,  dans  I'antiquit^,  Tenseignenient  classique  du  calcul. 

(*)  Ainsi  il  qualifie  Ptol<^m6e  de  divin. 
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¥j$$  m^fz^-  ^  tt^/tm^  hf  m<^nfion  :  *  J'ai  ciopie  c**i  5>»r  reiemplaire 

fl  m^^H  y^f^  4fpn%f:n\  que  eel  Heliodarf  ne  soil  1^  fil5  d^Hennias 
^  1^  fr^^  4'\tnmomni^  qoi  aTail  sniii  avec  lai  a  AlheDes  les 
|#r^v/«K  4^  \*rftt.\n^  et  qui.  irer§  le  commeDcefneol  da  ti*  siecle, 
\0ff/l^^%it$i  ^  M^xi^nArii:^  ou  il  eal  Ealocia>  poor  disciple.  Si, 
tJUHtH^,  t\  ^mhle  KifTfi,  c'e^ft  de  CeiLemplaire  de  la  SvDlaxe  appar- 
U:t$3$f9i  i4  XMufAhtft  qrie  derive  noire  maooscril  !2390.  oo  peal  lui 
Htrihufrr  l^^  Prol^^omenef,  qui,  en  lool  cas.  soni  das  a  qoelqo*an 
dii  ff$^tnf:  U^fftfy^  el  de  la  mi:me  ecole.  el  qu'Eutocias  a  Ires  proba- 

hs^ffi'Wt  (tn  u'4  priUi^  dii  lexle  des  Prolegomenes  que  le  debal 
H  \h  f/^rtfe  #;/iricerrianl  la  ihi^orie  des  isoperimelres  (dans  Tedition 
de  U'4ftfn$%  de  Htill^^rh,  vol.  Ill,  pref.  xvii-xxi,  ii39-ii65)  ainsi 
qt/fin  (rnfiff$f,fii  %ur  la  muUiplicalion  el  la  division  des  nombres 
%e]i^g^%frrfaM%  Z'*;,  C'^f*l  de  la  partie  inedilc  qoi  fail  suile  que  je 
lir#r  le  pa%%age  donl  jf?  donnc  ci-apr^s  la  Iraduclion  (Ms.gr.  2890, 

*'  Noil*  rijorilreron?*  done  commenl  !l  faul  prendre  la  racine 
<,'arr/'e  de*  nornbren  donn/'s.  IVoposons-nous  de  le  monlrer  h  la 
foi»  %iiivaril  <re  qui  »c  Iroiive  dans  les  Metriques  de  Heron  pour 
Iff  rrirpiiire  du  triangle  en  g^'ni^Tal,  el  suivanl  ce  qu'en  a  dil  le  phi- 
loHOplie  Tli/'on  dariH  non  commenlaire.  Heron,  en  eflel,  rencontre 
uri  i;erlain  riondire,  ^uo,  donl  il  prend  la  racine  pour  Irouverl'aire 
du  triangle  tYi\\)rv%  la  in/jlliodc  g/*rierale.  V^oici  ce  qu'il  dit  : 

«  Piii«iqii('  ^v.o  ii*a  |>aH  de  racine  ralionnelle,  nous  prendrons 
fi  rofiiffie  Kiiil  la  racine  avec  une  diflTerence  minimc.  Puisque  ie 
»  cHrr<''  le  plnn  voinin  Av  'jy.tt  esl  ^29,  dont  la  racine  est  27, 
»»  divide/.  ^'411  par  27,  il  vienl  uOj.  Ajoulez-v  2-,  il  vienl  33|,  prenez 
M  la  nioili/%  qui  ef«t  36*^.  Ainsi  la  racine  de  720  sera  a  tr^s  peu 
»»   pri^ji  '^(i^J;  car,  en  niullipliant  ce  nombre  par  iui-meme,  on  a 


(I)  Ottn  Ht^rin  (I'oliMM'Viilion^  i*aI  rrllr  (fue  lioulliau  a  fait  connaitrc  sous  le 
tiom  rlr  77i/(i«,  purnr  qu'ollrH  fn  rniiiprmncnt  unc  failc  h  Alht^ncs  et  dc  dale  an- 
l^rlnirf  (/i;**)!  <!*•'  portr  In  mention  :  toO  Oct'ou  Tr,py,<7i;,  re  qui  signific  :  Observa- 
ihn  dii  (ih*in  (rVnl-Adire  »lo  l*rorlu>»). 

(•)  OpiiMCtilum  (ie  multiplicatione  vt  divhione  sexagesimaiibits  Diophanto 
iifi  /*appn  ntlribuendum,  primum  cdidit  el  noiis  illustravit  C.  Henry.  Halle, 
Srlitiiidt,  1H79.  OUe  publirution  e«t  IrtW  faulivc  et  ft  peu  pri^  inutilisable. 
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>i  720JJ.  Si  nous  voulons  que  la  difference  soil  encore  moindrc 
«  que  la  fraction  ~,  nous  prenons  ysojg,  el  faisant  la  m^me  chose, 
9  nous  Irouverons  que  la  difference  lonibe  beaucoup  au-dessous 
»   de  3^  ». 

»  Voila  ce  que  dit  Hdron   ». 

Avec  les  notations  modernes,  soient  :  A  =  a*-f-^  un  nombre 
non  carr^  parfait,  a  une  valeur  approch^e  de  la  racine,  /•  positif  ou 
negatif,  H^ron  enseigne  de  prendre  pour  y/A  la  nouvelle  valeur 

approch^e 

I  /         A\  /• 

a,  =  -  {  a  -i )  =  a  -\ » 

•A  \  a  I  in 

puis 


C'esl  identiquement  le  procede  de  Barlaam  et  de  Rhabdas, 
donl  Fantiquile  est  ainsi  demontree.  Bien  plus,  on  pent  dire  que 
ce  ful  le  seul  procede  classique  chez  les  Grecs,  quels  que  soient 
les  artifices  sp^ciaux  qui  aienl  pu  ^tre  employes  pour  Fapproxiina- 
tion  effective  de  la  racine  dans  lei  ou  tel  cas  parliculier. 

Le  fragment  donl  nous  avous  donn^  la  traduction  provoque  une 
autre  remarque. 

Dans  les  ecrits  geoinetriques  qui  nous  out  6le  conserves  sous  le 
nora  de  Heron,  le  procede  d'extraction  de  la  racine  carree  est 
toujours  suppose  connu.  Celui  de  ces  ecrits  qui  parail  le  plus 
authenlique,  la  Geometria,  donne  (p.  iio-iii  de  Tedilion  de 
Hultsch)  26 1 J  pour  racine  approximative  de  'jio  et  coniine  aire 
d'un  triangle  faisant  partie  d'un  trapeze  et  donl  les  coles  sont  les 
nombrt-s  7.8.9  (perimetre  2/?  =  2i).  Cetle  aire  est  oblenue  par 
la  formule 

el  il  est  clair  que  c'est  Tapplicalion  de  celle  formule  que  noire 
auteur  entend  par  melliode  generate  pour  la  mcsiire  da  triangle 
(x.aOsA'.y.Y;  \xi'^r^z\i;  tsj  Tp'.7(iv5j).  Or,  dans  la  Geometria ,  nous 
irouvons  precisement  cetle  expression  comme  litre  pour  les  pro- 
Llemes  ou  cetle  formule  est  employt'e  (p.  71).  Mais  nous  ne  la 
rencontrons  lu  que  pour  deux  triangles  donl  Taiie  esl  ralionnelle, 
le  scalene  i?»,  i  ^,  !;*>,  el  le  rectangle  T),  ij;,  i'^. 


ast 
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D'auire  part,  dans  la  Geometria,  la  premiere  racine  approch^e 
qui  se  pr^sente  n^eslpas  celle  de  720,  comme  cela  devail  6tre  dans 
les  Metriques, 

On  ne  peul  gu^re  supposer  cependant  que  H^ron  ait  r^dig^ 
deux  Ouvrages  distincts  traitant  de  la  m^me  fagon  les  m^mes 
sujets.  II  s^ensuil  que  la  Geometria  ne  pent  tout  au  plus  valoir 
que  comme  un  extrait  incomplet  des  Metriques, 


SUR  UNE  APPLICATION  D'UN  THfiORtiHB  DE  H.  BADAHARD; 

Far  M.  l^MiLE  BOREL. 

Voici  comment  M.  Hadamatrd  obtient  le  th^or^me  dont  il 
s'agit  (*).  Etant  donn^e  une  s^rie,  ayant  pour  rayon  de  conver- 
gence p 


supposons  que,  en  la  multipliant  par  un  polynome 

P{x)  =  I  H-  A|ar  H-  Aja:*H-. .  .-h  XpTP, 

on  obtienne  une  serie 

B(x)  =  P{x)  X(x)  =  bo-h  biX-h  6ja7*-4-. . ., 

ayant  pour  rayon  de  convergence  p'.  On  a 


'/>«*/«■ 


On  en  conclut,  en  supposanl  q  >p^  que  le  determinant  d^Hni 
par  Tegalit^ 

^m-+-l         ^/M-4-l         Ct/fg^q^i 


D/«,<7  — 


a 


tn-\-q      ^m-*-q+l 


<^m-f-l7 


(')  £ssai  sur  re'tude  des  fonclions donnees  par  tear  developpement  en  serie 
de  Tayloi'y  §  15-19  {Journal  de  Mathe'maCiques,  V  seiie,  t.  VllI,   189-2). 


est  ^gal  a 
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a 

«/» 

«/n-»-l       .  .  . 

^m-^p—\ 

f>m-^p 

^m-hi 

^m-4-J       •  •  • 

•    ••••              ••• 

<^/n-hp 

bm-k-p-^\ 

^nf¥q 

•  ••••              ••• 

•  ••••             ••• 

f^m-^q-\-p-i 

f^m-k-q-^p 

a3 


^m-\-q 


hn-k-iq 


Or,  la  s^rie  A(j:)  ajant  pour  rayon  de  convergence  p  et  la  s^rie 
B(x),  p',  le  module  de  ce  second  determinant,  et  par  suite  le 
module  de  l^m^qt  est  visiblement  inferieur  a 


\^P^'9-p) 


m 


t  deslgnant  un  nombre  positif  que  Ton  pourra  supposer  aussi 
petit  que  Ton  vent,  pourvu  que  Ton  prenne  m  suffisamment 
grand.  C'est  1^  le  resultat  obtenu  par  M.  Hadamard,  qui  en  a  fait 
de  Ir^s  int^ressantes  applications. 

Je  me  place  dans  le  cas  particulier  ou  les  a  ^lant  des  nombres 
enliers  (que  je  suppose  reels,  pour  plus  de  nettet^,  mais  rien  ne 
serail  change  s*ils  ^taient  complexes),  la  fonction  A(jr)  n'a  pas 
d'autres  singularit^s  que  p  p6les  a  rinl^rieur  d'un  cercle  de 
rajon  p'>  i.  D^lerminons  alors  un  nombre  q  v^rifiant  la  relation 


Ja— 


pPp'9-P^l, 

En  prenant  pour  P(^)  le  polyn6me  qui  admel  pour  z^ros  leap 
p6les  dont  on  vient  de  parler,  on  voit  que  Dm, 7  tend  vers  zero 
lorsque  m  augmente  ind^finiment.  Mais  c'est  un  nombre  entier; 
done  pour  m  suffisamment  grand,  on  a  n^cessairement 

D<lsignons  par  k  le  plus  petit  nombre  lei  que,  pour  m  suffi- 
samment grand,  on  ail  D^i,a=o.  Le  nombre  k  est  au  plus  ^gal 
a  ^  et  par  hypolhesc  la  relation 


(I) 


entrame 


m  ^  m' 


{■>) 


D.;,.A=    O. 
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Je  dis  que  Ton  ne  peut  avoir  en  memc  lemps 

(3)  D,;,,A-1    =   0. 

En  effet,  ridentite 

montre  que  les  relalions  (li),  (3)  [et,  par  suite  (i)  et  (3)]  enlrai- 
neraient 

On  monlrerait  de  in^me,  en  raisonnant  de  proche  en  prochc, 
que  Ton  a  quel  que  soil  h 

ce  qui  est  conlraire  k  rhypothese  faite  sur  A*.  La  relation  (i)  en- 
traine  done  I'^galile  (2)  et  Tin^galit^ 

On  voil  des  lors  immediatement  que  Ton  peut  determiner  des 
nomhres  (visiblement  rationnels)  w,,  u^,  u^,  ...,  Uk,  tels  que  la 
relation 


( a  )  a ,n-hk  =  u I  a,;,4-A_i  -+-  "i  ««n-A-i  H- ...-+-  w a  a 


m 


soit  une  consequence  de  la  relation  (i);  car  si  Ton  ^crit  toules 
les  relations  analogues  k  (a),  en  donnant  k  m  successivement  les 
valeurs  m\  m'-h  i,  m'4-  2,  ni'-{-3,  . . .,  les  valeurs  des  u  qui  v^- 
rifient  k  equations  cons^cutives  quelconques  verifient  necessaire- 
incnl  la  suivante. 

Les  relations  (a)  montrent  que  A(:r)  peut  etre  considere 
comme  le  quotient  de  deux  poljnomes  a  coefficients  enticrs. 
Done  :  Si  unc  scric  a  coefficients  en  tiers  ^  ordonnee  suivant 
les  puissances  croissantes  de  la  variable,  represente  une  fonc- 
tion  n^admettant  sur  le  cercle  de  rayon  un  et  a  son  intdrieur 
aucune  autre  singularite  que  des  pdles^  elle  est  egale  au  quo- 
tient de  deux  polynonies  a  coefficients  entiers  (*). 


(')  On  peut,  en  c(ret,  Irouvcr  alors  un  noinbre  p' >  i  id  qn'il  uy  ait  que  Hes 
pules  a  rinlorieur  du  rcrcle  do  rayon  0'. 
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En  excluant  ce  dernier  cas,  on  voit  que  : 

Une  fonction  nwromorphc  ne  pent  pas  elre  representee  par 
une  serie  de  Taylor  a  coefficients  entiers. 

Si  une  serie  a  coefficients  entiers  a  une  valeur  incommensu- 
rable pour  une  valeur  commensurable  particuliere  de  la  variable, 
elle  ne  pent  ^tre  ^gale  au  quotient  de  deux  pol^nomes  a  coeffi- 
cients entiers;  d^s  lors  on  est  certain  que  la  fonction  qu'elle  re- 
presente  a  d'autres  points  singuliers  que  des  poles  a  Pinterieur 
du  cercle  de  rayon  un,  ou  sur  ce  cercle.  Tel  est  le  cas,  en  parti- 
calier,  lorsque  les  coefficients  de  la  s6rie  sont  limit^s  el  ne  se  re- 
produisent  pas  p^riodiquement. 

II  est  facile  de  comprendre  pourquoi  on  ne  pent  trouver  de 
ih^or^mes  analogues,  ou  n'interviendraient  que  les  singularit^s 
comprises  d  Vinterieur  du  cercle  de  rayon  un.  En  effet,  si  dans 
une  s^rie  quelconque  on  remplace  tous  les  coefficients  par  leur 
partie  enti^re,  ce  qui  revient  a  retrancher  une  s^rie  ayant  un 
rayon  de  convergence  au  moins  ^gal  a  un,  on  n'allere  en  aucune 
fa^on  ces  singularites.  Done,  a  leur  «5gard,  Thypotb^se  que  les 
coefficients  sont  entiers  n'a  rien  de  special. 
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Sm  W.  THOMSON  (Lord  KELVIN).  —  Gonperences  sciextifiques  et  al- 
locutions (Constitution  do  la  raatierc);  traduilcs  et  annot^es  par  M.  P. 
Lugol,  avec  des  exlraits  de  M^moires  r6conls  do  Sir  W.  Thomson  el 
quelques  Notes  par  M.  Brilloui/i, 

M.  H.  Poincar^,  dans  son  Electricite  et  Optiqiie  (t.  I),  parle 
da  «  sentiment  de  malaise  et  m^me  de  defiance  »  qu'un  lecteiir 
fran^ais  ^prouve  en  ouvrant  le  Livre  de  Maxwell.  En  lisant  les 
Conferences  et  allocutions  de  Sir  W.  Thomson,  on  est  d'abord 
sous  le  charme  d'un  langage  merveilleux  de  clarl6  el  de  vivacite, 
qui,  saos  le  secours  d'antre  symbole  que  les  mots  usuels  et  les 
comparaisons  familieres,  excelle  a  donner  iine  id^e  juste  sur 
quelques-uns  des  sujels  les  phis  d(^licals  de  la  Physique.  Mais  le 
livre  acheve,  quand  on  a  soigneusemenl  relu  les  nombreux  ex- 
traits  empruntes  a  diverses  parties  de  TcKuvre  de  Thomson,  que 
M.  Brillouin  a  coordonnees  en  y  joignant  des  Notes  fori  inslruc- 
lives,  si  Ton  jelle  les  yeux  sur  le  sous- litre  du  volume  :  Consti- 
tution de  la  matiere ;  et  si  Ton  se  demande  comment  Sir  W. 
Thomson  comprend  en  dc^finilive  la  constitution  de  la  malirre, 
on  ^prouve  quelque  chose  de  ce  sentiment  de  malaise  dont  par- 
lail  M.  Poincare.  Les  molc^cuies  materiel  les  sont-elles  des  gyro- 
slats  articules?  Sont-elles  des  solides  performs  traverses  par  des 
circulations  de  liquides?  ou  bien  des  parallelepipedes  doul  l(»s 
armies  sont  formees  par  des  renvois  de  sonnetles  venant  s'accrocher 
3UX  sommels?  La  reponse  du  lecteur  qui  a  lu  les  Conferences 
scientifiques  serait  sans  doute  que  la  matiere  n'est  pas  Tune  de 
ces  choses  plul6tqu'une  autre;  elle  est,  si  Ton  veut,  lout  cela  en 
«»^me  temps. 
Nous  relrouvons  dans  ces  conferences  deux  tendances  qui  j)a- 

■ 

raissent  s'exclure  el  qui  se  Irouvenl  pou riant  reunics  dans  le 
T^^n\e  esprit  chez  la  plupart  des  savants  anglais  :  un  ecleclisine, 
^iifait  exposer  Tune  a  la  suite  de  Tautre  deux  theories  contra- 
dictoires,  el  un  objeclivisme  qui  fail  parler  (pielquefois  d'hyj)o- 
Ineses  depassant  la  science  sur  le  meine  ton  afiirmatif  que  du  con- 
tenu  de  la  science  meme.  Eiilre  ces  deux  tendances,  l'o|)position 
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n'est  qu'appareote;  certains  passages  de  Sir  W.  Thomson  sonl 
a  eel  ^gard  bien  significatifs;  ils  nous  donnenl  la  clef  du  sens 
que  les  phjsiciens  anglais  aUachent  a  ces  mots  :  explication  d'un 
phenomene,  intelligence  d'un  ph^nom^ne. 

«  II  me  semble  que  ie  vrai  sens  de  ia  question  :  a  Comprenons- 
»  nous,  ou  ne  comprenons-nous  pas  un  sujet  particulier  en  Ph^- 
»  sique?  »  est  :  a  Pouvons-nous  faire  un  modele  mecanique 
»  correspondant?  »  J^ai  une  extrc^me  admiration  pour  Ie  module 
mecanique  de  I'induction  electromagnetique  du  a  Maxwell;  il  a 
cre^  un  module  capable  d'executer  toutes  les  operations  mer- 
veilleuses  que  Telectricite  fait  dans  les  courants  induits. 

»  Je  ne  suis  jamais  satisfait,  tant  que  je  n^ai  pas  pu  fairc  un 
modele  mecanique  de  Tobjet;  si  je  puis  faire  un  modele  meca- 
nique, je  comprends;  tant  que  je  ne  puis  pas  faire  un  modele  me- 
canique, je  ne  comprends  pas,  et  c'est  pour  cela  que  je  ne  com- 
prends pas  la  theorie  electromagnetique  de  la  lumi^re.  Je  crois 
fermement  en  une  th^orie  electromagnetique  de  la  lumiere; 
quand  nous  comprendrons  Felectricite,  Ie  magn^tisme  el  la  lu- 
miere, nous  les  verrons  comme  des  parties  d'un  tout;  mais  je 
demande  a  comprendre  la  lumiere  Ie  mieux  possible  sans  intro- 
duire  des  choses  que  je  comprends  encore  moins.  Voila  pourquoi 
je  m'adresse  a  la  Djnamique  pure.  »  (Ce  vol.,  p.  299.) 

Celte  definition  du  mot  comprendre  ne  saurait  ^tre  admise 
sans  provoquer  des  contestations.  A  vrai  dire,  il  y  a  autant  de 
definitions  du  mot  comprendre  qu'il  y  a  d'esprits  difTerents;  et 
celle  de  Sir  W.  Thomson  caracterise  a  merveille  une  tournure 
d'esprit  frequenle  chez  les  savants  anglais  (*).  Mais  pour  bien 
des  gens,  comprendre,  c'cst  autre  chose  :  comprendre  une  idee, 
c'est  la  rattacher  par  un  lien  logique  a  des  iddcs  anterieurement 
acquises  auxquelles  Fesprit  est  deja  habitu^;  comprendre  un 
phenomene  physique,  c'est  saisir  une  liaison  n^cessaire  entre  ce 
phenomene  et  d'autres  phenomenes,  de  telle  sorte  que  la  notion  de 
ce  phenomene  ne  conslittie  plus  dans  Tesprit  une  notion  isolee. 


(•)  Voirj  sur  ce  sujet,  P.  Duhem,  VEcole  anglaise  et  les  theories  physiques 
{Revue  des  questions  scientifiques,  1*  s^rie,  t.  IV,  p.  S^S). 
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Si  Ton  arrive  a  etablir  definitivement  celle  proposition  qui  re- 
sume la  ih^orie  6leclroinagn^tiqUe  :  «  La  cause  des  sensations 
lumineuses  est  un  phenomene  6lectromagn6lique  d'un  genre 
special  »,  il  me  semble  qu^on  aura  compris  la  lumi^re,  aussi  bien 
qu'oQ  a  compris  le  son  quand  on  a  prouv^  que  la  cause  des  sen- 
sations auditives  est  un  mouvement  de  la  maliere  ordinaire  qui 
satisfait  a  des  conditions  sp^ciales. 

Si  rOptique  devenait  un  Chapitre  de  r^eclromagn^lisme 
comme  TAcoustique  est  un  Chapitre  de  I'^lasticit^,  il  resterait  a 
comprendre  T^lectricit^  et  le  magn^tisme,  comme  aussi  bien  il 
reste  a  comprendre  la  mati^re  ^lastique,  mais  il  ne  resterait  plus 
a  comprendre  la  lumi^re.  Se  faire  une  image  concrete  d'un  ph^- 
Dom^ne  est  souvent  utile  pour  arriver  k  Tintelligence  du  ph^no- 
m^ne  :  I'image  concrete  ne  saurait  ni  reniplacer,  ni  surtout  con- 
stiluer  cette  intelligence. 

Pour  prendre  un  exemple,  comprendre  le  principe  d'Huygens, 
sera-ce  voir  avec  les  yeuxde  son  imagination  de  petiles  particules 
mobiles  se  heurter  de  maniere  a  neutraliser  leur  mouvement  dans 
une  region  d^terminee  de  Tespace?  ou  bien  sera-ce  montrer  qu'il 
n'y  a  rien  dans  T^nonc^  du  principe  qui  ne  soit  implicitement 
contenu  dans  la  notion  m^me  de  petit  ebranlement  d'un  milieu 
^lastique,  en  ^tablissant,  comme  Tafait  KirchholT,  quMl  conslitue 
une  propri^t^  analjtique  inh^rente  aux  fbnctions  qui  v^rifient 
r^quation  des  petits  mouvemcnts? 

I.  La  premiere  conference  traite  de  V atlraction  capillaue. 
Lord  Kelvin  y  indique  en  passant  le  trac^  graphique  de  la  m^ri- 
dienne  d'une  surface  capillaire  :  une  Note  de  M.  Brillouin  a  la  fin 
du  Volume  reprend  et  generalise  le  probl^me.  Nous  trouvons 
encore  en  Appendices  la  celebre  Note  de  Thomson  sur  Tequilibre 
d^une  vapeur  en  presence  d'une  surface  liquide  courbe,  et  le 
M^moire  de  Lord  Rayleigh  sur  la  mesure  de  la  quantity  d'huile 
n^cessaire  pour  arrdter  les  mouvemcnts  du  camphre  sur  Teau. 

Dans  une  Note  tr^s  courte  Sir  W.  Thomson  donne  un  exemple 
d^une  constitution  de  la  mati^re  solidequipermettrait  d'expliquer 
la  cohesion  sans  imaginer  d^autres  forces  que  la  gravitation  et 
d'autres  lois  que  celle  de  Newton.  En  condensant  toute  la  masse 
de  deux  petits  cubes  en  contact,  dans  un  tr^s  grand  nombre  de 
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barres  carries  perpendiculaires  ^  la  face  commune,  de  fa^on  que 
chaque  barre  d'un  groupe  soil  en  contact  parfait  avec  une  barre 
de  I'autre,  on  peut  augmenler  indefiniment  leur  attraction  :  cette 
hypoth^se  laisse  ^videmment  subsisler  bien  des  difficult^s;  elle 
est  sommairement  discut^e  par  M.  Brillouin. 

II.  La  seconde  Conference  a  trait  aux  unites  ^leclriques;  la  XP 
est  une  Conference  sur  les  mesurts  electriques,  ant^rieure  k  la  pr^- 
c^dente.  Ce  sont  des  chefs-d'oeuvre  d'exposition.  La  resistance 
electromagnetique  est  une  vitesse ;  la  conductibilit^  ^lectrostatique 
est  une  vitesse;  ces  ^nonc^spar  eux-m^mes  assez  obscurs,  SirW. 
Thomson  excelle  k  les  illustrer  par  ses  images  qui  parlent  aux 
yeux,  du  moulin  a  ^cureuil  et  de  la  sphere  qui  se  d^gonfle.  Quoi 
de  plus  propre  a  faire  bien  saisir  ce  qu'est  un  syst^me  d'unit^s 
que  cette  hjpoth^se  d'un  explorateur  perdu  en  un  point  de  TUni- 
vers  et  reconstituant  une  a  une  loutes  les  unites  mdcaniques  k 
Taide  de  mesures  purement  electriques?  M.  Brillouin  indiquc  en 
Note  un  moyen  de  restitution  des  unites  purement  thermodyna- 
mique,  qui  a  I'avantagc  de  ne  pas  supposer  la  permanence  des 
proprietes  du  milieu  qui  propage  la  lumi^re  et  les  perturbations 
electriques. 

On  rattache  les  unites  electriques  aux  unites  m^caniques  en 
donnant  arbitrairement  des  dimensions  nulles  et  une  valeur  egale 
•i  Tunite  au  coefficient  qui  figure  dans  Tune  des  formules  de 
Coulomb.  Lord  Kelvin  indique  ce  que  deviendraicnt  les  formules 
de  Mecanique  si  Ton  faisait  deriver  par  le  m^me  procede  Tuniie 
de  masse  des  unitds  de  longueur  et  de  temps,  en  traitant  la  formule 
de  la  loi  newtonienne  de  gravitation  comme  on  Iraile  en  electri- 
city les  formules  de  Coulomb.  Des  notes  de  M.  Lugol  edair- 
cissent  ces  resullals.  Peut-etre  y  a-t-il  lieu  d'insistcr  k  celle  occa- 
sion sur  ce  qu'il  y  a  d'arbitraire  a  proceder  ainsi,  qu'il  s'agisse 
d'electrostalique  et  de  magnetisme  ou  de  gravitation  universelle. 
L'une  des  grandeurs  electriques  ou  magnetiques  resle  une  gran- 
deur fondamenlale,  qu'il  est  impossible  de  reduire  aux  unites 
mecaniques  sans  faire  intervenir  les  proprietes  specifiques  d'un 
milieu.  Ne  peut-on  pas  dire  aussi  de  la  masse  qu'elle  est  irreduc- 
lible  aux  unites  de  longueur  et  de  temps,  parce  qu'en  somme, 
dans  Texpression  numerique  de  la  loi  de  la  gravitation  universelle, 
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intorvienneDt  implicilenicnl  les  proprieles  speclfiques  (lu  milieu 
dans  lequel  se  meuvent  les  corps  ctUestes? 

Dans  une  Note  Sur  les  dimensions  des  unites  elect riques, 
M.  Brillouin  developpe  d'ailleurs  les  reserves  nccessaires.  11  in- 
siste  sur  ce  fait,  qu'il  existe  une  lacune,  il  manque  une  loi  exp^- 
rimenlale  pour  qu'on  puisse  relier  les  grandeurs  ^leclriques  et 
magnetiques  aux  grandeurs  mecaniqiies  :  pour  suppleer  a  celte  loi 
qui  manque,  on  introduit  une  hypolhese  arbitraire  :  M.  Bril- 
louin donne  un  Tableau  general  des  dimensions  des  grandeurs 
^lectriques  et  magnetiques,  si  Ton  part  d'un  certain  nombre 
d'hypolheses  diflerentes  sur  les  dimensions  de  la  force  (5lectrique. 
11  ne  retient  pour  les  discuter  que  les  systemes  qui  satisfont  a  la 
condition  de  donner  aux  grandeurs  (5leclriques  dirigees,  et  a  celles- 
la  seules,  les  dimensions  de  grandeurs  mecaniques  impliquant 
aussi  ridee  de  direction,  et  il  indique  ses  preferences  pour  Tun 
d'eux  qui  fait  de  la  quantity  d'electricild  un  nombre  abstrait,  sans 
dimensions. 

III.  Sur  le  demon  distributeur  de  Maxwell,  sur  la  doctrine 
de  Maxwell'Doltzmann  an  sujei  de  la  distribution  de  Cenergie 
cin^tique,  Lord  Kelvin  donne,  soit  un  simple  expos^,  soit  une  dis- 
cussion critique  :  M.  Brillouin  rappelle  a  juste  titre  Taltenlion  sur 
une  definition  de  la  temperature^  trop  pen  connue,  de  M.  Boussi- 
nesq;  la  temperature  absolue  d'un  petit  volume  d'ether  serait  la 
demi-force  vive  qu'il  possede  sous  Tunite  de  masse,  et  un  corps 
serait  dit  a  une  certaine  temperature  absolue  quand  son  elat  vi- 
braloire  n'est  pas  modiHe  par  son  introduction  dans  Tether  a  la 
m^me  temperature. 

IV.  La  grandeur  des  atonies,  —  Ici,  Sir  W.  Thomson  commence 
par  une  definition  tres  nette  de  Vatome  phjsique;  on  est  arrive  a 
Tatome  quand  on  ne  pent  pas  pousser  la  division  plus  loin  sans 
faire  perdre  k  la  mati^re  etudiee  ses  pro))rietes  :  «  on  ne  peut 
diviser  un  morceau  de  verre  en  fragments  d'un  diametre  inferieur 
a  \^^f^^Q  de  centimetre  sans  le  detruire  et  lui  faire  perdre  la  pro- 
pri^te  de  verre,  de  m^me  qu'une  brique  «  n'a  pas  les  proprieies 
d'un  mur  de  briques  ».  L'atome  etant  ainsi  defini,  on  pourra  fori 
bien  arriver  a  des  mesures  diflerentes  de  sa  grandeur  suivant  le 
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genre  de  phenomene  auquel  on  s'adresse;  si  les  divers  ordres  de 
consideration  conduisent  au  m^me  ordre  de  grandeur,  ce  sera  une 
presomption  en  faveur  de  rexistence  d'une  certaine  r^alit^  con- 
crete r^pondant  a  la  definition  pr^cedenle.  Les  ph^nom^nes  d'^lec- 
tricil^  de  contact  se  produisant  entre  le  cuivre  et  le  zinc  am^ne- 
raient  un  d^gagement  de  chaleiir  ^norme  qui  fondrait  un  melange 
de  poudres  des  deux  m^laux  si  Taction  electrique  de  contact  ne 
cessait  pas,  quand  la  division  est  pouss^e  au  cent-million ieme  de 
centimetre.  Une  lame  mince  capillaire  qui  va  se  crever,  s^amincit 
progressivement,  en  prenant  Techclle  des  colorations  successives 
jusqu'au  noir  :  i'examen  de  ces  colorations  permet  de  conclure 
que  r^paisseur  minimum  d'une  pareille  membrane  est  d'environ 
j^  de  longueur  d'onde  de  la  raie  D ;  d^ailleurs,  si  la  membrane, 
r^duite  a  une  ^paisseur  de  «oooooo«io  ^^  centimetre,  conservait  sa 
resistance  k  I'extension,  le  travail  necessaire  pour  augmenter  un 
peu  son  etendue  suffirait  pour  la  r^duire  en  vapeur.  La  th^orie  de 
la  lumiere  nous  amenerait  a  des  conclusions  du  m^me  genre  :  la 
theorie  de  la  dispersion  de  Cauchy  conduit  a  Tid^e  d'une  heiero- 
g^ndiie  elementaire  de  la  matiere  et  permet  d'obtenir  une  Evalua- 
tion approch^e  du  nombre  de  molecules  par  longueur  d'onde;  on 
arrive  ainsi  a  des  nombres  tres  faibles  :  douze  molecules  d^eau  ou 
d'alcool,  quatre  de  sulfure  de  carbonc  dans  une  longueur  d'onde 
de  la  lumiere  du  sodium*  Enfin,  la    theorie  cin^tique  des  gaz 
*^^^"^  « 00*000  ^^  centimetre  pour  le  libre  parcours  moyen.  On  est 
conduit  ainsi,  pour  les  distances  moyennes  entre  les  centres  de 
molecules  voisines,  a  des  nombres  variant  de  j~^^  a  ,oooo'oooou 
de  centimetre,  dans  les  Hquides  ou  les  solides  transparents» 

V.  Vclasticite  envisagee  com  me  pouvant  etre  un  mode  de 
mouvement,  —  VL  Achcminement  vers  une  theorie  cinetique  de 
la  matiere,  —  L'idee  fondamentale  de  Thomson  est  qu'on  peul 
realiser  des  cas  de  stability  et  de  raideur  elastiques  avec  des  corps 
en  moiivement  d^pourvus  eux-memes  de  rigidite. 

Aux  exemples  classiqucs  du  cerceau  et  de  la  loupie,  il  en  ajoute 
de  nouveaux  :  une  chaine  sans  fin,  flexible,  tournant  rapidement 
sur  une  poulie,  se  tient  droiie  el  raide  un  certain  temps  si  on  la 
(ait  sauter  hors  de  la  poulie;  un  disque  de  caoutchouc  non  tour- 
nant acquiert  la  raideur  du  bord  d^un  chapeau  a  la  Rubens; 
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enfiD,  la  belle  experience  des  anneaiix  dc  fiimec  degagcs  d'une 
ouverlure  circulaire  percde  dans  une  hoile,  et  qui,  sur  le  point 
d'eprouver  un  choc  Tun  contre  I'aiiire,  s'ecarlent  el  se  mellcnt  a 
vibrer  comme  une  bande  de  caoutchouc.  Avec  des  mat^riaux  en- 
ti^remenl  d^pourvus  d'elaslicite,  mais  animes  de  mouvements..  on 
peiil  done  constiluer  des  svslemes  resistant  aux  deformations  :  on 
peut,  en  particulier,  se  representer  aussi  un  milieu,  soil  a  deux 
(p.  338),  soil  a  trois  dimensions  (p.  34o),  possedant  la  propridl^ 
fondamentale  de  Tether  lumineux  :  une  rigidite  enorme  contre 
tout  d^placement  entrainanl  une  rotation,  en  m^me  temps  que  la 
faculty  de  subir  sans  aucune  rigidite  les  deformations  sans  rota- 
tion. 

On  trouvera  dans  les  Notes  additionnelles  (II  a  VI)  des  deve- 
loppements  surcesdiverses  images qu*on  pent  se  faire  de  lamatiere 
ordinaire  ou  de  Tether;  Tune  des  consequences  les  plus  curieuses 
qi]*en  ait  tiroes  Thomson  est  la  decoiiverte  de  la  dispersion 
anomale,  decouverte  entendue  en  ce  sens  que  Thomson  n'apprit 
que  le  ph^nom^ne  6tait  connu  qu'apres  Favoir  apergu  dans  ses 
form  u  les. 

M.  Brillouin  se  range  du  c^t^  de  Thomson  qui  atlribue  la  dissi- 
pation d'^nergie  lumineuse  a  laquelle  est  liee  la  dispersion  a  des 
chocs  entre  molecules,  c'est-a-dire  a  I'inlroduction  d'actions  non 
lindaires  entre  les  molecules,  tandis  qu'Helmholtz  introduit  sim- 
plement  un  lerme  de  frottement  proportionnel  a  la  vitesse  dans 
les  Equations  du  mouvement. 

VII.  Les  six  partes  dc  la  connaissance.  —  Le  principal  objel 
de  la  Conference  est  de  devclopper  une  idde  de  Thomas  Reid  sur 
la  subdivision  du  sens  du  toucher  en  deux  autres  :  Ic  sens  dc  ru- 
gosity et  le  sens  de  la  temperature. 

VIII.  La  th^orie  ondidatoire  de  la  lumicre,  —  Fort  belle  Con- 
ference d'exposition,  donn^e  en  Ameriquc.  On  j  remarquera,  en 
passant,  la  protestation  tres  vigourcusc  contre  la  persislance  des 
Anglais  k  se  servir  de  leur  vieux  sjsteme  dc  mcsures. 

IX  et  X.  Sur  I'dge  de  la  chaleiir  solaire  {W)et  Sur  la  clia- 
leur  solaire  (X).  —  Cos  deux  Conferences  sont  consacrdes  sur- 
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lout  a  Texposc  de  la  llieorie  nieteorique,  sous  la  forme  que  Ini  a 
donnec  Helmhollz  :  la  chalcur  solaire  a  du  etre  engendree  par  le 
choc  de  fragments  de  maliere  qui,  places  d'abord  Ires  loin,  se  sont 
rejoinls  en  verlu  de  leurs  attractions  mutuelles  et  ont  forme  la 
masse  actuelle;  la  contraction  due  au  refroidissemenl  donne, 
grace  au  travail  accompli  par  la  gravitation  mutuelle  de  toutes  les 
parties  de  la  masse  qui  se  contracle,  cette  vaste  capacite  d'emma- 
gasinement  de  la  chaleur  grace  a  laquelle  le  refroidissemenl  a  ^t6 
et  continue  a  ^tre  si  lent.  Lord  Kelvin,  d'accord  avec  Newcomb, 
ne  pense  pas  que  la  lumi^re  du  Soleil  aitbrille  plus  de  20  millions 
d'ann^es  dans  le  pass^  de  Thistoire  de  la  Terre,  ni  qu'on  pi^isse 
compter  pour  I'avenir  sur  plus  de  5  ou  6  millions  d'ann^es  de 
lumi^re.  Les  notions  de  temperature  du  Soleil,  de  chaleur  sp^ci- 
fique  du  Soleil,  sont  soigneusement  prt^cis^es. 

L'Ouvrage  est,  en  somme,  et  par  son  contenu,  el  par  la  forme 
sous  laquelle  les  problemes  sont  pr^sentes,  d'un  haul  int^r^l  pour 
tous  ceux  qu'attire  la  Philosopliie  natiirelle,  et  il  faul  remercier 
MM.  Lugol  el  Brillouin  d'avoir  rendu  plus  accessible  aux  lecteurs 
frangais  cette  Parlie,  qui  n'est  pas  la  moins  originate,  de  roeuvre 
de  Thomson.  Bernard  Brunhes. 


MELANGES. 

SUR  LES  TRIANGLES  DE  M.  SCHWARZ ; 
Par  M.  \V.  KAPTEYN. 

Je  me  propose  d'^tudier  les  relations  qui  existent  entre  les  ele- 
ments des  triangles  formes  par  des  arcs  de  cercle  qui  coupenl  or- 
thogonalement  un  cercle  fondamental  dont  je  suppose  le  rayon 
egal  a  I'unite.  On  sail  que  ces  triangles  de  M.  Schwarz  jouent  un 
role  important  dans  la  th^orie  des  fonctions  fuchsiennes  el  que 
M.  Poincar^  a  obtenu  quelques-unes  des  proprietes  de  ces  triangles 
par  des  considerations  de  la  Geometric  non-euclidienne.  Nous 
allons,  au  contraire,  nous  servir  exclusivement  des  considerations 
emprunt^es  a  la  G^omf^trie  ordinaire. 
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i.  Solent ;:  unc  variable  imaginaire  d^flnie  par  la  posilion  d^un 
point  dans  un  plan,  /  une  fonction  imaginaire  de  cette  variable, 
d^finie  par  la  relation  lin^aire 

po-S-Hao 

ou  les  constantes  imaginaires  a  et  ^  et  leurs  conjugates  a©  et  p© 
sent  li^es  par  T^quation 

oato—  PPo  =  I- 
La  substitution  (1)  n'alt^re  point  le  cercle  fondamental 

et  transforme  tout  cercle  orthogonal  au  cercle  fondamental 

zzo  -h  0^  -f-  6o5o  —1=0, 
en  un  autre 

qui  est  ^galement  orthogonal  au  cercle  fondamental. 
II  existe  en  g^n^ral  deux  valcurs  de  z 


ij,  = 


a  —  ao 


2po  2p 


—  r4-  /(a-^ao)'  — 4, 


qui  sont  ^gales  aux  valeurs  correspondantes  de  t\  ce  sont  ces 
points  qu'on  appelle  les  points  doubles  de  la  substitution. 

Si  (a  -I-  ao)^  >  4?  'cs  points  doubles  sont  dislincts;  dans  ce  cas, 
on  v^rifie  aisement  que  les  points  doubles  sont  situ^s  sur  le  cercle 
fondamental  et  que  la  relation  (i)  pent  s'c^crire 

(3)  iz^  =  Ki^:^S 

t  —  Zj  Z  —  Zj 

ou  le  multiplicateur 

K=  r«H-ao  — v/(g-+-ao)»  — 4P 

prend  une  valeur  r^elle. 
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Si  (a  -h  ao)^<;  4>  les  points  doubles  sont  encore  dislincts;  dans 
ce  cas,  leurs  positions  sont  inverses  par  rapport  au  ccrcle  fonda- 
mental.  En  ^crivant  maintenant  la  relation  (i)  dans  la  forme  (3), 
on  obtient  pour  le  multiplicateur 


j^__  a-f-go--tV4~-(g-+-ao)i 


a© 


tV4— (a-Hao)* 


une  valeur  imaginaire  dont  le  module  est  ^gal  a  Tunit^. 

Si  (a-f-ao)^=4>  Ics  deux  points  doubles  se  confondent  et  la 
substitution  pent  se  mettre  sous  la  forme 

(4)  7^  =  7I^+K. 


ou 


on  prendra  le  signe  sup^rieur  ou  inferieur  selon  que  a  —  a©  =  2 
ou  a  —  ao  =  —  2. 

La  substitution  s'appelle  respectivement  dans  les  trois  cas  6nu- 
m^r^s  hyperboliquCy  elliptique  ou  parabolique. 

Nous  passons  sous  silence  les  cas  ou  (a  -|-  ao)*  sont  imaginaires 
ou  n^gatifs  parce  que  nous  ne  nous  occuperons  point  de  ces  sub- 
stitutions. 

2.  On  pourra  toujours  trouver  une  substitution  hyperbolique 
de  la  forme  normale  (i)  telle  que  le  centre  du  cercle  fondamental 
ou  Torigine  des  coordonn^es  soit  le  transform^  d'un  point  quel- 
conque  situe  a  Tint^rieur  du  cercle  fondamental. 

En  effet,  soit  re'^(A)  le  point  qu'on  veut  transformer  dans 
I'origine,  il  suffira  de  prendre  la  substitution  hyperbolique 

et  de  determiner  le  multiplicateur  R  par  la  condition  que  pour 
z  =  re'^  on  a  /  =  o.  De  cetle  maniere,  on  obtient 

-.        I  -4-  r 

K  ~ 

I  —  /• 
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£n  substiluant  celle  valeur  el  en  rdsolvant  /,  la  substilulion 
pr^c6dente  s'^crit 


L ei^ 


(6)  ^= -^ > 


/i  —  r'  /i  —  r' 

qui  prdscntc  la  forme  normale  (i). 

II  esl  ^videnl  que  la  m^me  substitution  transformera  en  un  dia- 
metre  du  cercle  fondamental  un  cercle  quelconque  passant  par  le 
point  A. 

Pour  transformer  un  cercle  donn6  passant  par  le  point  A  (re*®) 
dans  un  autre  qui  passe  egalement  par  le  point  A  et  coupe  le  pre- 
mier sous  un  angle  donn^  ^ ,  on  prcndra  la  substitution  elliptique 

determin^e  paries  points  doubles  A(re^^)  et  A'( -e'M  et  le  multi- 
plicateur  ^'?.  Cctte  substitution 

/  —  re^  .    z  —  re^ 

(7)  =  e'? , 

/  _  1  ciO  5  _  i.  e/0 

r  r 

qui  fait  tourner  la  tangente  du  premier  cercle  au  point  A  par  un 
angle  tp  dans  le  sens  positif  (contraire  aux  aiguilles  d\ine  montre), 
mise  dans  la  forme  normale  (i),  s^^crit 

u-h   —  )  ie^  sin- 

(8)  t=^^^^  '  "^ 


% 


ie-^siii-^ 


1 

z 


H-'i)' 


sh  u  sh  u 

ou  r  est  represente  par  e~". 

Un  cas  particulier  de  ccttc   substitution    sc   prcscnte   quand 
1/  =  3o;  dans  ce  cas  on  obticnt 

(9)  '=  —79' 


e    * 


ce  qui  dcmontrc  qu'i!  y  a  toujours  une  substitution  elliptique  qui 
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permel  de   lourner  un   diarnelre  du  cercle  fondamenlal   par  un 
angle  donnd. 

3.   En  appelant  deux  figures  congruenles  lorsqu'elles  sont  trans- 
form^es  I'une  dc  I'aulre  par  une  substitution  de  la  forme  (i),  et 

posant 

z  =  re^O, 

r  mod  dr 
(,o)  L  =  ^J—--^, 

/  .  c    /  r  r  '■«''■  < 


rdrd^ 


on  verifie  aisemcnt  que  deux  arcs  congruents  ont  nieine  L,  et 
deux  aires  congruenles  ont  m^me  S.  En  effct,  de  la  substitu- 
tion (i)  on  deduit 

1  — -  ZZn 


et 


I  —  t(oz= 


dt 


(Po5-t-ao)(P'5u-+-  a; 


par  suite, 


ou,  en  ^crivant 


dz       (po--Hao)«' 

,  dt 

I  —  //o  =  (»  —  -s^o)  mod  -J-  J 

az 

mod  dt  _  mod  dr 
I —  p*   ~    I  —  r*  ' 


ce   qui   prouve   les    thdor^mes    pr^c6dents    que   nous   devons    a 
M.  Poincar^  (*). 

4.  Calculons  maintenant  la  L  d'un  arc  de  cercle  orthogonal  au 
cercle  fondamental. 

Soient  A  et  B  les  extremites  de  Tare  et  soient  a  el  b  les  quan- 
lit^s  imaginaires  representees  par  ces  points;  cela  pos^,  la  sub- 
stitution (6)  ou 

z  —  a 
t  = 


—  ao5  -+- 1 
transportera  A  a  I'origine  O  dcs  coordonnees  et  le  point  B  dans 


(')  Acta  Math.,  t.  T.  p.  202. 
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iin  point  B'  qui  represente  la  valeur  imaginaire  b'  determioee  par 
l^^quation 


&'=   *-" 


—  a^b  -\-i 


D'apres  rarlicle  precedent,  la  L  de  Tare  AB  est  cgale  a  la  L  de 
la  ligne  droite  OB',  Iransformee  de  Tare  doontS.  Or 


"**       mod  c^^       .      I -f- mod  6' 


L  =  L(0B')  =  2    f  ;  =  loi; i-n, 

^         '         J^  I  — p«  '^  I  — mod  6' 

par  suite, 


ch 


-        i-f-mod*6'        i-4-6'6o 

L  =    r— ,-     =    rr-rr^  ! 


I  — mod26'        1  —  b'b'' 


0 


en  rempla^anl  6'  et  6J,  par 


b  —  a  bo  —  an 

ct 


—  aob -+- 1  — abo-^i 

la  formule  pr^c^dente  se  reduil  a 

,  (i  -^-  aao)(i  -\-  bbo)  —  2(aob  -h  abo) 

il2)  CULi  — — j-T~\ * 

(I  —  aao)(i  —  oOq) 

D.  Considerons  a  present  un  triangle  dont  les  c6t6s  sont  des 
arcs  de  cercle  orthogonaux  an  cercle  fondamental  et  supposons 
que  tous  les  sommets  sont  situes  a  Tint^rieur  du  dernier  cercle. 

On  sait  que  loute  substitution  de  la  forme  (i)  n'alt^re  ni  les 
angles,  ni  les  L  des  cot^s  du  triangle;  il  s'ensuit  que  les  relations 
entre  les  angles  et  les  L  des  c6t^s  ne  changeront  point  quand  on 
transforme  le  triangle  donn6  par  une  ou  plusieurs  substitutions  de 
la  forme  (i).  Cela  pos6,  nous  appliqueroos  d'abord  une  substitution 
de  la  forme  (6)  qui  porle  un  des  sommets  a  Torigine  des  coor- 
donn<5eset  parlaquelle  les  deux  c6t^s  adjacents  se  transformeront 
en  lignes  droites.  Ensuite,  nous  introduirons  une  seconde  substilu- 
lion  de  la  forme  (9)  de  telle  sorte  qu'un  des  c6l^s  vienne  coin- 
cider  avec  I'axe  reel.  Soit  AhC  (Jig.  1)  le  triangle  donn^  apr^s 
avoir  subi  les  transformations  dont  nous  avons  parle,  et  represen- 
lons  par  a  cl  b  la  valeur  imaginaire  et  la  valeur  rdclle  dont  les 
affixes  sont  respectivement  les  sommets  A  et  B. 
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D'aprr»  la  formale  (12  %  on  aara 

1  —  62 

chL'CB.= 

r.hL<AB=  = ., 

Fiz.  I. 


1-6* 

1  —  aa*, 

I  —  ««* 

« I  —  aAt  "I  —  6*  I 

—  lAf  a  —  a«» 

En  ecrivant.  au  lien  de  la  derniere  de  ces  equations, 
ch  L(  AB )  = FT 9 


et.  en  remarquant  que 


5hL(CB)  = 


26 


1  —  6* 


<  I  —  aa«  )( I  —  6*  » 


2  mod  a 

sh  LfCA  >  = 9 

I  —  a<zt 


cette  derniere  equation  prend  la  forme 

ch  L(AB;  =  ch  L(  CB)  ch  L(  CA  >  —  sh  L(CB  )sh  L(CA)  cosC, 

ou,  en  introduisant  les  abr^viations. 


(i3) 


LrAB>  =  (c},        L(CB  )  =  («),        L(CA)  =  (6). 
ch(c)  =  ch(a)ch<^6i  —  sh(a)  sh(6)cosC. 


Cette  Equation  exprime  la  relation  fondamentale  existant  entre 
les  L  des  trois  c6t^s  et  un  angle  de  tout  triangle  dont  les  c6i6s 
sont  orthogonaux  au  cercle  fondamental  et  dont  les  sommets  sont 
situ^s  a  Tinl^rieur  de  ce  cercle. 

6.  Relation  entre  les  L  de  deux  cdtis  et  les  angles  opposes, 
—  Pour  avoir  une  relation  entre  les  L  de  deux  cot^s  et  les  angles 
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opposes,  on  ecrira 

.    r        / Tr       i  /        /ch(a)ch(6)-ch(c)\« 

oil,  en  remplagant  sh2(a)  et  sh^(6)  par  les  valeurs  ^quivalenles 

ch«(a)  — I        ct        ch*(^)--i, 

sinC   _  y/i  — ch«(a)  — chM^)  — ch^(c)-^-ach(a)ch(/?)ch(c) 
sh(c)  ~  sh(a)sh(6)sh(c) 

La  valeur  de    .        ne  change  pas  quand  on  permule  les  letlres 

d,  by  c;  il  en  r^sulle  la  m^me  valeur  pour  -r-T-fc  el  pour    .  ,     ; 
par  consequent,  on  aura 

sinA   _    sinB    _    sinC 

7.  Relation  entre  cinq  elements.  —  On  oblient  des  relatio 
entre  cinq  ^l^menls  en  posant,  dans  la  formule 

ch(a)  =  ch(6)ch(c)  —  sh(6)sh(c)  cos  A, 

la  valeur 

ch(c)  =  ch(a)  ch(6)  —  sh(a)  sh(6)cosC; 

il  vient  alnsi 

ch(a)  =  ch(a)ch«(6)  —  sh(a)  sh(6)  ch(6)  cosC  —  sh(^)  sh(c)cosA; 

en  faisant  passer  dans  le  premier  membre  le  premier  et  le  deuxieme 
terme  du  second  membre,  on  oblient 

ch(a)  sh(6)  —  sh(a)  sh(6)  cosC  =  ch(c)  cosA. 

Celle  relation  elanl  homog^ne  par  rapport  a  sh(a),  sh(6)  et 
sh(c),  on  peut  remplacer  ces  quanlit^s  par  les  sinus  proportionnels 

sinA,     sinB,     sinC, 

et  Ton  oblient  ainsi  la  nouvelle  formule 

(i5)  ch(a)  sinB  —  ch(6)  cosG  sin  A  =  cosA  sinC. 

8.  Relation  entre  les  L  de  deux  cdtes,  C angle  compris  par 
ces  cdtes  et  V angle  oppose  a  V un  d'eux,  —  En  rcmplacant  dans 
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la  formule 

chia)  =  ch(6;cb<c^  —  sh(6;sh<c)co«A. 
ch(c)  par 

ch(a)c\nb)  —  sh(a  )sh(^icrt«C. 
et  sh(c)  par 

sioC 


on  oblient 


sh(a)  -. — r-  f 

SID  A 


ch(a)  =  ch{a)ch^(b)  —  sh(a)5h<6)ch(6>cosC 

—  sh(a)sh<  6)sinCcot  A 
ou 

(|6)  coth(a)sh(6) —  col  A  sinC  =  ch(6>cosC. 

9.  Relation  entre  iin  cole  et  les  trois, angles,  —  En  elimi- 
nanl  ch(6)  entre  les  deux  Equations 

ch(a;sioB  —  ch(6)cosC  sin  A  =  cos  A  sinC, 
ch(6)sinA  —  cb(a  )cosCsioB  =  cosB  sinC, 

de  la  forme  (i5),  on  trouvc 

(i7>  cosA  -h  cosB  cosC  =  sinB  sinC  ch(a ). 

10.  Des  formules  (i3),  (i4),  ('6)  el  (17),  on  deduit  aisement 

pour  un  triangle  rectangle  dans  lequel  C  =  -  les  dix  formules 

suivanles 

ch(c)  =  ch(a)ch(6)  =  col  A  colB, 

sh(a)  =  sh{c)  sin  A, 

sh(6)  =  sh(c)sinB, 

lh(a;=  5h(6)  lang  A  =  ih  ( c »  cos  B, 

lh(6)  =  sh(a;langB  =  lh(c)cosA, 

cosA  =  ch(a)  sinB, 

cosB  =  ch(6)  sin  A. 

11.  Pour  faire  une  application  des  dernieres  formules,  je  me 
propose  de  calculer  les  elements  d'un  triangle  rectangle  donl  le 
sommet  A  {Jig-  2)  situ^  a  Torigine  des  coordonnees  est  donne  el 
la  L  du  cute  oppose  est  ^quivalente  a  Tangle  A.  J'entends  par 
celte  equivalence  que 

r^  do        .  /A       T.\ 

(  A  )  =    /     — '—  =  log  lang r-  -  )  =  ia). 
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En  posant  C  =  -•  On  a,  d'apres  les  formiiles  de  Farlicle  pr^c^- 

denty 

sin  A 

.    _.        cos  A 

SinB    =    -; r— , 

ch(A) 

^  tang  A 

Fig.  2. 


Ajoutons-y  les  expressions  bien  simples  pour  le  rayon  r  du  cer- 
cle  BC  el  pour  la  distance  p  du  centre  de  ce  cercle  k  I'origine. 
On  a 

—       /•    (rfs_  __       r^         rfO  _  I  .      r-f- tangA 

(«)-^J   i_pt-''J^    /?«cos«0  — I  ~  2^^r  — tangA' 

par  suite, 

tangA 


r  = 


th/'A) 


En  comparant  cette  formule  avec 

Sh(6)=  ; r-, 

^       tangA 
on  obtient 

et 

p  =  /r«-+-i  =  colh(6). 

12.  Quand  un  des  sommets  du  triangle  est  situ^  sur  la  circon- 
fercnce  du  cercle  fondamental,  il  est  evident  que  Tangle  corres- 
pondant  s'annule  et  que  les  L  des  cotds  adjacents  deviennent  in- 
fiois. 

Buii.  des  Sciences  mathe'm.,  a*  sdric,  t.  Will.  (F^vrier  1894.)  4 
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Pour  oblenir  directement  la  relation  qui  exisle  dans  ce  cas 
entre  les  trois  ^Mmenls  restanls,  nous  choisirons  d'abord  une  sub- 
stitution hjperbolique  convenable  permetlant  de  transporter  un 
des  sommets  B  {Jig-  3)  a  I'origine  des  coordonn^es,  ensuite  nous 


Fig.  3. 


transformerons  le  triangle  par  une  substitution  elliptiquc  telle- 
ment  choisie  que  le  c6te  qui  m^ne  de  I'origine  au  sommet  C,  si- 
tu^ sur  la  circonference  du  cercle  fondamental,  coincide  avec 
Taxe  r^el. 
Soient 

ABC  le  triangle  apr^s  ces  transformations; 

q  I'ordonn^e  du  centre  M  de  Tare  AC; 

MP  la  perpendiculaire  abaiss^e  de  M  sur  le  c6td  AB  dn  triangle. 

En  admettant  (\\\q  le  point   A  represente   la  quantite  imagi- 
naire  a,  la  formule  (12)  donne 

,  I  -+-  aao 

ch(c)  = ■  • 

I  —  aao 

Pour  obtenir  la  valeur  de  a  en  fonction  des  angles  A  et  B  nous 
n'aurons  qu'4  determiner  les  coordonn^es  du  point  A  ou  le  cerclti 

et  la  droite 

y  —  artangB  =  o 
se  rencontrent. 

En  remarquant  que 

q  cos  A  =  MP  =  (tangB  —  q)  cosB, 


MELANGES, 
on  obtient  ais^ment  pour  ces  coordonn^es 


d'ou 


et 


X  — 


y  = 


__  cosB[n- cos(A -h  B)] 
cos  A  4-  cosB 

sinB[n-  cos(A  -h  B)]  ^ 
cosA-hcosB         ' 


I -+- cos(A-+- B)       -o 


^y 


ch(c)  = 


cos  A  -+-  cosB 


I  H-  cos  A  cosB 
sin  A  sin  B 
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II  est  Evident  que  cetle  relation  se  d^dult  aussl  de  la  formule 

cosC  -h  cosA  cosB  =  sin  A  sinB  ch(c), 

analogue  k  I'^quation  (17),  en  supposanl  C  =  o. 

13.  Pour  oblenir  la  S  d'un  triangle,  je  suppose  le  sommet  C 
situ^  dans  Torigine  et  le  centre  du  c6t^  oppos^  AB  sur  Taxe  r^el. 
Le  triangle  est  ainsi  divis6  en  deux  parlies  ACD  et  BCD.  Consi- 
d^rons  d'abord  la  premiere  partie. 

Menons  d'un  point  arbitraire  E  {fig-  4)  ^^  Vdxc  AD  les  rayons 

Fig.  4. 


EC,  EM  et  la  tangente  ET  et  abaissons  du  centre  M  de  cet  arc 
la  perpendiculaire  MP  sur  CE.  En  posant  CE  =  p,  EM  =  r, 
CM  =  p,  LECD  =  CO,  LCET  =  w,  on  aura 


d'oii 


MP  =/>sina)  =  rcosw; 
/7C0SC0  d(i}  =  —  r  s'lnu  du. 
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Or,  en  introduisant  T^galil^  connue 

on  tire  du  triangle  ECM 

I  —  p*=  2pr  sinw, 

I  -+-  p>  =  2p/?  COSd). 

A  Taidc  de  ces  Equations,  on  obtient 

(i-f-p*)rfa>  =— (i  —  ^^)du 

—5- =  —  (dui-hau). 

1  —  p* 

On  a,  par  definition, 


ou 


C|  reprdsentant  Tangle  ACD;  par  consequent,  D|  ^tant  Tangle 
CDA  el  A  Tangle  CAD,  on  obtient 

S|=    /     (rfci>H-rftt);='IC  — D|  — Ci— A. 

De  mdme  la  S  de  la  seconde  partie  du  triangle  que  nous  repr^- 

sentons  par  S2  se  d^duit  des  angles  D2,  Cay  B  de  cette  partie, 

par  T^quation 

S,  =  ir  — Dj  — Cj  — B. 

En  ajoutant  les  dernieres  Equations  et  posant 

Ci  4-  d  =  C,        D,  H-  Dj  =  TT, 

on  trouve  pour  la  S  du  triangle  entier  ABC 

8  =  11  — A  — B  —  G    (»). 

14.  Proposons-nous  encore  de  determiner  la  L  d'un  arc  de 
cercle  perpendiculairc  a  la  fois  sur  deux  c6tds  d'un   triangle. 


(»)  PoiNCARE,  Acta  math. J  l.  I,  p.  aaS. 
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AdmetlODs  que  Ic  triangle  soil  silu^  comme  dans  l^/ig.  i  el  soil 
QR  un  arc  de  cercle  d^crit  de  I'origine  avec  un  rayon  arbitraire 

cq  =  p. 

La  L  de  Tare  QR  se  determine  par  I'^qualion 


En  posant 


on  a 

et 

par  suite, 


,  r  mod  dz 

dz  =  ipe^^  do} 
mod  dz  =  p  dbi, 

L=  -^£-    f    rfa)  =  sh(/>)G 


Comme  le  point  Q  est  arbitraire,  on  pourra  choisir  ce  point  de 
telle  sorte  que 

(/?)  =  log(i-h/2); 

on  obtient  alors 

L=G. 

Pour  obtenir  la  L  d'un  arc  a  la  fois  perpendiculaire  sur  deux 
c6t^s  d'un  triangle  qui  se  coupent  dans  un  point  de  la  circonf^- 
rence  du  cercle  fondamental,  nous  supposerons  ce  sommet  situ^ 
sur  I'axe  r^el. 

Soient  M  et  N  (Jig*  5)  les  centres  des  arcs  AC  et  BC,  r  et  r' 
leurs  rayons,  les  points  de  rencontre  A'  B'  de  ces  arcs  avec  la 
circonftrence  du  cercle  fondamental  repr^senteront  les  quantit6s 

imaginaires 

I  -4-  *>  1-4-  ir' 

:-      et      7->» 

I  —  ir  1  —  ir 

Si  maintenant,  dans  les  substitutions  paraboliques 

I      _      I  i 

t  —  I       z  —  1        ir' 

1  I  i 


t —  I        z  —  I        2r 


qui  transforment  respectivement  le  diam6tre  CC  en  CA'  et  CB', 
nous  attribuons  ^  3  la  valeur  OS  =  6,  il  est  dvident  que  les  va- 
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leurs  (le  t  dans  ces  deux  Equations  font  connaitre  les  quantit^s 
imaginaires  correspondanles  aux  poiDts  Q  el  R  qui  sont  situ^s 
sur  la  circonf^rence  qui  coupe  orthogonalement  les  arcs  GB'  et 
CA'  et  le  diam^tre  aux  points  S  et  C. 

Fig.  5. 


Par   consequent,   le   point  repr^senlant   la  valeur  de   t  dans 

r^quation 

I  I 

ou  t\  est  variable  avec  /,  parcourra  Fare  de  cercle  QR  quand  7{ 
vane  de  — ;  a  —  • 

Cela  pose,  on  oblient 

b-\-  iri(}  —  b) 

I  -+-  1 7) ( I  —  by 
\-b^ 


t  = 


rno(l*[i -h  IT,  (i  —  6)j' 


el 


mod  dt 


mod*  [  I  -h  t  T)  ( I  —  b)] 
La  L  cherchee  de  Tare  QR  se  presente  done  sous  la  forme 

J    \-th  1-+-^     Ji  \-^b\r        r'J 


ir* 
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ou,  en  introduisant  la  conslante  K  de  la  substitulion, 

t  —  1        z  —  I  z  —  I        1  \  r        r  J   ■ 

» 

qui  transforme  Pare  CB'  en  CA' 

i-b 


L  =  2tK 


i-hb 


15.  En  terminant,  je  remarquerai  encore  qu'il  y  a  une  seconde 
esp^ce  de  triangles  qu'on  pourrait  trailer  de  la  m^me  mani^re. 
Ce  sont  ceux  qui  sont  formds  par  des  arcs  de  cercle  qui  passent 
par  les  extremit^s  d'un  diam^tre  du  cercle  fondamental. 

Eq  posant  dans  ce  cas 

/•mod  dz 

A  =  2    / , 

drd(^ 


=  <//<T 


-f-r*) 


t\t 


et  en  appelant  deux  figures  congruentesquand  elles  sont  les  trans- 
form^es  Tune  de  I'autre  par  la  substitution 

on  verrait  que  deux  arcs  congruents  ont  m^me  A  et  deux  aires 
congruentes  meme  S.  Les  relations  entre  les  A  des  cotes  et  les 
angles  d'un  tel  triangle  sont  parfaitement  identiques  avec  les  re- 
lations qui  existent  entre  les  c6t^s  et  les  angles  d'un  triangle 
sph^rique,  tandis  que  la  S  d'un  tel  triangle  est  egal  k  Texc^s  de  la 
somme  des  angles  sur  tt. 

Tout  ccla  s'explique  ais^ment  parce  que  ces  triangles  sont  les 
projections  st^reographiques  des  triangles  sph^riques. 
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M.  L.  Kiepert  prend,  a  chaque  fois,  pour  rameliorer  et  le  com- 
pleter, tout  en  lui  laissant  son  caractere  :  I'^dition  actuelle  com- 
porte  environ  1 5o  pages  de  plus  que  la  precedente  :  Texposition  des 
principes  a  ele  remaniee  dans  le  sens  d'une  plus  grande  rigueur  et 
la  partie  g^ometrique  a  et^  renouvelde;  on  a  inlroduit,  en  outre, 
une  iheorie  ^l^mentaire  des  determinants. 


BONCOMPAGM  (B.).  —  Catalogo  dei  lavori  di  Enrico  Narducci.  In-4'*, 
11-18  p.  Roma,  tipografia  dello  Scienzc  matematiche  e  fisiche;  iSgS. 

Enrico  Narducci,  qui  vient  de  mourirle  1 1  avril  iSgS  aT^gede 
61  ans,  fut  de  son  vivant  le  biblioth^caire  ^rudit  et  distingu^  de 
la  Bibliotheque  Alexandrine  a  Rome.  Noslecteursn'ont  sans  doute 
pas  oubli^  les  articles  quMl  nousavait  donnes,  ceux  qu'il  a  publics 
en  si  grand  nombre  dans  le  BuUettino  dibibliografia  du  prince 
Boncompagni  et  dans  plusieurs  autres  recueils.  Nous  nous  em- 
pressons  de  nous  associer  a  I'hommage  que  le  •prince  Boncom- 
pagni veut  rendre  k  celui  qui  fut  son  devout  collaborateur  et  de 
signaler  la  publication  precedente,  dans  laquelle  on  trouvera,  a 
c6l^  du  catalogue  des  nonibreux  travaux  publics  par  Narducci,  une 
courle  notice  sur  sa  vie  et  sa  carri^re. 

(•)  Voir  Bulletin,  t.  XIII,  p.  \X. 


Hull,  de*  Sciences  niathem.,  2*  scric,  t.  XVIII.  (Mars  i8ij4.) 
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P.  TANNERY.  —  Rechbrches  sur  l'iiistoire  de  l'Astronomie  ancienne. 
I  vol.  in-8%  viii-370  p.  Paris,  Gaulhier-Villars  et  fils;  1893. 

C'esl  une  bonne  fortune  pour  lous  ceux  qu'inleresse  Thisloire 
des  Sciences  que  rapparition  d'un  Livre  de  M.  P.  Tannery,  d^abord 
parce  que  des  publications  sur  de  lellesmali^ressonl  rares,  ensuite 
etsurtout  a  cause  du  caractere  absolument  original  des  travaux  de 
ce  savant.  Son  Erudition  encyclop^dique,  qui  lui  permet  d'entas- 
ser  sur  un  point  de  recherche  tons  les  documents  capablesd'eclai- 
rer  la  question,  depuis  les  considerations  lirees  de  I'^tj-mologie 
d'un  terme  jusqu^aux  connaissances  scientiiiques  emprunt^es  4 
tons  les  domaines;  sa  hardiesse  dans  la  poursuite  de  conceptions 
nouvelles,  dans  le  remaniement  des  opinions  toules  faites;  son 
sens  philosophique  profond,  qui  le  porle  sans  cesse  a  clever  bien 
haut  la  pens^e  du  lecteur  :  tout  cela  fait  d'un  Livre  de  M.  Tan- 
nery quelque  chose  qui  ne  ressemble  a  rien  autre.  La  lecture  n'en 
est  pas  toujours  absolument  facile,  Tabondance  des  considerations 
de  toutes  sortes  a  parfois  pour  consequence  qu'il  faut  quelque  ef- 
fort pour  ne  pas  perdre  le  fil  des  idees;  mais  du  moins  quand  on 
a  su  gouter  le  charme  de  cette  lecture,  on  a  un  peu  la  sensation 
qu'on  a  puis^,  pour  I'histoire  de  la  Science,  aux  sources  les  plus 
cachees. 

Ces  reflexions  que  nous  suggerenl  aujourd'hui  les  Recherches 
sur  I'histoire  de  r Astronomie  ancienne  font  comprendre  aussi 
toute  la  difficulte  qu'il  y  aurait  a  donner  de  cet  Ouvrage  un  compte 
rendu  absolument  fid^e.  Nous  nous  contenterons  d'en  presenter 
un  resume  sommaire,  renvoyant  au  Livre  lui-m^me  tons  ceux  que 
ces  questions  int^ressent. 

La  science  du  Ciel  s'est  successivement  appel^e  chez  les  Hellenes 
Astronomie,  Astrologie,  puis  Ma  t  he  mat  iq  lie.  Soussa  premiere 
appellation,  elle  a  pour  but  primitif  (Chap.  I)  la  distribution  des 
constellations  (v£(JLa),  je  partage)  et  non  point,  comme  nous 
sommes  tentes  de  le  croire  aujourd'hui  par  suite  de  la  deviation 
du  sens  de  ce  terme,  la  recherche  des  lois  des  astres.  Les  premiers 
astronomes  grecs  ont  des  visees  purement  pratiques  :  ils  ne  se  pr6- 
occupenl,  en  examinant  les  constellations,  que  de  partager  la  nuit 
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en  hciires,  I'annee  en  saisons,  dc  predirele  Icmps,  de  regler  enfin 
Tannic  lunisolaire  Iraditionnclle. 

C'esl  a  parlir  de  TLcole  de  Cjzique,  fondcc  par  Eudoxe  de  Cnide 
(Chap.  II),  que  s'emploie  le  mot  nouveau  iVAstrologicj  el  que  la 
science  dii  Ciel  prend  un  caraclere  rationnel  (aovs;,  raison).  Elle 
devient  alors  une  application  des  Malliematiques.  Pour  cela  com- 
mencent  aapparaitre  les  poslulals  fondamentaiix  tir^s  de  Tobserva- 
tion  des  phenomenes  celestes,  hypotheses  cosmologiques  aussi 
simples  que  possible,  et  se  pr^senlant  comme  bases  dc  representa- 
lions  malliematiques,  deslinees  a  expliquer  les  principaux  pheno- 
menes. La  science  qui  se  forme  ne  va  guere  d'ailleurs  an  dela  de  ce 
que  nous  appelons  aujourd'hui  Cosmographie  e^l^menlalre,  pour 
celle  double  raison  que  la  Mathenialique  n'a  encore  aUeinl  qu'un 
developpemenl  Ires  limile,  el  surloul  que  Tobservalion  des  fails 
n'a  pas  encore  amasse  une  assez  riche  maliere.  Ce  n'esl  pas  que  les 
astronomes  de  celle  periode,  el  Eudoxe  en  tete,  n'aient  pas  cher- 
ch^  k  observer,  mais  c'etait  nioins  alors  pour  accroilre  la  lisle  des 
poslulals  que  pour  verifier  les  points  adniis.  Kn  dehors  du  gnomon 
et  du  poloSy  qui  remonlenl  siirement  a  rv4.v//*o/iom£>  primitive,  la 
dioptre  eiraracA/i^semblent  avoir  ^te  invent^es  on  tout  au  moins 
imporl^es  dans  celle  periode. 

La  iroisi^me  phase  que  distingue  M.  Tannerj^  (Chap.  Ill)  com- 
mence avec  r^cole  d'AJexandrie,  c'esl  celle  des  astronomes  math^- 
maliciens.  Hipparque  doit-il  apparaitre  parmi  eux  comme  ajant 
cre^  de  loules  pieces  Toeuvre  que  Plol^m^e  n'aura  plus  qu'a  perfec- 
lionner?  M.  Tannery  s'applique  a  rc^duire  le  role  de  ce  genie  a 
«  des  proportions  plus  humaines  ».  Deja,  a  propos  de  TArachne, 
destinee  a  devenir  I'Astrolabe,  par  la  decouverte  de  la  projection 
sl^reographique,  I'auteur  n'a  pas  hesit^  a  attribuer  Thonneur  de 
celle  decouverte  ^  Apollonius  de  Perga.  C'esl  a  lui  encore  qu'il  fail 
remonler  le  iheor^me  fondamental  pour  les  relations  entre  les  arcs 
d'une  figure  sph^rique  (iheoreme  des  transversales  sur  la  sphere), 
tandis  que,  d'aulre  part,  il  nous  convainc,  par  loules  sorles  derai- 
sons,  de  Texistence  de  tables  de  cordes  ant^rieures  a  Hipparque. 
L'invenlion  dela  Trigonometric  cessedtslorsd'apparaitre  comme 
Toeuvre  exclusive  de  FastronomedeNicee.  Conon  de  Samos  Tavait 
deja  devance  dans  rulilisalion  des  anciennes  eclipses;  Telude  des 
epicycles  el  excenlriques  scmblc  remonler  a  Apollonius,  et  enfin, 
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si  llipparque  a  iililise  line  sphere  arinillaire,  donl  rorganon  de  Pto- 
l<^inee  ofTrira  une  siniplincation,  nul  doiite  que  celte  sphere  ner^a- 
lis^l  elle-in^me,  non  pas  une  invention  loiite  neuve,  mais  un  per- 
f'ectionnement  d^appareils  dont  Tebauche  remontait  an  moins  a 
Archimede. 

Le  resle  du  Livre  est  consacre  a  une  analyse  minulieuse  et  m^- 
thodique  de  la  Syntaxe,  el  presenle  une  elude  critique  des  ein- 
prunls  fails  par  Plol^meea  ses  pr^curseurs,  el  des  rapprochements 
qu'on  peul  faire  en  parliculier  avec  les  auteurs  el^mentaires  tels 
que  Geininus,  (^l(^omede,  Theon  de  Snij^rne. 

Les  Chapilres  IV  el  V  conliennent  une  discussion  historique 
el  critique  des  cinq  premiers  postulals  astronomiques  ^nonc^s  par 
Plol^nn^e.  Lesposlulals  relalifs  a  la  sphc^ricit^  el  an  mouvementdii 
nionde,  a  sa  grandeur  infinie  pr^s  de  celle  de  la  Terre,  S  la  position 
de  celle-ci  au  cenlre,  el  a  son  imniobililcs  sont  soigneusementdis- 
lingu(^s,  pour  leur  nature  subjective,  du  postulat  de  la  sphericity 
de  la  Terre.  A  propos  decelui-ci,  M.  Tannery  discule  lesquelques 
approximations  tenldes  par  les  anciens  pour  la  mesure  de  la  cir- 
conf^rence  de  la  Terre,  insislant  principalemenl  sur  celle  d'fira- 
toslh^ne,  dont  I'exaclitude  depass*;  les  aulres  d'une  fagon  surpre- 
nanle.  Le  savant  cyr^neen  etait  d'ailleurs  arriv6  ^galement,  pour 
robliquTl^  de  P^cliptiquc,  a  une  mesure  que  ni  Hipparque  ni  Plo- 
l<5mee  ne  modifierent. 

I^e  (^liapilre  VI  traile  du  sixieme  postulat  ^nonce  dans  la  Syntaxe 
relalivenient  au  mouvement  general  des  plan^tes,  et  enfin,  apres 
quelques  d^veloppemenls  sur  Thistorique,  de  la  distinction  des  cinq 
zones  de  la  sphere  celeste,  sonl  bri^vemenl  resumes  au  Chapitre  VII 
la  fin  du  premier  Livre  el  le  onzieme  Livre  de  la  Syntaxe.  Ptol^- 
meey  expose  seulemenl  Tapplication  de  la  Trigonometric  a ux  pre- 
miers problemes  Iraites  dt^ja  a  leur  maniere  par  une  s^rie  d'auteurs 
allant  d'Kuclide  a  Hypsides,  application  evidemment  due  a  Hip- 
parque, declare  M.  Tannery. 

Les  Chapitres  suivanls  (VIII-XIII)  sonl  consacres  aux  theo- 
ries de  Ptolemee  relatives  au  Soleil  et  a  la  Luiie.  Plol6niee  se  pro- 
nonce  en  faveur  de  Tannee  tropique,  de  preference  a  Tannee  sidd- 
rale,  pour  la  verilable  annee  solaire  :  c'eiaii  di'ga  le  choix 
d'llipparque,  qui,  quoi  qu'en  disc  Plolemoe,  n'a  pas  rcellement 
mis  en  doule  la  lixilt*  de  la  dur^c  de  ranneelropiquc  (p.  i4--i5,\. 
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Les  observations  d'e(|uinoxes  et  de  solstices  donnees  par  Plolemec 
semblent  d'aillcurs  dirig^es  de  fagon  a  servir  de  verificulion  a  la 
tlur^e  de  Tannee  fix^e  par  Hipparque,  plutotquede  vouloir  lacor- 
riger,  de  sorte  qu'elles  n'ajoulent  pas  d'interdl  veritable  aux  ob- 
servations d'Hipparque.  Les  tables  dii  Soleil  de  la  S^ntaxe  sont  en 
somine  celles  d'HIpparque,  qui  depassent  deinesiiremenl  ce  que 
Ton  pent  conjeclurer  des  tables  anlerieures.  Quant  a  la  iheorie  de 
la  Lune,  si  Hipparque  a  eu  la  gloire  de  diviser  le  probltnie  des 
revolutions  lunaires,  et  de  donner  deux  periodes  pour  (^tablir 
i^accord  des  revolutions  sjnodiques  avee  la  revolution  d^anomalie, 
d^une  part,  et  celle  de  latitude,  d'autre  part,  s*il  a  atteint,  pour  ce 
probteme(parune investigation  dont  Ptolemee  ne  donuequ^une  idee 
imparfaite  et  que  M. Tannery  s'elForcede  reconstruire  ingenieuse- 
ineot),  des  resultalsque  Ptolemee n^a  pu  quemalencontreusenient 
raodifier,  il  est  probable  qu*il  n^a  eu  pour  les  tables  de  la  Lune 
qu'a  jsuivre  les  traces  d'Apollonius  de  Perga. 

Ptolemee  complete  les  tables  a  Taidc  de  sa  theorie  geometrique 
de  Pevection  :  Hipparque  avait  ebauche  un  mode  de  calcul  de 
cette  inegalite.  La  theorie  des  parallaxes  du  Soleil  et  de  la 
Lune,  sans  doute  ebauch^e  par  Apollonius,  avait  etc  cnntinuee 
par  Hipparque  :  les  modifications  de  Ptolemee  ne  realiseht  pas  le 
nioindre  progres.  U'une  fagon  generale  d'allleurs,  Ptolemee  ne 
semble  corriger  son  precurseur  que  pour  aggraver  les  imperfec- 
tions, la  plupart  du  temps  pressenties  par  Hipparque,  et  pour  com- 
pliquer  les  dillicultes  par  ses  nouvelles  combinaisons  geome- 
triques. 

Dans  les  regies  pour  la  prediction  des  eclipses,  il  semble  s'en 
etre  slrictement  tenu  a  celles  donnees  par  Hip|)arque.  Hemarquons 
^  ce  propos  Popinion  de  M.  Tannery,  ibndee  sur  un  texte  ,de 
Pline,  que  Pastronome  de  Nic^e  aurait  eu  deja  connaissance  des 
eflels  de  la  refraction  atmospherique. 

L'ceuvre  propre  de  Ptolemee,  d'apr^s  son  temoignage,  serai t  sa 
ibeorie  des  plan^tes  (Chap.  XIV).  La  combinaison  de  IVpicycle 
sur  deferent  excentrique,  avec  introduction  de  Yequant,  et  le  re- 
noocementau  principe  du  mouvement  circulaire  uniforme(ce  qui 
rcslc  uoiforme  etant  le  mouvement  angulaire  dontle  centre  est  re- 
quant)  semblent  d  Ptolemee  resoudre,  a  propos  des  pianotes,  le 
probiemedevaol lequel  avait  recuie  Hipparque.  M. Tauncry  nousfait 
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senlir  touted  le>  rai-^onfqui  auraientduconJoire.Donpas  al'hvpo- 
the>e  heiiocentrique  <  la  conception  JWri^tarque  de  Samos  etait 
Tenue  In^p  tot  pour  r«^soudre  toutes  les  difficolles^y  mais  a  on  svs- 
teme  mixte  analogue  a  celui  de  Tvcho  Brabe.  L'ebanche  d^an  pareil 
s^st^me  fut  certainement  tenlee.  Hipparque  ne  la  jngea  pas  soffi- 
sanle ;  Ploiem«5e  v  sub>titua  malheureusement  ses  hTpotheses  cooh 
pliquees. 

Enfin  le  Chapiire  X\  epui>e  letude  critique  de  la  STntaxe  a  pro- 
pos  de  la  precession  des  equinoxes,  doni  la  determination  nVst 
|>as  idenliquement  la  meme  pour  Plolemee  et  pour  Hipparque,  el 
du  catalogue  des  fixes. 

Quelques  appendices  lerminenirOuvragedeM.Tannenr: I.  Tra- 
duction de  la  Didascaiie  de  Leptine.  — II.  Vie  d^Eudoxe  d*apr^s 
Diogene  Laerce,  observations  sur  la  vie  d'Eudoxe.  —  III-  Sor  la  Tri- 
gononietrie  des  Anciens.  —  IV.  Sur  la  grandeanneedeJosepbe.  — 
\  .  Sur  les  opinions  conjecturales  des  Anciens  concemant  les  dis- 
tances des  planeles  a  la  Terre.  —  VI.  Traduction  d*un  Chapiire 
de  Nasir  Eddin  Attusi.  par  M.  Carra  de  Vaux  :  ce  sont  autant  de 
documents  inappreciables  pour  TDistoire  de  la  Science. 

Enlin,  ce  que  nous  n*a%'ons  pas  dit  dans  ce  court  resume,  c^est 
le  nombre  incalculable  dede\eloppements  semes  incidemment  sur 
des  points  techniques,  pour  lesquels  ce  sont  desormais  des  sources 
de  premier  ordre  :  ainsi  sur  I'organon  de  Ptolemee  (Chap.  Ill); 
sur  ia  valeurdes  stades  cliez  les  Anciens  f  \  >:  sur  les  dates  dePto- 
lemee  (  \  III  >,  etc. 

L'inipression  que  laisse  la  lecture  de  ce  Livresi  altachant^c^est 
bien  d'dbord.  conime  le  dit  M.  Tannerv  dans  sa  preface,  que  les 
progres  realistfs  par  Ptolemee  apres  Hipparque  n'ont  qu^une  im- 
portance \  raiment  secondaire.  Quant  a  Hippan]ue  lui-memc,  nous 
n*avons  pas  de  peine  a  suivre  M.  Tannerv  dans  ses  efforts  pour  re- 
tablir  entre  lui  et  ses  precurseurs  une  continuite  historique  donl 
nous  sentons  instinctivement  le  besoin.  Mais  il  est  un  point  peut- 
etre  oii  il  semble  que  Tauleur  aille  un  pen  loin.  Non  seulement  il 
%eut  faire  parlager  aux  illuslres  predecesseurs  dllipparque,  Ar- 
chimede,  Apollonius  de  Pei^a  surtout,  la  gloire  des  decouvertes 
raathemaliques  utilisees  par  le  grand  astronome,  ce  qui  est  assez 
naturel,  mais  encore  il  declare  quHipparque  eut  ete  incapable  de 
faire  €pu^re  de  vrai  g**omelre,  el  rargnmenl  le  plus  important  a  eel 
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egard  aux  yeux  de  M.  Tannery  est  le  t^moignagesuivant  deTheon 
de  Smjrne  :  «  Hipparque,  dit  en  siibslance  celui-ci,  a  signE^l^ 
comme  digne  de  Pattention  des  math^maticiens  rexplicalion  pos- 
sible de  la  marche  du  Soleil  k  Taide  de  deux  hypotheses  diffe- 
rentes  (epicycles  concentrique  et  excentrique).  Adraste,  ajoule- 
t-il,  a  montr^  la  raison  g^ometrique  de  ce  fait.  »  M.  Tannery  ne 
doute  pas  qu'Hipparqiie  eAt  pu  re^soiidrele  probleme;  maisilvoit 
une  preuve  de  son  insuffisance  math^matique  dans  le  pen  d'intd- 
T&l  que  semble  avoir  pr^sent^  pour  lui-m^me  la  recherche  de  cette 
explication,  Mais  est-il  bien  siir  qu*Hipparque  se  soit  abstenu  de 
cette  recherche?  Le  passage  de  Th^on  ne  pourrait-il  pas  prouver 
seulement  qu'il  ne  I'a  pas  donn^e,  qu'il  n'a  pas  juge  utile  d'y  in- 
sister,  s'en  remettant  k  tons  ceux  qu'int(!*ressent  les  exercices  de 
G^om^trie  pure  du  soin  de  la  trouver  ais^ment?  Hipparque  est 
d'ailleurs  avant  tout  un  astronome,  cela  est  Evident.  La  raison  g^o- 
m^trique  dont  il  recommande  la  recherche  aux  geometres  ne  pou- 
vait  avoir  pour  lui  qu'un  inter^t  fort  restreint  et  il  pourrait  a  la  ri- 
gueur  ne  pas  s'en  ^tre  souci6  outre  mesure  sans  encourir  le  reproche 
d'insuffisance  math^matique.  Nous  nous  permetlons  de  soumettre 
ces  reflexions  a  M.  Tannery;  elles  ne  diminuent  en  rien  d'ailleurs, 
est-il  besoin  de  le  dire,  ni  le  m^rite  du  Livre  ni  notre  proprc  ad- 
miration. 


MtLANGES. 
UN  THfiORtME  DES  £LfiMENTS  DTUCLIDE,  EXPRIIl£  EN  FORME 

tr£s  g£n£rale; 

Par    E.    FEDOROFF, 
Ing^nieur  des  Mines  ^  Saint-Pdlersbourg. 

Dans  le  Livre  X  des  J^lements  d'Euclide  nous  trouvons,  en 
outre,  le  theor^me  suivant  : 

Dans  un  mime  cercle  sont  inscrites  la  face  triangiilaire 
d*icosaedre  et  la  face  pentagonale  de  dodecaedre,  tous  deux 
corps  inscrils  dans  une  meme  sphere. 
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Et  comme  nous  avons  la  m^me  chose  pour  loutes  les  aulres 
faces  et  sominets,  le  th^or^me  est  prouv^. 

Dans  une  lettre,  dont  rillustre  g^omelre  M.  Darboux  avait 
honor^  Tauteur,  il  se  trouve  une  autre  demonstration,  tres 
simple  et  elegante,  du  memo  iheoreme  (*). 

Ce  th^or^me  nous  donne  une  nouvelle  notion  d'une  grande 
importance,  la  notion  des  poly^dres  mesospherirjues,  c'est-a-dire 
des  poly^dres  qu'on  peut  circonscrire  a  une  sphere  et  inscrire 
dans  une  autre  concentrique. 

Pour  se  rendre  compte  de  I'importance  de  cette  nouvelle  defi- 
nition, il  suffit  de  definir  par  analogic  les  polygones  mesosphe- 
riques  comme  tels,  qui  peuvent  ^tre  circonscrits  a  uu  cercle  et 
inscrits  dans  un  autre  cercle  concentrique.  En  se  servant  de  cette 
d^finilion,  il  est  facile  de  prouver  que  les  polygones  mesosphe- 
riques  son  I  les  poljgones  reguliers  de  premier  ordre  ou  d'ordrcs 
superieurs. 

Ainsi  la  notion  des  poly^dres  mesospheriques  est  analogue  a  la 
notion  des  polygones  reguliers  sur  le  plan. 

I^e  th^oreme  que  nous  venons  de  prouver  peut  etre  formule 
aussi  bien  de  la  maniere  suivante  : 

Etant  donne  unpolyddre  mesospherique  inscrit  et  circonscril 
a  deux  spheres  concentriques,  il  existe  un  autre  poly cd re 
mesospherique  polaire,  egalenient  inscrit  et  circonscrit  a  ces 
menxes  spheres, 

Ce  th^or^me  a  de  nombreuses  applications,  mais  nous  nous 
bornerons  a  present  avec  les  exemples  les  plus  imporlants. 

1.  Tous  les  poljedres  reguliers  ordinaires,  qui  s'arrangent  par 
paires  suivantes.  (Cette  application  etait  deja  faite  dans  le  Traits 
de  MM.  Rouche  et  de  Comberousse.) 

a,  Les  deux  tetraedres  (inscrit  et  circonscrit)  polaires. 

6.   Le  cube  et  Toctaedre. 

c.  Le  dod^ca^dre  el  l'icosa6dre. 


( ' )  Lc  voili  :  Soil  en  effet  P  un  polyedre  inscrit  a  une  sphere  s  et  circonscrit 
a  une  sphere  concentrique  *,.  //  existe  une  sphere  s'  par  rapport  d  iaquelie  s 
et  5,  sont  polaires  re'ciproques.  Par  consequent  le  polyedre  P'  polaire  re'ciproqne 
de  P  par  rapport  a  s'  sera  encore  inscrit  a  s  et  circonscrit  a  *,. 
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2.  Tousles  polyedres  reguliers  de  I'ordrc  supcrieur(les  solides 
de  Poinsot)  (arranges  aussi  par  paires)  : 

a.  Les  deux  oclaedres  de  deuxieme  ordre  (inscrit  el  circonscril). 

b.  Les  deux  dodeca^dres  de  troisieme  ordre  polaires  (du  pre- 
mier etdu  second  genre). 

c.  Le  dod^ca^dre  et  I'icosaMre  de  sepliemc  ordre. 

3.  Un  poljedre  k  quatre  faces  (trianguiaires)  se  nomme 
spheno'Cde.  Celui  dont  toutes  les  qualre  faces  sont  ^gales  s'appeile 
UD  sphenoedre.  11  est  facile  de  prouver  que  tous  les  sphdno^dres 
sonl  les  polyedres  m^sospheriqiies.  11  en  exisle  un  nombre  infini 
du  second  ordre,  car  n'importe  quel  triangle  pent  servir  de  face  a 
un  pareil  polyedre  (et  tous  les  polj^dres  semblables  font  un  indi- 
vidu  independant  an  point  de  vue  de  la  th^orie  des  figures).  Lc 
t^lra^dre  (rdgulier)  ne  presente  qu'un  cas  tres  particulier  de  ces 
figures. 

4.  Parmi  toutes  les  series  des  isoedres  tj'piques  trigonaux,  de 
m^me  que  tous  les  isogones  sous-typiques  trigonoedriques,  il 
existe  un  meinbre  mdsosph^rique  (*). 

Pour  le  ddmontrer,  il  suffit  de  joindre  le  centre  de  la  sphere 
inscrite  avec  les  sommets  de  Tisoedre  tjpique  donn^.  Le  nouveau 
polyedre,  dont  les  sommets  sont  les  points  d'intersection  de  ces 
droites  avec  la  sphere,  sera  aussi  un  iso^drc  typique,  parce  que 
les  pyramides,  ajant  pour  bases  ses  faces  trianguiaires  et  leurs 
sommets  au  centre  de  la  sphere,  sont  toutes  ^gales  ou  syni^triques 
et  leurs  hauteurs,  qui  ne  sont  que  les  rayons  de  la  sphere  inscrite, 
sont  aussi  ^gales. 

Tous  les  exemples  donnes  ne  sont  que  des  cas  particuliers 
d'application  du  theoreme  prouv^.  Au  point  ou  se  trouve  actuelle- 
inenl  la  theorie  des  figures  il  n'cst  pas  encore  possible  ded^duire 
lous  les  poly^dres  m^sospheriques.  U  n'est  pas  difficile  cependant 
de  deduire  tous  les  isogones  et  isoedres  niesospheriques^  mais 


(')  L'isoedre  trigonal  est  un  polyedre  avec  les  faces  Iriangulaircs  egales  ou 
syin^triques;  I'isogone  trigonoedrique  est  un  polyedre  avec  les  Irigonocdres 
(angles  triedres)  cgaux  ou  symelriqucs. 
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nous  devons  nous  arr<iter  k  ce  point- la,  parcc  que  pour  cellc  de- 
duction il  est  necessaire  de  faire  usage  de  details  de  la  iheorie 
de  la  sj^m^trie,  qu'on  ne  trouve  actuellement  qu'en  Ouvrages 
publics  en  russe. 


DEMONSTRATION  DE  L'EXISTENGE  DE  RAGINES  PRIMITIVES 

MODULE  PREMIER  IMPAIR; 

Par  M.  JosKPii  PEPiOTT. 
Soil/>  un  nombre  premier  impair;  po.sons,  pour  abre^er, 

5|  =       I      -H      2      -H      3       H-... -{-(/?  —  I), 

5,=      |«     -H      '2*     -h      3*     -+-...-I-  (/)  —  I)*, 


Je  dis  que  loute  expression  telle  que  a>  est  nocessairemcnl  con- 
grue  a  zero  ou  a  /?  —  i  (mod/?).  En  elFel,  si  dans 

on  remplace  les  nombres 

par  les  nombres 

A,  'ikj  3ky  . . .,  h(p  —  i), 

la  fonction  s/^  se  trouvera   mullipliee  par  /i^,    mais   n<*  cliangera 
guere  de  valeur  (mod/?),  car  la  suite 

A,  2 A,  3/r,   ...,  h(p  —  i), 
reproduit  (mod/?)  la  suile 

sauf  Tordre.  On  a  done 

5A=-  hf^Sk         (mod/?), 

pour  loule  valeur  de  li  prise  dans  la  suile 

I,   ^  3.  ....  /?  — I. 
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Cela  exi«je  qu'on  ail  soil 

«x«o         (nio.l/>), 
soil  • 

/i*=  I  (mod/?), 

pour  toiile  valeur  dv  h  prise  dans  la  siiile 

cc  c]iii  clonne 

Sf.~p  —  i         (mod/?). 

Je  (lis  (le  plus  <|iie  si,  coiiime  nons  le  siipposons,  A'  <C p  —  i>  la 

iA^p  —  i        (mod/>) 


congruence 


ne  peul  avoir  lieu.  En  elFel,  soil  I  la  plus  pelile  valeur  de  k  lelle 

(|IIC 

Si^p  —  1         (mod/?) 
el,  par  suile, 

A'  ^  1         (mod/?), 

pour  loule  valeur  de  h  prise  dans  la  suile 

la         JS,         <3>  •••        ff     ^"~"     I    , 

on  aura 

i-H     9     -h     J    -+-...-+-(/?  —  i)       =o  (mod/?), 

i*-»-    2*    -+-    3*    -4-...-h(/?  —  I)*     =o  (mod/?), 


!'->-+-  2'-»-l-3'-»-h. .  .4- (/?  —  !)'-*  so  (mod/?), 

I'-H    2'    -+-    3'   -H. .  .-H  (/?  — i)'      =s/?— I         (mod/?). 

Done,  en  faisanl  la  somme  colonne  par  colonne 

t  =/?  —  I         (mod/?) 

puiscpie  louies  les  colonnes  a  gauche,  sauf  la  premiere,  donnent 
pour  resullal  une  expression  telle  que 


ou  I  <C  A  <Zp  el,  par  suile, 

/i(/i'— I) 


h  —  \ 


:i=  o         (mod/?). 
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Comme  la  congruence  a  laqucUc  on  est  arrived 

t^p-^i        (modp) 

ne  peul  avoir  lieu  pour 

o<  /  <p  —  I, 
la  supposition 

St  ^p  —  I        (mod/)) 
est  absurde. 

Soit  m  le  plus  petit  commun  multiple  des  e^xposants  auxquels 

appartiennent  les  nomhres 

I  J       2,       J,       m    .    ,  y     P    —    I  J 

on  aura  evidemment 

Sfn=p—i        (mod/?), 
et,  par  suite, 

m  "^  p  —  2. 

D'autre  part,  soit  A  un  nombre  appartenant  a  rex])osant  m^  la 

suite 

A,  A2,  ...,  A"» 

n'aura  que  des  termes  premiers  k  p  el  incongrus  entre  eux  el, 

par  consequent, 

m^p  —  I , 

puisqu'il  n'y  a  en  tout  que  p  —  i   restes 

ly    2,    o,    •••)   p        I > 

a  un  desquels  tout  nombre  premier  a  p  doit  6tre  congru  (mody?). 

II  s^ensuit  que 

m  =  p  —  I , 

et  que,  par  consequent,  A  est  une  racine  primitive. 


EXTRAIT  DUNE  LETTRE  DE  M.  GESARO; 

En  relisant  mon  dernier  article  du  Bulletin  (iSgS,  p.  32 1),  je 
m'apergois  que  la  demonstration  ct  I'enonce  m^me  de  mon  Theo- 
reme  peuvent  donncr  lieu  a  des  objections.  II  aurait  fallu  dire, 
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avanl  tout,  que  les  fonctions 


doivenl  ^tre  snppos^es  telles,  qu'en  y  faisant  croitre  x  h  IMnfin!, 
apres  avoir  fixd  arhitraireinenl  ^,  elles  restent  finies.  C'esl  ce  qui 
arrive  toujours  dans  les  cas  particuliers  que  j'ai  consid^rds.  II 
faut  remarquer,  ensuite,  que  la  rdg/e  de  V Hospital  9.  ^l^  appli- 
qu^e  par  rapport  a  la  variable  t,  Aussi,  pour  bien  comprendre 
certaiu  passage,  il  est  utile  d'imaginer  que,  pour  toute  valeur 
finie  de  /,  les  fonctions  f  (^,  0  ^^  ^(^>  ^)  Icndent  vers  des  limites 
(inies  0|  (/)  et  ^<  (0  lorsque  x  croit  ind^liuiment.  Sous  les  condi- 
tions ^nonc^es  precedemment,  les  integrates 


ont  un  sens,  pour  toute  valeur  finie  de  ty  mais  elles  croissent  a 
rinfini  avec  t.  On  a  done 

/     if^{t)dt 
Jo 

f^(x,t)dt 

lim  Urn  — ; =  Iim  lim  \^ -y 

dt 


c'est-a-dire 


f  'K^,  0 


Oil,  endn,  en  ^changeant,  entre  eux,  dans  les  deux  menlbres,  les 
deux  passages  a  la  limile, 

f    o{x,  t)dt 

lim  — r:= =  lim    lim  4-? :• 


x  =  00 


dt 


a=«/=«<K^,   t) 


Mais,  comrae  je  Pai  dit  dans  mon  Article,  ce  n'est  pas  la  une 
demonstration,  D'aillcurs  une  demonstration  rigoureuse  d'un 
th^or^me  plus  g^n^ral  va  parailre  dans  Afathesis. 
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Errata  a  l'auticle  Theoreme  d* Analyse,  par  M.  E.  Cksaro. 

Ligne  8,  npres  avec  x^  lisez  :  Supposons  aussi   qu*il  n'en  soil  pas  de 
meme  des  inlegralcs 


a  ^a 


f     cp(.T,    ()dt,  f     'i>(T,    ()c/t, 

Jo  *  0 

lorsquc  a  est  fini. 

Ligne  9,  au  ilea  de  aussi,  llsez  encore. 


BULLETIN   BIBLlOr.UAPHIQUE. 


TissERAND  (F.).  —  Traits  de  MScaniqiie  celeste,  t.  Ill  :  Expose  de 
I* ensemble  des  theories  relatives  au  mouvement  de  la  Lune.  In-4", 
ix-4'27  p.  I'aris,  Gauthier-Villars  el  fils,  ^2  fr. 

PiNKERTON  (R.-H.)'  —  Hydrostatics  and  Pneumatics  :  the  Mechanics 
0/  Fluids,  In-8°,  34©  p.  London,  Blackie.  4  sh.  6  d. 

Ball  (Sir  R.-S.).  —  The  Story  of  the  Sun,  In-8**,  382  p.  avec  1 1  planches 
et  nombrcuses  figures.  Londres,  Cassell.  21  sli. 

Cantor  (M.). —  Vorlesungen  iiber  Geschichte  der  Mathematik,  1  Bd. 
Von  den  allesten  Zeilen  bis  zum  J.  1200  n.  Ghr.  2"  edition.  Or.  in-8", 
vii-883  avec  1 14  fig*  et  1  planche  lithographique.  Leipzig,  Teubner.  22  m. 

DiRicHLET  (P.-G.-L.).  —  Vorlesunf;en  iiber  Zahlentheorie,  Herausgeg. 
u.  mil  Zusatzen  versehen  von  R.  Dedckind.  4"  edition,  gr.  in-S**,  xvii- 
G57  p.,  Brunswick,  Vieweg  el  Sohn.  14  ni. 

DuREGE  (II.).  —  Elemente  der  Theorie  der  Funktion  eneiner  Com- 
plexen  veranderlichen  Grosse.  Mit  besond.  Berucksichtgg.  der  Sch5p- 
fungen  Riemann's  bearb.  4'  edition,  gr.  in-S",  \-3oo  p.  Leipzig,  Teubner. 
G  m.  80  pf. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  69 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

Paul  APPELL,  Membre  de  I'lnstilul,  Professeur  k  la  Faculty  des  Sciences.  — 
Traite  de  Mecanique  rationnelle.  Tome  premier  :  StatiquCj  Dynamique 
du  point,  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils,  1893. 

m 

1.  La  reduction  de  la  Mdcanique  a  un  petit  nombre  de  prin- 
cipes  a  ct^,  comme  on  salt,  roeuvre  de  Galilee,  d'Huygens  et 
surtout  de  Newton  qui,  dans  sa  Philosophie  naturelle,  formula 
explicitement  pour  la  premiere  fois  les  trois  principes  fonda- 
mentaux  de  I'inertie,  des  mouvements  relalifs  el  dc  Paction  ct 
reaction.  Ces  trois  principes  sufflsent  a  Tedification  de  la  Meca- 
nique ;  I'idee  de  force  y  nait  de  celle  de  mouvement,  la  compo- 
sition des  forces  s'y  ramene  a  la  composition  des  vitesses.  Tel 
n'est  pas  cependant  le  point  de  vue  ou  se  sont  places  la  plupart 
des  maitres  qui  ont  enseigne  ou  ^cril  des  Trait^s  sur  la  M^canique. 
La  Statique  est  ordinairement  presentee  comme  independante,  et 
si  la  force  est,  au  ddbut,  d^finie  comme  une  cause  de  mouvement, 
on  renonce  au  b^n^fice  de  cette  definition  precise  pour  lui  sub- 
stituer  une  sorte  de  notion  premiere,  qui  parait  tir^e  de  la  con- 
science que  nous  pouvons  avoir  de  notre  propre  eflbrt  musculaire. 
Cette  maniere  est  ^videmment  oppos^e  au  but  poursuivi  par  Ga- 
lilee, Huygens  el  Newton. 

L'opinion  de  Lagrange  a  eel  t^gard  serail  curieuse  a  noter; 
malheureuseraenl,  si  I'on  se  reporte  a  la  Mecanique  analytique, 
la  consultation,  naturellement  tres  instructive,  ne  laisse  pas  ce- 
pendant que  d'etre  singuli^rement  contradictoire. 

D^s  les  premieres  lignes  de  son  grand  Trait^,  Lagrange  dit  fort 
bien  que  (* )  :  C^  est  par  la  quantiU  de  mouvement  imprime  que 
la  force  doit  s'estimer;  plus  loin,  parlant  de  la  composition  des 
forces  concourantes,  il  nous  dit  (*) :  7/  faut  bien  avouer  qu^en 
siparant  le  principe  de  la  composition  des  forces  de  celui  de 
la  composition  des  mouvements  on  lui  fait  perdre  ses  prin- 


( ■)  Mecanique  analytique,  t.  XI  des  OEuvres  completes,  p.  i. 
(■)  ibid.yp.  19. 

Bail,  des  Sciences  mathem.,  2*  sdric,  l.  XVIII.  (Avril  1894.) 
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cipaux  avantagesy  r^vidence  et  la  simplicity.  Mais,  quelques 
pages  auparavant,  apr^s  avoir  rapport^  du  principe  du  levier 
les  d^monslralions  puremcnt  staliques  d'ArchimMe,  de  Stevin, 
d'Huygens  et  indiqu^  quelques  perfectionnements  k  apporter 
dans  ces  demonstrations,  Lagrange  ^crivait,  en  comparant  le  prin- 
cipe du  levier  a  celui  de  la  composition  des  forces  concou- 
rantes(*)  :  On  ne  peut  cependant  semp&cher  de  reconnattre 
que  le  principe  du  levier  a  seul  Vavantage  d^ilre  fondi  sur 
la  nature  de  V equilibre  consider^  en  lui-mime  et  comme 
un  etat  independant  du  niouvement ;  d^ailleurs  il  y  a  une 
difference  essentielle  dans  la  mani^re  d^estimer  les  puissances 
qui  se  font  equilibre  dans  ces  deux  principes;  de  sorte  que 
si  lion  n^eiait parvenu  a  les  Her  par  les  risultats,  on  aurait 
pu  douter  avec  raison  s'il  etait  per  mis  de  substituer  au  prin- 
cipe du  levier  celui  qui  rcsulte  de  la  consideration  etrangire 
des  mouvements  composes. 

En  rapprochant  ces  divers  passages,  nous  voyons  que  Lagrange 
n'a  pas  pris  parti  dans  la  reduction  syst^matique  de  la  notion  de 
force  k  cclle  de  mouvement. 

II  Taccepte  pour  la  composition  des  forces  concourantes,  et 
I'^carte  a  I'occasion  du  levier.  II  ne  faut  point  s'en  ^tonner  :  dans 
sonTraitd  renovateur,  Lagrange  a  eu  en  but  une  unit6  d'une  autre 
sorte,  d'ordre  moins  sp6culatif,  d'ordrc  pratique,  une  unite  de 
methode  qui  lui  permct,  suivant  sa  propre  expression  :  de  ri- 
duire  la  theorie  de  cette  science  et  Vart  de  resoudre  les  pro- 
blemes  qui  s^y  rapportent  a  des  for  mules  generales  dont  le 
simple  developpement  donne  toutes  les  Equations  necessaires 
pour  la  solution  de  chaque  probleme  (^). 

L'unite  des  principes  philosophiques  qui  servent  de  raison  a  la 
M^canique  parait  lui  importer  moins.  Et  cependant  peut-on  dire 
que  la  question  n'ait  pas  existe  pour  Lagrange,  quand  on  lit  la 
fin  de  Tavant-dernier  passage  que  j'ai  cit6;  quand  on  le  voit 
mettre  le  doigt  sur  le  plus  grave  inconvenient  qui  rdsulte  de  ce 
que  j'appelle  I'independance  de  la  Statique,  a  savoir,  cette 
duality  de  la  notion  dc  force  en  Mecanique,  notion  qui  n'est  plus 


(*)  Mecanique  a naly fig uCf  p.  17. 

(")  Avertissement  dc  la  Mecanique  analytiquc. 
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la  inline  en  Djnamique  et  en  Statique,  lorsque  l^on  veut  faire  de 
celle-ci  une  science  ind^pendanle. 

A  c6t6  de  cet  inconvenient  d'ordre  lout  philosophique  en  sur- 
gissent  d'autres  secondaires.  C'est  ainsi,  comme  le  fait  observer 
Lagrange,  que  la  regie  du  parall^logramme  des  forces  dcvicnt 
d^une  demonstration  difficile  en  dehors  de  la  consideration  du 
mouvement.  Depuis  le  premier  essai  de  demonstration  puremcnt 
statique  par  Bernoulli,  de  nombreuses  demonstrations,  congues 
dans  le  m^me  sens,  ont  ete  produites;  cclle  de  Poisson  est  une 
des  plus  ceiebres.  Dans  une  Note  placee  a  la  fin  de  la  Mecanique 
de  Despeyrous,  M.  G.  Darboux  a  analyse  les  difficuUes  inherentes 
k  ces  demonstrations  etenumere  lespostulata  mecaniques  qu^elles 
exigent.  La  question  se  pose  alors  de  savoir  s'il  vaut  mieux  ad- 
mettre  ces  postulata  au  litre  de  principes  speciaux  a  la  Statique, 
ou  bien  les  deduire,  ainsi  qu'on  le  peul,  des  trois  principes  fonda- 
mentaux  de  Newton.  II  n'y  a  pas  d^nconvenient,  a  noire  avis,  a 
admettre  les  postulata  dans  renscignement  eiemcntaire  pour 
arrivera  la  Statique  independante,  telle  que  Poinsot  Ta  fixee  dans 
son  livre  immorlel;  la  Statique  ainsi  construite  devient  une  sorle 
de  prolongementdela  Geometric  d'Euclideet,  jointe  aux  notions 
de  Cinematique  recemment  introduites  dans  le  programme  des 
Jycees,  conslitue  un  beau  complement  de  renseignement  geome- 
trique.  Mais  il  en  va  tout  autrement  dans  un  grand  Traite  qui  a 
en  vue  I'enseignement  de  la  Mecanique.  La  les  choses  doivent 
^tre  presentees  sous  leur  vrai  jour,  avec  le  caractere  philoso- 
phique que  permet  de  leur  attribuer  Tesprit  de  critique  qui 
semble  etre  Tesprit  de  noire  epoque. 

2.  A  c6te  de  cette  question  des  principes  et  de  la  definition  de 
la  force  se  place  une  question  non  moins  grave,  une  question  de 
methode. 

Certains,  desireux  de  cette  unite  creee  par  Lagrange,  la  poussant 
4  I'exc^s,  n'acceptent  rienquede  TAnalyse;  d'aulres,  aucontraire, 
plus  soucieux  des  fails  que  des  formules,  qui  n'en  sont  que  le 
reflet,  pensent  que  chaque  problemedoit  eireetudie  enlui-meme, 
avec  toutes  les  ressources  qu^oifrent  les  conditions  particulieres 
dans  lesquelles  il  se  trouve  pose;  a  ceux-ci,  Poinsot  pent  servir 
de  modeic.  Mais,  si  I'exageralion  des  analysles  purs  les  porle  a  se 
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complaire  dans  les  formules,  au  detriment  des  fails  eux-m^mes, 
d^un  autre  col^,  Tabandon  des  melhodes  generates  a  le  grave  incoD- 
venient  de  faire  de  la  Mecanique  un  ensemble  de  probl^mes  sans 
liens  logiques  en  Ire  eux,  a  lui  faire  perdre,  en  un  mot,  Funit^  de 
m^thode  qui  est  le  propre  de  toute  science. 

Du  resle,  c'est  bien  a  tort  que  Ton  ne  veut  voir  parfois  dans 
Tceuvre  de  Lagrange  qu'une  grande  m<^thode  anahtique.  Le  prin- 
cipe  des  vitesses  virtuelles  n'aboutit  pas  forc^ment  a  de  grandes 
formules ;  dans  bien  des  cas  il  conduit  a  une  solution  directe,  d^ou 
les  faits  jaillissent  pleins  de  clart^. 

La  m^thode  analvtique  a  son  champ  d*applications  propre; 
ailleurs  d'aulres  proc<^d^s  doivent  lui  ^tre  preferes. 

C'est  dans  cet  esprit  qu'a  ete  ecrit  le  Traile  de  Poisson,  le  plus 
celebre,  sinon  le  premier,  qui  ait  ^te  compose  dans  ce  genre. 
Depuis  cet  excellent  Ouvrage,  un  peu  vieilli,  mais  oil  le  sens  phy- 
sique de  la  Mecanique  etait  bien  affirme,  Tenseignement  frangais 
de  la  Mecanique  a  ^labore  un  progres  incessant,  soit  par  les  nom- 
breux  traites  qui  onl  el^  publics,  soit  par  les  cours  de  nos  Facult^s, 
avec  des  maitres  comme  Despejrous,  Darboux,  Tannery,  Tisse- 
rand,  Appell.  De  fortes  traditions  se  sont  etablies,  cerlaines 
theories  se  sont  developpees;  il  appartenait  a  M.  Appell  de  donner 
au  public  malhenialicien  une  complete  et  en  meme  lemps  Ir^sper- 
sonnelle  svnlhcse  des  resultals  de  lous  ces  efforts. 

3.  Depuis  le  commencement  de  ce  siecle  le  fonds  de  la  Meca- 
nique s'est  accru  d'un  grand  nombre  de  faits  d'ordre  purement 
g^om^trique  ou  analytique,  inleressanls  par  eux-memes,  et  tres 
digncs  de  I'attenlion  des  geometrcs,  mais  qui  ne  tiennent  a  la  Me- 
canique que  par  Tusage  qu'on  y  en  fail. 

Lorsque  Ton  veut  soumettre  a  la  G^omelrie  quelque  ensemble  de 
phenomenes,  il  n'est  point  rare  de  la  prendre  au  depourvu.  Mais 
on  la  voil  aussitot  construire  de  toule  piece  ou  par  morceaux  le 
cadre  r^gulier  destine  a  contenir  les  fails,  et,  tout  en  restant  elle- 
m^me,  se  plier,  avec  toule  la  souplesse  qu'elle  peuld^ployer,  aux 
exigences  qui  lui  sont  imposces.  C'est  ainsi,  dit-on,  que  se  sont 
formees  loules  les  doclrines  geometriques;  cliacune  est  n^e  en 
vue  d'unc  application.  La  Mecanique  nous  offre,  a  cet  ^gard,  les 
exemples  les  plus  mcmorables,  el,  depuis  que  les  principes  en  ont 
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ele  neltemenl  pos^s,  on  ne  peut  mesiirer  lout  ce  que  celle  science, 
d'essence  purement  physique,  a  apporl^  a  TAnalyse  el  a  la  G60- 
metrie,  comme  fruit  de  ses  exigences. 

Plusieurs  deces  theories,  quej'appellerai,  si  Ton  veul^  parasites 
(parasites  au  point  de  vue  de  la  M^canique)  ont  pass6  dans  le  do- 
niaine  de  la  G^om^trie  et  de  TAnalyse,  font  partie  de  leur  ensei- 
gnement;  elles  ont  61^  d^tachdes  de  la  Mecanique.  Mais  non  pas 
toutes.  Plusieurs  encombrent  encore  cette  science  et  occupent 
dans  son  enseignement  une  place  que  Ton  aimeraitmieux  rcserver 
a  des  questions  plus  m^caniques.  Esp^rons  que  des  traditions 
finiront  par  se  cr^er  k  cet  endroit.  L'enseignement  ^l^mentaire 
comporte  d^ja  quelques  notions  dela  G^om^trie  du  d^placement; 
souhaitons  que  la  th^orie  g^om^trique  des  moments  et  des  seg- 
ments p^n^tre  un  jour  dans  nos  programmes  de  Math<§matiques 
sp^ciales,  comme  un  complement  naturel  de  la  th^oriedela  droite 
et  du  plan  en  G^om^trie  analylique.  Ce  morceau  de  G^om^trie 
remplacerait  avec  avantage  dans  le  programme  telle  doctrine 
abstraite  qui  conviendrait  k  des  esprits  plus  miirs  que  ceux  des 
jennes  Aleves. 

4.  Certains,  je  ne  Tignore  pas,  li^silent  a  sdparerce  chapitre  de 
la  Geom^trie  de  Texposition  des  propri^t^s  slaliques  ou  cinema- 
tiques  auxquelles  il  s^applique.  Mais  pourquoi  6tera  la  Geometric 
une  doctrine  qui  lui  appartient  bicn,  et  a  laquclle  elle  offre  elle- 
ro^me  des  applications  ^Irangeres  a  la  Mecanique?  En  outre,  les 
propri^t^s  des  segments  que  la  Slatique  utilise  ne  sont  pas  tout  a 
fait  les  m^mes  que  celles  dont  se  sert  la  Cinematique.  Par  exemple, 
les  axes  de  moment  nul  constituent  en  Cinematique  Tcnsemble 
important  des  normales  aux  trajcctoires;  en  Slatique,  ce  sont  les 
axes  autour  desquels  le  corps  serait  en  ^quilibre  s'il  ^tait  r^duit  a 
y  tourner;  ces  axes  n'ont  qu'un  role  efface  dans  la  Slatique  de 
Poinsot.  Mdme  remarque  pour  les  couples  de  droites  conjugu^es 
rectangulaires.  Sans  grand  int^ret  en  Slatique,  ces  droites  ont  en 
Cinematique  une  double  et  importante  interpretation ;  ce  sont  les 
tangentes  aux  trajcctoires  des  points  et  les  caraclerisliques  des 
plans  entraines  dans  le  mouvement  du  corps  soHde.  Le  deve- 
loppemenl   normal   de  la    Slatique  ne  fait  done    appel  qu'a   un 
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nomhre  liinile  de  proprietcs  des  segments,  propriel^s  dont  il 
faul  plus  tard  completer  I'dtude  en  Cin^malique  avec  un  autre 
langage.  II  est  incontestablement  plus  simple  et  plus  logique  de 
d^velopper  a  part  la  th^orie  des  segments  pourrappliquerensuite 
a  la  Statique  et  a  la  Cindmatique.  Ainsi  precede  M.  Appell.  Le 
premier  Cliapitre  de  son  livre  nous  offre  le  developpement  des  pro- 
pri^tes  des  segments  el  de  leurs  systemes.  Dans  la  definition  du 
moment  M.  Appell  a  introduit  la  consideration  du  moment  de 
deux  segments  qui  a  le  grand  avantage  de  grouper  deux  elements 
importants  :  les  moments  par  rapport  aux  axes  et  les  t^traedres 
introduits  par  Cliasles  dans  la  Statique. 

Dans  la  theorie  des  syst6mes  de  segments,  un  couple  apparail 
comme  un  sjst^me  de  segments  dont  la  resiiltante  de  translation 
est  nuile.  Cette  definition,  identique  au  fond  a  celle  de  Poinsot,  a 
sur  elle  Tavantage  d'etre  moins  ^troite  et  de  faire  mieux  com- 
prendre  certaines  applications.  Par  exemple,  tout  contour  ferm^ 
dou^  d'un  sens  de  parcours  donne  lieu  ^  un  couple;  la  projection 
du  moment  lin^aire  de  ce  couple  sur  un  axe  represente  le  double 
de  Taire  de  la  projection  du  contour  sur  un  plan  normal  k  Paxe. 
D^un  autre  c6te,  cette  fagon  de  d^finir  le  couple  rend  intuitifs 
les  theorcmcs  dont  Poinsot  a  donne  de  si  elegantes  demonstrations. 
Lesfervents  de  Poinsot  pourraient  les  regretter;  mais  M.  Appell 
n^a  voulu  laisser  place  ^aucun  regret  dans  son  livre,  et  une  br^ve 
digression  est  consacree  a  la  theorie  clementaire  des  couples 
d'apres  Poinsot. 

La  theorie  des  segments  a  etc  fort  developpee  par  Mubius 
d'abord,  et  puis  par  Ball  en  Angleterre,  qui  a  consacr^  un  volume 
a  la  djnamique  du  corps  solide.  Dans  le  cas  ou  les  segments  sent 
des  forces,  les  sjslemes  de  segments  constituent  les  torseurs  de 
Ball,  appeles  aussi  dynames  par  Pliicker. 

Dans  le  second  Cliapitre  sont  exposes  les  elements  de  Cinema- 
tique  indispensables  h  la  Dynamique.  La  theorie  des  vecteurs  y  joue 
naturellement  son  role.  Le  theoreme  de  Coriolis  s'y  trouve  etabli 
par  Tanalyse. 

5.  Ces  deux  premiers  Chapilres  ne  sont  qu'une  sorte  de  pr^- 
liminaire;  avec  le  troisicmc,  qui  Iraite  des  principes  el  des  notions 
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de  force  et  de  masse,  nous  enlrons  dans  la  Mdcanique  proprement 
dile.  Le  soin  avec  lequel  M.  Appell  a  traitd  la  matidre  m^rite  que 
Ton  s'y  arrSte  longuement. 

Nous  y  trouvons,  avant  tout,  le  souci  de  cette  unit^  que  nous 
avons  d^finie  au  d^but.  Une  force  est  la  cause  qui  fait  qu'un  point 
materiel  n'est  pas  anim^  d^un  mouvement  rectiligne  et  uniforme. 
Telle  est  la  definition  de  la  force  tir^e  du  principe  de  Tinertie. 

Le  principe  des  mouvements  relatifs  conduit  a  la  notion  de  r^- 
snltante.  On  montre,  toutd'abord,  que  si  deux  forces  agissent  sur 
un  point  materiel  et  tendent  a  Ini  imprimer  s^par^mentdeuxacc^- 
l^ratioos  J,  J',  Tefiet  des  deux  forces  agissant  ensemble  est  de 
provoquer  une  acceleration  J"  egale  k  la  somme  g^ometrique  de  J  et 
de  J';  il  y  a  une  force  unique  capable  k  elle  seule  d'imprimer  cette 
acceleration  J*^;  cette  force  unique,  c'est,  par  definition,  la  resul- 
tante  des  forces  considerees.  On  admet,  il  est  vrai,  qu^il  existe  une 
force  provoquant  a  elle  seule  I'acceieration  J";  mais  est-ce  bien  1^ 
an  postulatum  ?  Cela  ne  resulte-t-il  pas  de  la  definition  de  la 
force? 

On  admet  aussi  que  les  considerations  precedentes  sont  inde- 
pendantes  du  point  materiel  sur  lequel  agissent  les  forces,  etque 
la  resultante  serait  la  m^me  si  le  point  materiel  changeait.  Mais  la 
verite,  c'est  que  les  Irois  principes  tels  qu'on  les  annonce  ordi- 
nairement  n^ndiquent  point  qu^il  y  ait  lieu  de  distingucr  plu- 
sicurs  sortes  de  points  materiels.  En  un  mot,  Tidee  de  masse 
resulted'un  principe  qui  semble  etranger  aux  trois  principes  fon- 
damentaux. 

Examinons  cependant  en  detail  Tenonce  courantdu  principe  de 
Taction  et  reaction.  On  y  voit  deux  choses  :  d'abord,  si  un  point 
materiel  M  agit  sur  un  autre  M',  cette  action  est  dirigee  suivantla 
droite  MM'  :  il  faut  entendre  par  la  que  Tacceleration  qui  resulte 
pour  M'  de  cette  action  est  dirigee  suivant  la  droite  MM'.  En  second 
lieu,  le  point  M'  exerce  aussi  une  action  opposee,  appciee  reaction, 
sur  le  point  M,  ce  qui  signifie  que  M  subit  une  acceleration  op- 
posee k  celle  que  subit  le  point  M'.  Mais  le  principe  enonce  quel- 
que  chose  de  plus ;  il  dit,  en  efTet,  que  Taction  est  egale  a  la  reaction. 
Jusqu'ici  rienquede  comprehensible;  mais  maintenant  cette  notion 
de  regalite  de  Taction  et  de  la  reaction,  comment  I'expliquer?  Les 
forces  ne  se  sont  jusqu*ici  traduitcs  pour  nous  que  par  les  acceie- 
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rations  qu'elles  impriment;  voudra-t-elle  dire  que  Pacc^l^ration 
subie  par  M  c^gale  Tacc^I^ration  subie  par  M'?  fividerament  non. 
Si  les  accelerations  ne  sont  pas  ^gales,  ieur  rapport  a-t-il  quelque 
propriete  remarqiiable  d'apres  r^galiie  de  Taction  et  de  la  reac- 
tion? On  voit  bien  que  la  place  de  la  notion  de  masse  est  ici  mar- 
quee; cette  notion  se  rattache  par  1^  au  troisi^me  principe,  qui 
par  ce  moyen  conduit  a  la  comparaison  des  forces  et  a  Ieur  me- 
sure. 

Mais  cette  mani^re  est  assez  peu  r^pandue,  et  M .  Appell  lui  a 
prefer^  une  autre  methode  dont  il  a  puis^  le  principe  dans  un  livre 
de  M.  Ossian  Bonnet,  livre  trop  peu  connu^  public  en  i858,  qui 
n'a  que  quelques  pages,  mais  dont  la  port^e  philosophiqueest  in- 
contestable, comme  tout  ce  qu'a  ecrit  cet  iliustre  g^ometre.  Dans 
une  Note  plac^e  k  la  fin  du  Volume,  M.  Appell  introduit  une  modi- 
fication k  la  methode  pr^cedente,  en  d^montrant  avec  beaucoup  de 
simplicite  et  d^el^gance  qu'une  force  constante  imprime  k  un 
point  mobile  une  acceleration  constante. 

Des  esprits  qui  s'attachent  plut6t  aux  consequences  des  prin- 
cipes  et  k  leurs  applications  qu'a  leurs  origines  s^etonneront  sans 
doute  de  ce  que  Ton  s'attarde  autant  pour  ecrire  les  equations  de 

requilibre  ou  la  formule  fondamentale  de  la  Dynamique  F  =  /n  J. 
fitonnons-nous  de  notre  cote  de  ce  que  Ton  insiste  generalemenl 
si  peu  sur  celle  question  si  philosophique  et  si  necessaire  a  une 
haute  intelligence  de  la  Mecanique  ct  remercions  M.  Appell  pour 
le  beau  Chapilre  qu'il  lui  a  consacre. 

6.  La  notion  de  force  acquise,  celle  du  travail  des  forces,  la 
theorie  des  fonctions  de  forces  en  sont  des  corollaires  naturels. 
Tel  est  Fobjet  du  quatrieme  Gliapitre.  M.  Appell  ne  manque  pas 
de  faire  observer  que  Texistence  d'une  fonction  de  forces  n^implique 
pas  que  le  travail  accompli  soil  une  fonclion  des  positions  limites. 
Encore  faut-il  que  la  fonction  des  forcees  soil  uni forme  et  continue 
dans  la  portion  d'espace  que  I'on  envisage. 

7.  Avec  le  Chapilre  V  s'ouvre  la  Slalique  par  Tequilibre  du 
point  materiel  libre  ou  g^ne  et  du  solide  invariable;  a  c6te  des 
questions  classiques,  ou  la  theorie  des  vecteurs  Irouve  un  vaste 
champ  d'applicalion,  Tauleur  a  place  des  developpements  du  plus 
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haul  inler^l,  suivant  cd  cela  un  plan  general  que  Ton  relrouvera 
dans  loutes  les  parties  de  ce  livre  et  qui  lui  donne  une  veritable 
port^e  scientiGque.  Sigualons  ici,  par  exemple,  les  conditions  pour 
que,  suivant  trois,  quatre,  cinq  ou  six  droites,  on  puisse  placer  des 
forces  sefaisant  ^quilibre. 

Le  cas  de  six  droites  est  particuli^rement  int^ressant;  il  a  oc- 
cupy Sylvester  et  Chasles  en  i86i  et,  k  son  sujet,  Chasles  intro- 
duisit  pour  la  premiere  fois  les  complexes  lineaires  dans  la  Statique. 
Nous  trouvons  un  peu  plus  loin  plusieurs  paragraphes  sur  les  pro- 
pri^t^s  de  I'^quilibre  qui  se  pr^sentent,  lorsque,  sans  changer  la 
grandeur  et  la  direction  des  forces  et  leurs  points  d'application 
dans  un  corps,  on  soumet  ce  corps  k  un  deplacement. 

Les  recherches  de  Mobius,  le  beau  theor^me  de  Minding,  les 
proprietes  des  axes  d'^quilibre  et  de  T^quilibre  astatique  y  sont 
6voqu^s  en  leurs  traits  essentiels. 

La  Statique  des  systemes  d^formables  occupe  le  Chapitre  VL  On 
y  Irouvera  avec  grands  details  la  theorie  des  polygones  funicu- 
laires;  quelques  notions  sur  les  figures  r^ciproques  et  leurs  appli- 
cations en  Statique  graphique.  A  propos  de  T^quilibre  des  fils, 
Tauteur  entreprend  I'^tude  de  I'int^grale  d^finie 

question  depure  Analyse,  qui  trouvc  en  M^canique  de  fr^quentes 
et  importantes  applications.  T^moin  la  theorie  de  T^quilibre  des 
fils  ou  elle  a  conduit  MM.  Thomson  et  Tait  k  une  formule  et  a  un 
th^or^me  importants  que  I'auteur  ne  manque  pas  de  faire  con- 
naitre.  L'emploi  de  ce  th^or^me  permet  de  traiter  certaines 
questions  avec  la  plus  grande  simplicite,  celles  notamment  qui, 
dans  r^quilibre  des  ^fils,  concernent  les  conditions  aux  liraites. 
L'^tude  de  cette  m^me  int^grale  d^finie  se  pr^te  au  developpement 
de  la  theorie  dela  refraction;  M.  Appell  traite  cette  question  dans 
une  digression  de  quelques  pages. 

8.  On  voit,  par  ce  qui  precede,  que  Tauteur  n'a  pas  fait  du 
principe  des  vitesses  virtuelles  le  point  de  depart  uniforme  de 
toutes  les  questions  de  la  Statique.  II  y  a  en  eflet  tout  avantage, 
cela  ne  se  discute  plus,  k  traiter  directement  et  par  leurs  moyens 
propres  les  probl^mes  de  T^^quilibrc  du  point  materiel,  du  corps 
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solide,  des  fils;  ccs  questions  gagnent  en  clart^  a  6tre  etudi^es  en 
elles-memes,  et  cette  ^tiide  direcle  est  de  beaucoup  la  plus  propre 
a  faire  saisir  Fesprit  veritable  de  la  M^canique,  k  preparer  les  in- 
telligences aux  applications  nombreuses  qu'elle  trouve  dans  d'au- 
tres  branches  de  la  Science,  en  Physique  notammenl. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  peut  dtre  envisage  a  un  double 
point  de  vue  :  d'abord  il  a  son  champ  d^application  propre,  ou  il 
s'exerce  avec  avantage  pr^f^rablement  a  d'autres  m^thodes;  mais 
I'erreur  est  de  croire  que  ce  champ  comprend  toute  la  M^canique. 
Dans  bien  des  cas,  il  doit  se  borner  a  un  r61e  dominateur  sans 
doule,  mais  de  nature  abstraite,  et  c^der  le  pas  a  une  m^thode  plus 
claire  et  plus  complete. 

II  conserve  loujours  ce  haut  caractere  philosophique  que  lui  a 
donne  Lagrange  et  sa  place  est  marquee  a  la  lin  de  la  Statique  pour 
en  synth^tiser  les  lois. 

Ce  principe  fait  I'objet  du  Chapitre  VIII.  La  demonstration 
classique  que  I'auteur  a  adoptee  consiste,  comme  on  sait,  k  verifier 
le  principe  dans  un  certain  nombre  de  cas  de  liaisons.  Pour  les 
autres  cas  ou  la  notion  des  forces  de  liaisons,  celle  de  frottement 
ne  sont  plus  susceptibles  d'une  definition  physique  et  directe,  on 
retourne  en  quelque  sorte  Fordre  des  choses.  On  admet  le  principe 
et  il  servira  alors  a  definir  les  forces  de  liaisons  et  Tabsence  de 
frottement.  En  somme,  on  admet  le  principe,  sauf  a  verifier  qu'il 
s'accorde  avec  les  cas  que  Ton  a  pu  traiter  direclement.  II  est  bon 
cependant  d'observer  que  les  cas  ou  le  principe  est  indemontrable 
offrent  toujours  un  caractere  abstrait  qui  les  rend  int^ressants  pour 
les  seuls  gcom^lres. 

Je  n'insislc  pas  sur  les  nombreuses  applications  donn^es  par 
M.  Appell,  et  ou  le  principe  des  vitesses  virtuelles  fournit  la  solu- 
tion la  plus  simple  et  la  plus  elegante  sans  en  trainer  a  aucun  cal- 
cul.  Ces  exemples  sont  trail^savec  unsoucidcs  details  qui  marque 
assez  quels  soins  consciencieux  onl  preside  a  leur  choix. 

9.  Le  Chapitre  VIII,  qui  termine  la  Statique,  traite  une  question 
un  peu  dedaign^e  dans  Tenscignement  classique,  bien  que  son  im- 
portance soil  des  plus  hautcs  dans  la r^alite.  La Mecaniquedu  frot- 
tement est  en  cflbl  Ires  differenle  de  celle  ou  Ton  neglige  les  resis- 
tances passives.  Les  grandes  formes  analytiques  de  la  M^canique 
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disparaissent;  les  probl^mes  de  mouvement  siir  les  surfaces  ne 
dependent  plus  du  seul  ds^;  les  conditions  d'^quilibre  s'y  expri- 
ment  par  des  inegalites.  En  quelques  paragraphes  tr^s  lumineux, 
M.  Appell  definit  les  trois  frottements  de  glissement,  de  roulemenl 
el  de  pivotement,  et  donne  quelques  exemples. 

10.  Les  d^veloppements  auxquels  donne  lieu  la  Dynamique  du 
point  materiel  occupenl  les  six  derniers  Chapitres  du  Volume. 
On  y  retrouvera  partout,  dans  Texposd  des  questions  classiques, 
cette  clarinet  ce  soin  des  details  qui  font  le  principal  meritc  d'un 
Ouvrage  didactique.  II  me  suffira  d^attirer  Tattention  sur  les  d^- 
veloppements  surajoutes  par  Tauteur,  etsur  la  bonne  pens^equ'il 
a  eue  d^introduire  les  Equations  de  Lagrange  di^s  Ic  debut  au  lieu 
de  les  cantonner  a  la  fin  de  tout  Pensemble  de  TOuvrage.  Ces 
Equations  ont  leur  r6le  dans  le  mouvement  du  point  materiel,  elles 
s'appliquent  notamment  avec  ^l^gance  a  Tetude  du  mouvement 
d'un  point  materiel  sur  une  courbe  ou  sur  unc  surface  variables 
avec  le  temps.  On  verra  I'heureux  usage  que  M.  Appell  a  su  faire 
de  ces  Equations  dans  les  nombreux  exemples  qu'il  a  trail^s. 

Pour  ce  qui  est  des  questions  particuli^res,  nous  signalerons 
d'int^ressants  paragraphes  sur  les  courbes  tautochrones ;  a  propos 
des  forces  centrales,  les  belles  recherchesauxquelles  sont  attaches 
les  noms  de  MM.  Bertrand,  Darboux  et  de  Halphen.  Le  mouve- 
nient  des  plandtes  est  Tobjet  d'une  ^tude  approfondie;  T^quation 
si  importante  qui  porte  le  nom  de  Kepler  occupe  une  place  hono- 
rable; Tauteur  a  indiqu6  I'usage  des  fonctions  de  Besscl  dans  la 
resolution  de  cette  Equation.  Un  peu  plus  loin  est  traitde  la  c^- 
l^bre  question  du  pendule  avec  toutes  les  questions  g^ometriques 
qui  s'y  rattachent  et  qui  ont  trouv^  dans  la  th^orie  des  tauto- 
chrones el  des  brachistochrones  une  double  extension. 

Le  Volume  se  termine  par  Texposition  du  principe  de  d'Alem- 
berty  du  principe  d'Hamilton  et  de  celui  de  la  moindre  action  dans 
le  cas  du  point  materiel.  On  place  ordinaircment  ces  principes 
dans  la  Dynamique  des  systemes.  En  les  donnant  d'abord  dans  la 
Dynamique  du  point  materiel,  Tauteur  a  atleint  un  double  but  : 
d^abord,  familiariser  de  bonne  heure  les  ^tudianls  avec  ces 
principes,  qui  dans  certains  cas  fournissent  avec  unc  grande  faci- 
lity la  solution  des  probl^mes;  en  second  lieu,  presenter  ces  prin- 
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cipes  dans  un  milieu  ou  ils  possedent  des  propri^t^s  particu- 
lieres  dont  rinlerpr^lation  g^om^lrique  est  inconteslablement 
plus  ais^c  que  dans  le  cas  g^n^ral  ou  elle  exige  parfois  le  secours 
de  conceptions  abstraites  telles  que  la  G^om^trie  k  n  dimensions 
oii  une  conception  extra-euclidienne  de  la  notion  de  distance. 

M.  Appell  nous  promet  deux  autres  Volumes.  Le  public  atten- 
dra  avec  impatience  et  acceptera  avec  faveur,  nous  n'en  doutons 
pas,  la  publication  integrale  d'un  Ouvrage  qui  marquera  une  ere 
dans  Tenseignement  de  la  M^canique.  G.  Koektigs. 


M£RAY  (Ch.)-  —  Leqons  nouvelles  sur  l' Analyse  infinitesimale  et  sbs 
APPLICATIONS  GBOMETRIQUES.  Premiere  Partie  :  Principes  g^nt^raux,  i  vol. 
in-S**;  xxxiv-404  p.  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils,  1894. 

M.  M^ray  est  a  coup  siir  un  des  mathematiciens  quihonorent 
notre  pajs;  la  publication  d'un  grand  ouvrage  de  lui  surl'Analjse 
infinitesimale  ne  pent  manquer  d'etre  accueillie  avec  faveur  et 
avec  int^r^t  par  le  monde  savant,  et  les  lecteurs  seront  heureux 
de  retrouver,  celte  fois  avec  les  dcveloppements  et  les  complements 
qu'ils  souhaitaient,  les  id^es  systematiques  ^mises  par  I'auteur  dans 
son  Precis  d^ Analyse  infinitesimale.  M.  Meray  a  consacre  de 
longs  et  fructueux  cflbrts  a  ^difier  sa  iheorie  des  fonctions;  il  a 
apporte,  sur  des  points  essentiels  el  difficiles,  d'imporlantes  con- 
tributions^ c'est  avec  une  fierte  legitime  qu'il  reproduit,  en  t^te 
de  ses  Lemons  nouvelles,  les  titres  et  les  dates  de  ses  nombreuses 
publications.  Dcpuis  1868,  M.  Mdray  elait  en  possession  de  ses 
id^es  fondamentales  sur  Ic  role  essenliel  que  doivent  joucr,  dans 
la  theorie  des  fonctions,  les  series  qui  proccdent  suivanl  les 
puissances  enticres  et  positives  des  variables.  Ces  id^es,  de- 
puis  1869,  ont  ete  le  fond  et  la  substance  de  son  enseignement  ( * ). 


(')  Sur  un  point  dc  moindre  importance,  rclatif  a  la  th^oric  des  nombres 
irrationncls,  je  n'avais  pas  song6^  dans  la  preface  de  mon  Introduction  d  la  theorie 
des  fonctions,  ^  citer  le  premier  travail  de  M.  Meray.  C'est  de  la  fa^on  la  plus 
aimable  pour  moi  ({ue  M.  Mt^ray  rappelle  sa  publication,  et  jc  ne  saurais  que  Ten 
reinercicr. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  81 

Elles  sont  aujourd^hui  dominantes,  el  M.  M^ray  a  le  droit  de  s'en 
r^jouir,  si  m^me  il  n'a  pas  ^te  le  seiil  a  en  assurer  le  Iriomphe  : 
on  sail  assez  qu^elles  ont  ^t^  d^velopp^es  ailleurs  par  un  g^om^tre 
illustre  qui  s'est  acquis  une  gloirc  incontesl^e,  non  seulement  dans 
Torganisation  de  Ja  th^orie  g^n(5rale,  mais  aussi  par  les  progr^s 
considerables  qu'il  a  r^alisds  dans  I'^lude  approfondie  de  ces  fonc- 
tions  parliculi^res,  pour  lesquelles  il  semble  que  la  ih^orie  geu6- 
rale  soil  faite. 

Chez  M.  M^ray,  Tidee  du  d^veloppement  en  s^rie  de  Taylor 
est  en  quelque  sorle  primordiale  et  exclusive  :  pourlui,  en  dehors 
d'un  pareil  d^veloppement,  il  n'y  a  point  de  fonction.  C'est  un 
point  sur  lequel  il  revient  continuellement  et  avec  quelque 
passion.  II  fait  bo n  march6  de  tout  le  reste.  Les  fonctions  analy- 
tiques,  comme  on  dit  aujourd^hui,  suffisent  k  tout  et  se  suffisent 
k  elles-m^mes.  En  dehors  d'elles,  les  regies  g^n^rales  ne  s'ap- 
pliquent  pas  ou  s'appliquent  mal  et  Ton  ne  trouvera  rien  qui  soit 
vraiment  utile,  vrainient  int^ressant.  On  doit  done,  dans  Tensei- 
gnement,  lout  sacrifier  aux  fonctions  analy liques.  Que  leur  r6le  soil 
actuellement  preponderant,  personne  ne  pense  a  le  contester; 
qu^elles  puissent  suffire  d'ici  longtemps,  le  plus  souvent,  aux 
applications  des  Mathematiques,  k  la  M^canique,  k  PAstronomie, 
k  la  Physique,  on  n^en  saurait  douter  non  plus,  et  Ic  passe  nous 
repond  de  Tavenir. 

Cependant,  n'y  a-t-il  pas  quelque  cxc^s  a  vouloir  bannir  toute 
autre  speculation?  Pour  ce  qui  est  de  la  science  pure,  il  convient 
peul-etre  de  la  laisser  se  constiluer  librement,  suivant  le  genie 
propre  de  ceux  qui  en  ont  la  curiosite.  En  fait,  quoique  FAnalyse 
ait  la  pretention  d'etre  la  science  de  V a  priori,  c'est  en  quelque 
sorle  d'une  fa^on  contingente  et,  en  tout  cas,  impossible  a  prevoir, 
que  les  questions  se  posent  el  que  les  solutions  sc  decouvrent; 
c'est  I'observation  seule  et  Texperience  qui  montrent  I'importance 
et  la  valeur  des  idees  qu'on  y  introduit.  Le  developpement  d'une 
fonction  en  serie  de  puissances  enlieres  est  apr^s  tout  un  mode 
particulier  d'existence  de  cette  fonction  :  comment  justifier 
a  priori  le  caractere  primordial  de  ce  mode  d'existence?  C'est 
I'experience  seule  qui  a  reveie  son  importance.  M.  Meray  a 
realise  cette  experience,  c'est  un  service  eminent;  mais  d'autres 
experiences,  qui  ne  se  grouperont  pas  autour  des  memes  lois, 


82  PREMIERE  PARTIE. 

ne  sont-elles  pas  legitimes,  ct,  par  cxemplc,  les  series  entieres 
elles-m^mes  ne  poseat-elles  pas,  sur  le  cercle  de  convergence,  la 
question  des  d^veloppements  en  s^rie  Irigonom^trique?  N'y  a-t-il 
pas  la  un  mode  d^existence  d^une  nature  tout  autre,  et  ce  mode 
d^existence  n^intervient-il  pas,  luiaussi,  dans  les  applications  aux 
probl^mes  pos6s  par  les  sciences  de  la  nature? 

Pour  ce  qui  est  de  ces  applications,  il  s'agit  d'arriver,  par  les 
moycns  les  plus  simples  pour  notre  intelligence,  a  des  solutions 
aussi  approch^es  que  possible.  A  la  verity,  il  y  a  des  gens  qui 
croientquela  chose  en  soi est une  fonction  analjtique;  maisjen'ai 
heureusement  aucune  raison  pour  prater  cctte  opinion  k  M.  M^ray ; 
il  est  encore  permis  de  penser  que  nous  n^atteindrons  jamais  la 
chose  en  soi,  et  que  le  progrcs  des  sciences  de  la  r^alit^  consiste 
dans  la  constitution  de  schdmas  qui  s'adaptcnt  de  mieuxenmieux 
4  la  faqon  dont  nous  nous  reprdsentons  les  choses;  la  valeur  de 
ces  schemas,  toute  relative  a  nous,  est  double  :  elle  est  dans  Texac- 
titude  avec  laquelle  ils  realisent  cette  representation  et  dans  leur 
simplicite.  Les  fonctions  analytiques  se  pr^senlent  actuellement 
comme  ajantune  simplicite  incomparable,  ct  c'est  ce  qui  fait  leur 
importance;  j'ai  entendu  dire,  il  est  vrai,  que  cette  simplicity 
tenait  a  ce  que  notre  cerveau  ^tait  lui-m^me  compose  de  fonctions 
analytiques.  Je  n'attribuepas  non  plus  cette  opinion  a  M.  M^ray; 
il  est  encore  permis  de  suspendrc  son  jugement  sur  ce  sujet,  et 
les  esprits  timor^s  peuvent,  sans  absurdit(5,  craindre  que,  apr^s 
avoir  ctudi^  des  fonctions  analytiques  simples,  on  en  rencontre  de 
fort  compliqu(5es,  qui  ne  s'adaptent  aux  choses  que  difGcilement, 
avec  dc  grands  efforts  :  s'il  arrivail  qu'il  en  fiktainsi,  et  si  d^aulres 
fonctions  nous  fournissaicnt  des  formules  plus  simples,  on  n'h^si- 
terait  sans  doute  pas  a  les  adopter,  quelle  que  filt  leur  origine. 
C'est  la  future  histoirc  des  progr^s  de  la  science  qui  seule 
pourrait  nous  dire  ce  qui  en  est  ct  personne  ne  sait  I'histoire 
future  dc  ces  progrcs.  Quoi  qu'il  en  soit,  ceux  qui  ont  une  foi 
robuste  sont  aussi  ccux  qui  contribuent  le  mieux  a  ces  progrcs,  et 
Ton  serail  mal  venu  a  reprocher  la  sienne  k  M.  Meray,  d'autant 
que  la  religion  des  fonctions  anal^'tiques  n'est  pas  pres  d'etre 
epuisee  :  tout  au  plus  peut-on  regretter  qu'il  mette  tant  d'ardeur 
a  decourager  et  a  poursuivre  les  h^reliques.  11  y  a  longteraps 
qu'on  a  dit  que  les  heresies  ^taicnt  n^cessaires. 
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Sa  doctrine,  en  tout  cas,  se  tient  fort  bien;  elle  est  pure  de  tout 
melange;  I'idee  de  nombre  lui  suffit,  et  M.  M^ray  a  grand  soin 
d'^carter  toute  consideration  ^trang^re;  il  convient  de  dire  un 
peu  plus  :  tout  en  fondant  uniquement,  comme  il  fait,  TAnalyse 
sur  cette  seule  id^e,  on  peut  avoir  h&te  de  faire  intervenir  ces 
fonctions  particulieres  qui  ont  une  representation  geometrique 
simple,  el  s'aider,  sans  le  dire,  de  cette  representation;  cette 
marche  detournde  n'est  pas  la  sienne  :  il  ecarte  tout  ce  qui  est 
transcendant;  il  ne  veut  point  d'autre  clarte  que  la  clarte  de 
I'Algebre  elementaire,  qui,  sans  doute,  est  incomparable.  S'il  parle 
desvariablesimaginaires,  ilbannitr<3r^^me/z/^  dontiln^aquefaire, 
et  qui  sent  sa  Geometric  .Voici  un  volume  de  quatre  cents  pages 
qui  commence  a  la  notion  de  nombre  entier,  qui  se  termine  par  des 
propositions  generales  sur  les  equations  aux  derivees  partielles; 
Tauteur  n'y  a  parle  d'aucune  fonction  particuliere ;  on  n'y  ren- 
contre ni  la  fonction  exponentielle,  ni  les  fonctions  circulaires. 
Gela  est  trop  particnlier,  etviendra  plus  tard,  comme  une  appli- 
cation infime  dcs  theoremes  generaux  :  il  ne  faut  pas  troubler 
Tordreet  I'enchainementde  ces  theoremes  qui  se  deroulent  majes- 
tueusement.  Nous  ne  toucherons  terre  que  plus  tard;  nous  restons 
ici  dans  la  serenite  des  principes.  J^insiste  sur  ce  goi^t  de 
M.  Meray  pour  les  generalites,  car  il  est  vraiment  caracteristique. 
C'est  toujours  a  Tidee  generale  qu'il  court,  il  ne  s'attarde  jamais 
a  particulariser;  si  une  proposition  et  une  demonstration  s'ap- 
pliquent  k  des  syst^mes  de  fonctions  et  de  variables,  c^est  a  ce 
sjsteme  de  fonctions  et  de  variables  qu^il  s^attaquera  de  suite,  sans 
trainer  sur  le  cas  d'une  fonction  et  d'une  variable.  II  s'exprime 
d'ailleurs  tr^s  exaclement  quand  il  dit  que  I'intelligence  de  son 
ouvrage  «  n^exige  presque  pas  autre  chose  que  la  pratique  du  calcul 
algebrique  eiementaire,  avec  la  connaissance  approfondie  des 
<§quations  simullanees  du  premier  degre  »  :  \e  presque  pas  autre 
chose,  c'est  la  force  d'abstraction  necessaire  pourrester  longtemps 
dans  la  region  des  principes  generaux,  et  ce  n'est  pas  rien,  si  claire 
que  soit  cette  region,  et  si  lumineux  que  soit  le  chemin  par  lequel 
M.  Meray  nous  y  conduit. 

II  faut  s^habituer  peu  a  peu  a  cette  region  eievee,  a  I'air  subtil 
qu'on  y  respire,  et  ne  vouloir  y  monter  que  lentement.  A  coup 
sAr,  M.  Meray  ne  conseillerait  a  personne  de  commencer  Tetude 
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de  ses  Legons  sans  autre  bagage  que  «  la  pratique  du  calcul  alg^- 
brique  ^16mentaire  et  la  connaissance  approfondie  des  Equations 
simuitaiK^es  du  premier  dcgr^  »,  bien  que,  assur^ment,  au  point 
de  vuc  de  la  pure  logiquc,  ce  bagage  soit  suffisant.  Comme  pour 
les  autres  sciences,  Tenseignement  des  Math^maliques  doit  pro- 
c^der  du  parliculier  au  general;  il  faut  etudier  des  types  caract^- 
ristiqucs  pour  bien  comprendre  les  lois  de  Tespece,  il  faut  voir  le 
g(5neral  en  lui-merae,  mais  aussi  dans  le  particulier.  Quelques 
g^om^tres  vont  plus  loin  :  ils  font  consisterl'Analyse  enti^re  dans 
I'^tude  approfondie  des  fonctions  particuli^res,  de  leur  mode  d'exis- 
tence,  de  leurs  relations  mutuelles,  et  n'accordent  de  valeur  aux 
propositions  g^n(5rales  qu'en  tant  qu*elles  peuvent  faciliter  cette 
etude.  Mais  peu  importe,  puisque  cette  valeur-la,  au  moins,  ne 
pent  pas  ^tre  contest^e;  tout  le  monde,  et  M.  Meray  le  premier, 
sera  d'accord  pour  conseiller  aux  jeunes  gens  d'etudier  les  fonc- 
tions ^liSmentaires  les  plus  importantes,  la  fonction  exponentielle 
et  les  fonctions  circulaires,  avant  d'aborder  les  theories  g^n^rales. 

Cette  etude,  dans  notre  syst^mc  d'enseignement,  a  sa  place 
marquee  dans  la  classe  de  Math^matiques  sp^ciales  :  elle  y  est 
faite,  mais  en  se  plagant  a  un  point  de  vue  qui  est  peut-^tre  trop 
^troit.  On  n'y  craint  point  denser  (quelques-uns  disent  d'abuser) 
des  imaginaires  en  Geometric;  pourquoi  a-t-on  tant  de  scrupules 
quand  il  s'agit  d'Analyse,  ou,  peut-etre,  les  difficult^s  sont  moin- 
dres?  On  enseigne  la  s6rie  de  Taylor,  la  s^rie  exponentielle  pour 
les  variables  r^elles,  puis  le  calcul  des  nombres  imaginaires,  la 
forniule  de  Moivre;  pourquoi  laisser  ignorer  aux  el^ves  le  lien  qui 
existe  cntre  les  fonctions  circulaires  et  la  fonction  exponentielle? 
Pourquoi,  lorsqu'on  n'a  qu'un  pas  a  faire,  ne  pas  donner  aux 
eleves  quelques  notions  sur  les  series  enticircs,  notions  que  Ton 
touche,  pour  ainsi  dire,  et  que  Ton  n'a  prcsque  plus  qu'^  ^noncer? 
De  cette  fagon,  les  Aleves  seraient  prepares  a  suivre  M.  M^ray  sur 
les  hauteurs  ou  il  pretend  les  conduire.  Ce  serait  un  tr^s  l^ger 
changement  a  nos  habitudes,  et  qui  semble  bien  desirable.  Au 
reste,  quelques  professeurs  Pont  deja  cssaye,  avec  cette  timidity 
dans  I'innovation  que  leur  impose  le  souci  des  examens,  qui,  trop 
souvent,  n'est  pas  Ic  meme  que  le  souci  du  meilleur  enseigne- 
ment  th^orique. 

Quoi  qu'il  en  soit,  M.  Meray  reprend  les  choses  au  d(^but :  apr^s 
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avoir  rappele  la  noliun  cle  noinbre  cnlicM-,  il  e\|)li(|iie  comment 
rimpossibilite  de  la  division,  concuc  comme  opcralion  inverse  de 
la  multiplication,  conduit  a  la  notation  des  fractions,  et  comment 
rimpossibilite  de  la  soustraction  conduit  a  la  notation  des  nombres 
n^gatifs.  II  revient  sommairement,  de  ce  point  de  vue,  sur  les 
propositions  fondamentales  relatives  au  calcul  des  nombres  frac- 
lionnaires  et  n^gatifs.  11  introduit  ensuite  ce  qu'il  appelle  les  va- 
rianies  :  une  variante  ^m,/i,  ••  •  est  une  quantite  qui  est  definie 
quand  le  syst^me  de  ses  indices  m,  /i,  . . .  est  determine  :  ces  in- 
dices sent  habituellement  des  nombres  entiers  positifs. 

Une  variante  est  dite  par  lui  convergente  quand  la  difT^renre 
^'m\H\... —  ^V,ii',...  devient  inRniment  petite,  les  indices  m", 
n'  n,  ...» /w',  n',  ...  ^tant  iniiniment  grands.  On  saitque  cette  notion 
de  convergence  suffit  k  etablir  rigoureusement  la  notion  de  limite  et 
celle  de  nombre  irrationnel,  ainsi  que  les  propositions  qui  concer- 
nent  le  calcul  de  ces  nombres.  Les  nombres  imaginaires  sont  in- 
troduils  comme  un  sysl^me  de  deux  nombres  reels;  on  pent 
consid^rer  les  variantes  imaginaires  comme  des  systemes  de 
deux  variantes  reelles.  La  notion  de  nombre  a  maintenant  acquis 
toute  Fextension  n^cessaire  a  la  constitution  de  I'Analjse.  Les 
series,  tant  qu'on  y  rcgarde  cliaque  terme  comme  une  constante, 
n*apportent  rien  de  plus  que  quelques  regies  commodes  de  calcul 
a  la  notion  de  variante. 

Avec  les  series  enti^res  (*),  Tauteur  entre  dans  le  coeur  de  son 
sijjet  :  il  considere  de  suite  les  series  de  cette  sorle  avec  un  nombre 
quelconque  de  variables,  et  il  etablit  le  tbeoreme  d^Abel  relatif  a 
leur  mode  de  convergence.  Une  telle  serie,  tant  qu'on  reste  dans 
les  cercles  de  convergence,  peul,  comme  un  simple  polynome,  etre 
ordonnee  suivant  Tune  ou  I'autre  des  variables,  etc.;  la  substitu- 
tion, aux  diverses  variables,  de  sommes  de  quelques  aulres  en- 
gendre  une  s^rie  encore  entiere  par  rapport  a  ces  dernieres 
variables,  resultat  analogue  ^  la  formule  ordinaire  du  binome  el 
de  port^e  non  moindre  dans  la  th^orie  des  fonctions;  une  serie 
entiere  d^finit  une  fonction  continue;  un  d^veloppement  de  ce 


(•)  L>ipression  de  aerie  entiire,  qui  remplace  avantngcusement  serie  or- 
donnee suivant  les  puissances  entieresy  etc.,  a  ii^  introciuilc  par  M.  Mtiray  dans 
*<»n  Precis. 
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genre  ii'eal  jtossible  que  d'linc  scule  Ta^on,  etc.  Ces  propositions, 
si  capitalcs  qu'ellcs  soient,  n'olTrcnl  aucunc  difHciilt^  :  une  seule 
failexceplton,  c'est  celle  qui  fournit  une  limilesup^rieuredes  mo- 
dules dcs  coefficienls  quand  on  a  itne  limile  sup^rieuredu  module 
de  la  fonclion  sur  les  cercles  de  eonvergence.  Celte  proposition, 
a  la  virile,  s'olTre  pourainsi  dire  d'elle-m^ine  quand  on  veut  faire 
appcl  h  quelques  considerations  de  Calcul  integral.  Ces  coDsid^ 
raiions-U,  M.  M^ray,  dans  I'ordre  qu'il  a  adopie,  devait  les  rejeter, 
n  1.1  dt' m on stra linn  qu'il  donne  semble  aiissi  naturelle  que  pos- 
sible, en  se  pia^ant  ^  son  point  de  vue  {<).  La  lli^orie  des  series 
(.'nli^res  ^lant  ainsi  6tablie  dans  ce  qo'elle  a  d'esseniiel,  I'auteur 
di^fmit  les  fonciions  ololropes  en  un  point  Xo,_^o,  ..,,  avec  les 
olomitres,  S,,  Sj-,  ...,  c'est-a-dire  d^veloppables  en  series  en- 
li^res  en  x  —  x^,  y  —  y<i,  ■•■>  convergenles  dans  des  cercle* 
de  rations  8^;,  Sj.,  ....  puis  les  fonciions  ololropes  daas  des 
aires  S^c,  S^-,  .... 

I.e  mot  otolrope,  propose  par  M.  M4ray  en  1872,  valait  bien 
holomorphe  ('),  expression  moins  ancienne  qui  a  fail  meilleure 
forlunc.  En  alterant,  il  est  vrai,  la  signification  donn^e  pir 
Cauchj,  on  auraii  pu  conserver  le  mot  synectique,  qui  a  exao- 
tement  la  mSme  extension,  ^'auraii  et^  une  ^coaomie.  Quant  i 
I'eipression  indcjiniment  ololrope,  cUc  me  |jarail  moins  prater 
a  I'aniliiguit^  que  I'expression  tran^cendante  enliere. 

Celle  notion  acquise,  celle  de  d^rivees  se  ])r6sente  imm^ia* 
Icmeni.  L'auteur  expose,  ensuile,  avec  une  grande  clarti,  la 
generation  des  fonciions  par  proton gement,  continuation,  ou, 
suivanLsa  lerminologie,  par  cheminement.  II  convientde  signaler 
la  fa^on  dont  l'auteur  montre  comment,  dans  une  aire  liinjt£e  par 
un  contour  simple,  une  pseudo-fonction  oto'ide,  c'est-b-dire  UMi 
suite  de  s^iies  enti^res  dont  les  cercles  de  convcrgcncft  enpii 
les  uns  sur  les  autres  el  qui  se  raccordent  dans  Ic.s  particle 
munes  a  ces  ccreles  (elements  ou  articles  de  foncliona)  C 
lucnl  une  vdrilable  fonclion  olatrope  daofl;' 
fu^on  dont  il  monli-e  commeBJ 
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dans  une  aire  S,  avec  rolometre  S,  c'est-^-dire  est  developpable 
en  une  s^rie  enlit>re  en  x  —  x©  avec  un  rayon  de  convergence  au 
rooins  ^gal  a  0,  le  rajon  de  convergence  esl  au  moins  ^gal  a 
R^-l-o,  en  designant  par  Rq  le  rayon  du  plus  grand  cercle  de 
centre  x^  qui  soil  contenu  a  Tint^rieur  de  S.  L'auleur,  avant  la 
publication  dc  son  Precis,  ^lail  en  possession  de  ces  deux  de- 
monstrations, qui  restent  slrictement  dans  Tordre  d^'dees  que  j^al 
essay^  de  caract^riser  plus  haul.  On  sait  que  la  seconde  propo- 
sition est  immcSdiale  si  Ton  se  place  au  point  de  vue  de  Cauchy  et 
i^on  Toit  ainsi  que  M.  M^ray  sVtait  eloign^  tr^s  t6t  de  ce  point 
de  vue. 

Sous  le  nom  de  calcul  inverse  des  dirivees,  I'auteur  traite  des 
integrales  indt^finies,  ou,  plus  g^n^ralement,  de  rint^gration  d*un 
sjst^me  d^^quations  diiT^rentielles  dc  la  forme 

du 


U  s'agit,  bien  enlendu,  de  Texistence  de  la  fonction  11^  c^est- 
4-dire  de  son  d^veloppement  en  s^rie,  mais  nullcment  dc  son 
expression  au  moyen  de  fonctions  ^l^menlaires  connues. 

Jusqu^ici  il  n^a  ^t^  question  que  de  fonctions  isolees,  conside- 
ties  chacune  comme  si  nuile  autre  n'existait. 

Le  reste  du  Volume  est  consacre  aux  diverses  theories  g^n^rales 
qoi  impliquent  la  composition  des  fonctions.  L^autcur  d^veloppe 
d'abord  Fensemble  des  consequences  qui  r^sultent  dc  ce  qu'une 
foDClion  composeeF(j:,^, ...),  d^duitede  la  fonction  composante 
y(a,  v^ . . .),  en  y  rempla^ant  11,  i', . . .  par  des  fonctions  olotropes 
de  x,^, ...,  est  elle-m^me  olo trope  en^,  >-,  ...  quandy(w,  r,  ...) 
esl  ololrope  en  K|  i^i . . .. 

M.  M^ray  commence  ensuite  T^tude  des  Equations  differen- 
iielles  totales.  Expliquons  d'abord  sa  terminologie. 

Un  syst^me  d'^quations  differentielles  est  immediat  quand 
toutes  les  Equations  sont  du  premier  ordre  ct  fournissent  imm^- 
diatement  plus  ou  moins  de  deriv^es  des  fonctions  inconnues,  ex- 
prino^es  en  fonctions  compos^es  des  variables  independantes,  de 
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ces  fonclions  inconnues  el  de  leurs  aulres  derivees.  Chaqiie  pre- 
mier membre  est  ainsi  une  derivee  de  quelqiie  fonction  inconuuc 
elcelte  d^riv^e  ne  figure  dans  aueun  des  seconds  membres.  Si  le 
nombre  des  equations  est  ^gal  a  celui  des  derivees  des  fonctions  in- 
connues, les  seconds  membres  ne  contiennent  plus  de  d^riv^es,  at 
Ton  a  alors  affaire  a  un  systeme  d^c^quations  diff^rentielles  lotales ; 
si  le  nombre  des  equations  est  moindre  que  le  nombre  des  fonctions 
inconnues,  on  a  un  systeme  d'^quations  diff^rentielles  partielles. 
Le  systeme  d'equalions  diff^rentielles  totales  est  dit/?a55(/"si  les 
conditions  d'int^grabilit^  sont  v^rifi^es. 

En  designant  par  x^  y^  ...  les  variables  independantes  el  par 
//,  i',  . . .  les  fonctions  inconnues,  puis  par  Sx,  S^,  . . .,  S^,  S,,,  ... 
des  aires  dans  lesquelles  les  seconds  membres,  regardes  comma  das 
fonctions  des  variables  jr,j^, . . .,  w,  r,  .. .,  sont  olotropes,  les  int^ 
grales  ordinaires  du  systdme  seront  des  fonctions  w,  i^,  ...  de 
x^  y,  . ..  dont  les  valeurs,  tant  que  les  fonctions  seront  olotropes  en 
x,y,  ...,  joinles  aux  valeurs  de  ces  dernieres  variables,  tomberont 
toujours  dans  les  aires  S^,  S,.,  . . .,  S^,  Sj,  .... 

L'auteur,  en  supposant  que  le  systeme  soit  passif  et  que  les  aires 
Sx,  S^,  . . .,  Stt,  St,,  . . .  soient  limilees,  montre  que,  si  les  valeurs 
arbitraires  Xq,  yoi  •••7  '^o?  ^'o»  •••  appartiennent  a  ces  aires,  il 
existe  des  integralcs  ordinaires  sc  reduisant  a  Wq,  c©)  •••  quand 
Xy  yj  ...  prennent  les  valeurs  j^q,  Vq^ 

Cette  demonstration  repose  uniquemcnt  sur  Texamen  des  d^ve- 
loppements  en  serie  des  integrates  cherchecs,  que  fournissent  les 
I'quations  differentielles  donnees;  Tauleur  n'a  besoin  d'y  faire 
intervenir  aucune  equation  differentielle  auxiliaire;  I'cmploid'une 
fonction  majorante  Ires  simple  lui  fournil  tout  ce  qu'il  lui  faiit 
pour  obtenir  une  limile  inferieure  des  rayons  de  convergence. 

11  montrera  plus  tard  que  ces  integrales  sont  aussi  olotropes 
par  rapport  aux  valeurs  initiates.  11  applique  cnsuite  ce  th^or^me 
fondamental  a  la  preuve  de  Texistence  des  fonctions  implicites, 

11  passe  ensuite  aux  systemes  d^^qualions  differentielles  par- 
tielles, et  les  suppose  loujours  imm^diats,  dans  le  sens  qui  a  ele 
donned  plus  Iiaut  a  ce  mot:  mainlenanl,  les  seconds  membres  con- 
tiennent des  deriv(5cs  qui  ne  fignrent  pas  dans  les  premiers.  Sup- 
posant les  equations  ecrites  dans  un  quadrillage,  en  sorte  que 
les  derivees  d'nne  nieinc  fonction  soicnl  loujours  dans  une  meme 
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colonnc  verticale,  el  que  les  derivees  prises  par  rapporl  a  une 
in^me  variable  soient  loujours  dans  une  menie  llgne  horizontale, 
il  designe  sous  le  nom  dc  ydirivihles  principalcs  d'une  fonclion  in- 
coDDue  celles  par  rapport  auxquelles  sont  prises  les  derivees  qui 
figurenl  dans  la  iigne  verlicale  relative  a  cette  fonclion,  el  sousle 
nom  de  variables  parametriques  les  aulres  variables  ind^pen- 
danles.  II  va  sans  dire  qu'une  variable  peul  ^Ire  paramelrique  pour 
UDC  fonclion,  principale  pour  une  autre.  Ceci  pose,  il  reserve 
d^sormais  le  nom  de  sysl^me  immediat  aux  sjstemes  qui  satisfonl 
a  la  condition  suivante  :  en  designant  par  «/,  v  deux  fonctions  in- 
connues  quelconques,  aucune  d^rivee  (paramelrique)  de  v  ne  fi- 
gure dans  les  seconds  membres  des  equations  de  la  colonne  {u)  si 
quelque  variable  paramelrique  dee/ est  principale  pour  r.  Dds  lors, 
en  supposant  i'existence  d^integrales  ordinaires,  la  connaissance 
des  determinations  initiates  de  loutes  les  integrales  (d^termina- 
tioDS  qui  sont  des  fonctions  des  variables  parametriques)  permet 
la  reconstruction  des developpements  de  ces  integrales.  Si  le  sjs- 
ihme eslpassif J  on  peutainsi  conslruireces  developpements;  mais, 
dans  le  cas  g^n^ral,  on  ne  peut  pas  affirmer  leur  convergence  : 
celle-ci  est  assuree  lorsque,  d'une  pari,  le  syst^me  est  regulier, 
c'est-a-dire  quand  les  fonctions  inconnues  du  systeme  (immediat) 
peuvent  ^tre  rang^es  dans  un  ordre  lei  que  loute  variable  qui  est 
principale  pour  Tune  le  soil  aussi  pour  loutes  les  precedcntes,  el 
lorsque,  d'autre  part,  il  est  lineaire,  c'est-a-dire  quand  les  deri- 
vees (parametriques)  des  fonctions  inconnues  enlrent  loutes  lineai- 
rement  dans  les  seconds  membres.  Alors  les  developpements 
hypothetiques  des  integrates,  sous  des  conditions  que  Tauteur 
precise  avec  soin,  onl  un  groupe  commun  de  rayons  de  conver- 
gence, non  tous  nuls;  en  resume,  un  pareil  systeme  possede  des 
inlegrales  ordinaires  qui  reslenl  localemenl  ololropes  tanl  que 
lours  determinations  inilialesel  les  fonctions  qui  jouent  le  rolede 
coefficients  des  derivees  parametriques  dans  les  seconds  membres 
demeurent  elles-memes  ololropes.  Enfin,  riniegralion  de  tout  sys- 
teme immediat,  passif  el  regulier,  peut  tHre  ramene  a  celle  d'uii 
autre  jouissanl  de  ces  Irois  proprieles,  et,  de  plus,  lineaire.  Au 
ronlraire,  pour  un  systrme  inimediat,  |)ashif,  irref^uiier,  il  peul 
eire  impossible  de  Irouver  des  inlegrales  (|ui  repondenl  a  des  de- 
terminations iniliales  arbilraircs.  iM.  Mera\  en  donne  un  excmple. 
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Apres  avoir  ensuile  expliqu^  rapidement  la  iiiarche  g^n^rale  a 
suivre  pour  d^couvrir  toutes  les  solutions  ordinaires,  singu- 
lieres  ou  exceptionnelles  (Tun  systdme  donnequelconqued^^qua- 
lions  difKrentielles  et  finies,  I'auteur  revient  aux  sjsldmes  imm^- 
diats  et  passifs  d'^quations  differentielles  totales,  pour  faire  une 
^tude  plus  approfondie  de  leurs  inl^grales,  en  parliculier  au  point 
dc  vue  des  constanles  arbitraires,  el  des  Equations  integrales  :  il 
ctablit  enfin  Texistence  des  multiplicateurs  integrants. 

Ajoutons  que  les  Chapitres  X  et  XII,  relatifs  aux  d^vcloppe- 
ments  des  integrales  d'un  systeme  d'^quations  diflTi^rentiellcs  to- 
tales ou  particlles,  avaient  fait  la  matiere  de  deux  M^moires  publics 
avec  le  concours  de  M.  Riquier,  dans  les  Annates  scientifiques 
de  l^Ecole  Normale  sup^rieure, 

Je  ne  sais  si  ce  rapide  r^sum^  aura  pu  donnerau  lecteur  quelque 
id^e  de  la  parfaite  homog^n^it^  du  livre  de  M.  M^ray,  de  I'ordre 
qui  y  r^gne,  du  caracl^re  naturel  el  de  la  rigueur  absolue  des  de- 
monstrations. C'est  le  livre  lui-m^me  qu'il  faut  lire.  Le  terrain  est 
maintenant  singulierement  d^blay^  pour  les  monographies  de 
fonctions  et  les  applications  diverses  qui  rempliront  les  volumes 
suivants,  dont  nous  esp^rons  que  la  publication  ne  se  fera  pas 
attendre.  J.  T. 


DEDEKIND.  —  Vorlesungen  ueber  Zahlentiieorie  von  P.-G.  Lkjeune-Di- 
RicuLET.  Vierte  Aufgabc.  i  vol.  in-8°,  viii-657  p.  Braunschweig,  Vieweg 
und  Sohn,  1894. 

Nous  sommes  heureux  d^annoncer  la  quatri^ine  edition  des 
Legons  de  Lejeune-Dirichlet  sur  la  theorie  des  nombres.  Ces 
lemons  sont  classiques,  dans  toute  la  force  du  mot;  elles  sont,  k 
bien  des  ^gards,  definitives,  etM.  Dedekind  n'avait  pas  a  toucher 
a  la  redaction  qu'il  en  avait  donnec,  il  y  a  deja  bien  des  annees; 
toutefois,  il  a  pris  grand  soin  de  tenir  a  jour  les  renseignemenls 
bibliographiques,  afin  de  permettre  au  lecteur  de  consulter  les 
travaux  dont  quelques  points  ont  ete  Tobjet.  II  n'est  pas  de  livre 
qui  puisse  dispenser  entieremcnt  le  lecteur  de  recourir  aux  tra- 
vaux qui  Tout  precede,  non  plus  qu'a  ceux  qui  Pont  suivi.  Les 
lemons  dc  Diriclilel  elles-nicmes  irenipecheront  point  qu'on  lisc 
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les  Disquisitiones  de  Gauss,  ni  les  rccherchcs  de  Kroneckcr  siir 
la  loi  de  reciprocity,  pour  ne  parler  que  de  celles-la. 

Mais,  s*il  a  eu  la  pi^te  de  ne  pas  toucher  a  la  partie  de  son 
Livre  qui  reproduit  renseignement  de  Diriclilet,  M.  Dcdekind  a 
donn£  tous  ses  soins  a  am^liorer  et  k  completer  ce  qui  est  son 
oeuvre  propre  et,  assurement,  un  de  ses  plus  beaux  titres  de  gloire, 
celie  Allgemeine Zahlentheorie,  ou  se  trouvent  d^velopp^s,  d*une 
fagon  sjst^matique  et  rigoureuse,  les  concepts  de  corps  et  de  mo- 
dule et  qui  aboutit,  par  la  notion  des  ideaux,  h  la  claire  exposi- 
tion de  ces  lois  de  la  divisibility  des  nombres  alg^briques  donl 
Fordre  et  Tunit^  ^taient  si  profond(^ment  caches  (*).  Dans  cette 
belle  exposition,  M.  Dedekind  part  de  la  notion  de  nombre  dans 
toute  sa  generality,  et  descend,  par  une  suite  de  concepts  abstraits, 
aux  propriet^s  des  nombres  algebriques,  qui  sont  son  objet 
propre.  On  lui  a  reproche  ce  point  de  depart  qui,  dit-on,  est 
Stranger  k  I'Arithmetique.  Quelle  que  soit  la  force  de  cette  cri- 
tique, il  est  juste  de  ne  pas  oubiier  que,  dans  d'autres  Merits, 
M.  Dedekind  a  su  donner  a  la  notion  de  nombre  irrationnel  toute 
la  clarte  dout  elle  parait  susceptible,  et  de  reconnaitre,  tout  au 
moins,  la  l^gitimite  et  la  solidite  de  la  construction  qu^il  a  edifiee  : 
elle  subsistera  sans  doute,  k  c6te  d^autres  constructions. 

J.  T. 


(■)  Les  lecteurs  du  Bulletin  n'oot  pas  oubli^  Ic  M^moire  ( i'*  S(^rie,  t.  XI,  ct 
a*  s^rie,  t.  I)  oil  M.  Dedekind  a  expose  d'une  fagon  si  int^ressanle  I'historique 
de  la  question,  la  genese  de  ses  propres  idees,  et  comment,  en  particulier,  il 
aTait  6t6  ameD^  i  compldler  la  conception  g^nialc  de  Kummer. 


92  PREMlfeRE   PAKTIE. 


MELANGES. 

SUR  LE  GHANGEMENT  DE  VARIABLES  DANS  UNE  INT£GRAL£  DOUBLE; 

Par  M.  E.  GOURSAT. 

La  m^lhode  que  Ton  emploie  orcllnairement  dans  les  cours 
d'Anal^se  pour  ^lablir  la  formule  du  changement  de  variables  dans 
une  integrate  double  est  soumise  a  des  objections  dont  la  discus- 
sion est  assez  delicate.  Voici  une  autre  methode  que  j'ai  donn^e 
dans  mon  cours  a  I'lilcole  Normale,  pour  obtenir  cette  formule. 

Soient  Oxj  Oy  deux  axes  de  coordonnees  rectangulaires  dans 
un  plan  P,  A  une  portion  finie  de  ce  plan,  limit^e  par  un  contour 
simple  C,  F{Xyy)  une  fonction  continue  des  deux  variables  x  et 
y  a  rintc^rieur  du  contour  C  et  surce  contour  lui-m^me.  Divisons 
la  region  A  en  n  portions  plus  peiiles  <2|,  rt2»  •••>  ^«>  d'une  fagon 
arbilraire,  et  soit  w/Taire  de  la  portion  a,;  prenonsensuiteal'int^- 
rieur  de  cti  ou  sur  le  contour  de  cette  portion  du  plan  un  point  de 
coordonnees  {xi,yi).  La  somme 


n 


^txiiV(xi,yi) 


1=1 


tend  vers  une  limile  parfailement  delermin^e,  lorsque  le  nombre  n 
augmente  indefiniment,  de  telle  fagon  quechacune  des  regions  a/ 
dcvienne  infiniment  petite  dans  toutesses  dimensions.  C*est  cette 
limite  qu'on  appelle  Finlegrale  double 


j  I  ¥{x,y)dxdy, 


etenduc  a  la  portion  A  du  plan  (' ). 
Cela  pose,  soient 

(n 


(')  On  suppose  ac(|ui!»e,  dans  cette  fJefinilion,  la  notion  de  Taire  d'unc 
roiirbe:  cette  notion  n'cxige  (jiie  la  consideration  d'integrales  simples  (Picard. 
7'raitd  d' Analyse). 
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des  formules  cle  Iransformalion,  remplagant  le  sjsleme  de  varia- 
bles {x^y)  par  un  nouveau  sysl^me  de  variables  indepcndantes 
(m,  r).  Nous  supposons  :  1°  que  ces  formules  font  corrcspondre 
d'une  faQon  univoque  une  cerlaine  portion  B  du  plan  (;/,  r)  a  la 
region  A  du  plan  (^,  J^),  et  que  le  contour  CJ  de  B  correspond 
aussi  point  par  point  au  contour  C  de  A;  2*^  que  les  fonctions 
y(u,  v)  et  ?(tt,  v)  sont  continues,  ainsi  que  leurs  d^rivees  par- 
tielles  du  premier  et  du  second  ordre  k  I'int^rieur  de  C  et  sur  ce 

contour;  3®  que  le  determinant  fonctionnel  ~^  — ^^ n'esl  jamais 

negatif  dans  la  region  B. 

Lorsque  le  point  {x^y)  d^crit  le  contour  C  dans  le  sens  direct, 
le  point  (i/,  v)  decrit  le  contour  G  dans  un  certain  sens,  que  nous 
d^terminerons  tout  ^  Theure. 

Appelons  Q  et  Q'  les  aires  des  deux  regions  A  etB;  nous  allons 

chercher  une  expression  du  rapport   -  • 

mm 

Pour  cela,  il  suffit  de  faire  usage  de  la  formule  de  Green,  qui 
s'^tablit  directement  et  sans  avoir  recours  a  aucun  changementde 
variable.  Cette  formule  fondamentale  est  la  suivante  : 

rintegrale  curviligne  ^tant  prise  le  long  du  contour  C  dans  le  sens 
direct,  et  Tint^grale  double  ^tant  ^lendue  a  la  region  A;  dans 
celte  region,  P  et  Q  sont  des  fonctions  continues,  ainsi  que  leurs 
deriv^es.  L'aire  Q  est  representee  par  rintegrale  curviligne 


Q 


=  J  ^dyy 


prise  le  long  de  C  dans  le  sens  direct.  Si  Ton  fail  dans  celte  inte- 
grale  le  changement  de  variable  defini  paries  formules  (1),  cllc 
devienl 

la  nouvelle  int^grale  curviligne  etant  prise  le  long  de  C  dans  un 
sens  convenablc.  On  pcut  appliquer  a  celte  dcrnierc  inlegrale  la 


94  PREMIERE  PARTIE. 

formule  de  Green;  il  siiffil  pour  cela,  apres avoir  rcmplace  x  el  y 
par  u  et  Vy  de  poser 


II  vient 


et,  par  suite, 


?=/(«,•>)  ^^       Q=/(«.o2 


du        dv        0u  Ov        dv  du       D(u,p) 


rintegrale  double  du  second  membre  6tant  ^tendue  a  la  region  B. 
Tous  les  ^l^ments  de  cette  int^grale  ^tant  positifs,  on  doit  prendre 
n^cessairement  le  signe  -h,  et  nousvojons  d^ja  que  les  deux  con- 
tours C  et  C  sont  parcourus  en  m^me  temps  dans  le  sens  positif. 
D'aulre  part,  il  est  clair  que  la  valeur  de  cette  integrale  double  est 

comprise  entre  M  /  j  dudi'  et  m  I  I  dudv^  M  et  m  ^tant  les  li- 

mites  sup^rieure  et  inferieure  du  determinant  fonctionnel  dans  la 
region  consid^r^e,  c'est-a-dire  entre  MQ'  et  mQ\  On  pent  done 

trouver  a  Tint^rieur  de  C  un  point  (5,  t,)  tel  que  le  rapport—, 

ait  la  valeur  que  prend  le  determinant  r.  /*  pour  1/  =  5,  v  =  r.. 
et  on  trouve  finalement 

formule  analogue  a  la  formule  des  accroissements  Gnis. 

ImaginoDs  maintenant  que  Ton  portage  la  region  Ben  n  regions 
plus  petites  6|,  62?  ••  •>  6/1 5  a  cclle  division  de  B  correspond  une 
division  de  A  en  n  regions  «|,  ^2*  •••>  ^nt  les  regions  qui  se  cor- 
respondent ayant  le  memeindice.  Soient  w/  I'airede  a/  et  coji'aire 
de  bi]  appliquons  la  formule  (3)  ^  ces  deux  aires  :  on  a 

,  iD(/?)j 

CO/  =  (1)/   <  ^       —  } 

(w/,  ('/)  elant  les  coordonnees  d'un  point  inierieur  a  la  region  bi. 
A  ce  point  (///,  r/)  correspond  un  ^o\n\,[xi^yi)  interieur  a  a/.  On 
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a  I'^galite 


(4)       2F(x,.:r<)«-/=2F!/(«'.^')-?(«'.''')i|B^Jj,'-i: 


si  I'oD  fait  croitre  indefiDiincnt  Ic  nonihre  n,  de  fa^on  que  toules 
les  regions  partielles  devienncnt  infiniment  petiles  dans  loutes 
leurs  dimensions,  le  premier  membre  de  cetle  ^galil^  a  pour  li- 

roite  rint^grale  double  /  /F(jj,^)rf^rf)',  ^lendue  a  la  region  A 

du  plan  (^7^)7  el  le  second  membre  a  pour  limite  Tint^grale 

double    /  /  F(j?,^")  ^Y'  ^  du  dv^  ^tendue  a  la  region  B  du  plan 

(Uj  v).  On  a  done 

Si  le  determinant  fonctionnel  n^tlsi'il  jamais  positif  dans  H,  il 
faudrail  faire  preceder  du  signe  —  la  seconde  integrate. 

On  d^raontre  de  la  m^me  fa^on  la  formule  du  changement  de 
variables  pour  les  int^grales  triples.  La  demonstration  dcvient  plus 
difficile  h  saisir  lorsqu'il  j  a  plus  de  trois  variables. 
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LIntermediaire  des  Mathematiciens,   r6(iig6  par  C.-J.  Laisant  ct  £mile 

Lemoine,  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils,  iSqj. 

Les  fondaleurs  de  ce  nouveau  journal  sont  Lien  conniis  des  lec- 
teurs  du  Bulletin  :  ce  sont  des  esprils  curieux,  toiijours  en  eveil, 
el  qui  n^ont  pas  peur  des  nouveautes.  C'esl  Lien  a  eux  que  pou- 
vait  venir  I'ld^c  de  eel  Intermediaire  pour  lequel  il  semble  que 
les  souhaits  de  bicnvenue  soienl  inuliles,  tant  il  a  ele  bien  ac- 
cueilli  partout  el  tanl  les  belles  questions,  souvent  posees  par  les 
mailres  de  la  Science,  y  affluent.  Ces  questions  sont  int^ressantes 
par  elles-m^mesy  et  par  ceux  qui  les  onl  faites,  par  le  jour  qu'elles 
jettent  sur  les  choses  qui  les  pr^occupent  :  elles  donneront  sans 
doule  k  quelques-uns  I'occasion  de  quelque  beau  travail,  et  les 
psjehoiogues,  desireux  de  se  renseigner  sur  les  ^tats  d^dme  des 
math^maticiens,  y  trouveront  leur  compte. 

Tous  nos  lecteurs,  sans  doule,  auronl  lu  le  premier  nuniero  de 
cet  Intermediaire  et  voudront  lire  les  suivants  :  ils  ne  cherche- 
ront  siirement  dans  ces  quelques  lignes  ni  une  annonce,  ni  une 
analyse;  ils  nous  permcllront  d'adresser  en  leur  nom  a  MM.  Lai- 
sant et  Lemoine,  ainsi  qu'i  leurs  ^dileurs,  les  remercimenls  aux- 
quels  ceux-ci  onl  droit  pour  le  nouveau  et  original  service  qu'ils 
rendenl  a  la  Science  en  publiant  V Intermediaire  des  malMma- 
ticiens.  J.  T. 


GALIL£E.  —  Le  Opere  di  Galileo  Galilei,  edizione  nationale  sotto  gli  aus- 
picii  di  Sua  Maest^  il  Re  d'llalla.  Volume  IIL  Parte  prima.  400  p.  in-4*'- 
Florence,  Barbara,  1892. 

Le  troisi^me  Volume  de  la  nouvellc  edition  des  OEuvres  de 
Galilee  a  ^l^  divis^  en  deux  parties  :  la  premiere  comprend  le 
Sidereus  Nuncius  et  les  (Merits  qui  s  y  rapportent;  la  scconde, 
r^serv^e  aux  Observations  astronomiques  et  aux  Calculs  concer- 
nant  les  satellites  de  Jupiter,  sera  publi^e  a  part. 

Bull,  des  Sciences  mathe'm,,  2*  scric,  t.  XVIIL  (Mai  1894.)  8 
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Galilee  elait  arrive  a  Tage  de  quarante-sii^  ans,  sans  que  sa  repu- 
tation eiit  d^passe  celle  que  peut  s'acquerir  un  professeur  de  Ma- 
thematiques  distingue,  doot  les  lecons  ont  un  grand  succes,  mais 
qui  n'a  pas  publie  de  travaux  originaus.  en  dehors  de  quelques 
inventions  ingenieuses  qui  semblent  indiquer  que  son  esprit  est 
surtout  oriente  vers  les  applications  de  la  Science.  Tout  a  coup, 
il  fait  connaitre  dans  un  ecrit  d'une  quaranlaine  de  pages,  dont 
V imprimatur  est  du  i*'  mars  iGio,  qu'avant  appris  qu'en  Hol- 
lande  on  avait  imagine  une  lunette  d'approche  donnant  des  resul- 
tats  mer\'eilleux,  ilest  par\'enu,  apres  plusieursessais,  a  construire 
un  pareil  instrument  donnant  un  grossissement  de  plus  de  3o  dia- 
metres;  qu*il  Pa  dirige  vers  le  ciel  el  que  les  observations  qu'il  a 
faites  ainsi  font  amcne  aux  conclusions  suivantes  : 

La  Lune  a  peut-etre  des  mers  ct  une  atmosphere  propre,  en 
tout  cas  des  montagnes  dont  on  peut  evaluer  la  hauteur  qui  d^- 
passe  de  beaucoup  celle  des  montagnes  de  laTerre. 

Les  fixes  ne  sont  pas  grossies  par  la  lunette  comme  le  sonl  les 
planetes,  mais  on  en  voit  un  nombre  beaucoup  plus  considerable 
qu'a  Tceil  nu  et  Ton  reconnait  que  la  voie  lactee  el  les  nebuleuses 
(d'Orion  etde  la  Creche^  sont  des  amas  d'etoiles. 

Enfin,  Jupiter  est  accompagne  de  quatre  satellites  qui  tournent 
autour  de  lui,  de  meme  que  la  Lune,  dans  Thvpolht'se  de  Coper- 
nic,  lourne  autour  du  Soieil  \^*). 

Du  coup,  Galilee  devienl  celebre  :  lout  le  monde  veut  veri- 
fier ces  affirmations  inouies;le  voilii  un  sujet  d'admiration  et 
d'envie. 

Parmi  les  aslronomcs  de  profession,  dont  le  jugement  dcvait 
etre  attendu  par  les  profanes,  les  trois  principaux  elaient  Kepler 
a  Prague  (il  venait  precisement  de  publier  Tannee  precedente  les 
Commenlaires sur  les  momemenls  de  Mars),  Magini  a  Bologne, 
Clavius  a  Rome. 

Kepler,  a  qui  Galilee  a  envo\e  un  des  premiers  exemplaires  du 
Sidereus  Auncius,  repond,  des  le  mois  de  mai,  par  une  Disser- 


(*)  Les  ^diteurs  ont  reproduit  en  facsimile  uo  manuscrit  de  Galilee  donnant 
one  premiere  ebauche  du  Sidereus  fundus;  celle  reproduction  est  des  plus 
int^ressantes:  Tccrilure  de  Galilee  est  d'ailleurs  passablemenl  netle  et  facile  a 
lire. 
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iatio  imprimee.  A  iine  ^poque  ou  il  n'y  avail  pas  de  journaux 
scientifiques,  celte  Dissertatio  reprdsente  unc  analyse  critique  :  il 
ne  faut  pas  y  voir  autre  chose;  elle  est  d'ailleurs  aussi  favorable 
qu'on  peut  I'atlendre  d'un  astronome  qui  n'a  pu  observer  encore 
lui-m^me  les  apparences  annonc^es,  auquel  sa  position  impose 
UDC  certaine  reserve  et  qui  est  d'ailleurs  bien  aise  de  trouver  une 
occasion  de  rappeler  ses  propres  travaux. 

II  fait  tr^s  justement  ressortir  que  le  principal  merite  de  Galilde 
dans  la  construction  de  sa  lunette  est  peut-etre  moins  d'avoir 
r^aiis^  une  combinaison  de  lentilles  d^ja  indiqu(^e  par  Porta  (*), 
que  d'avoir  su  trouver  le  moyen  de  mesurer  exactement  les  petits 
angles. 

Les  decouvertes  sur  laLune  et  les  fixes  ne  font,  dit-il,  que  con- 
firmer  des  opinions  deja  6mises,  m^me  dans  Tantiquite;  cclledes 
satellites  de  Jupiter  est  beaucoup  plus  inatlendue;  ieur  existence 
serait  d'ailleurs  un  puissant  argument  en  faveur  de  Thypotb^se 
de  Copernic  ;  elle  n'est  enfin  nullement  incroyable  et  ne  renver- 
serait  nullement  les  principes  de  TAstrologie,  comme  certains 
pourraient  ^tre  portds  a  le  croire  a  premiere  vue. 

Da  i"  aoAt  au  9  septembre  1610,  Kepler  put  lui-m^me  ob- 
server les  satellites  de  Jupiter  avec  un  des  instruments  envoyes 
par  Galilee  k  I'filecleur  de  Cologne;  il  en  rendit  aussit6t  temoi- 
gnage  par  sa  iVflrrra^io  imprimee  (Francfort,  161 1),  a  laquclle  sont 
jointes  des  epigrammes  latines  de  I'Anglais  Thomas  Scggett.  C'est 
dans  un  de  ces  vers  que  se  trouve  le  celebre  mot  Vicisti,  GalUccCy 
attribu^  a  Kepler. 

En  resume,  Pattitude  du  c^l^bre  aslronome  de  Prague  dans 
toute  cette  question  fut  ires  nette  et  tout  a  fait  digne  dc  lui ;  il  n'cn 
fut  pas  de  m^me  pour  Clavius  et  surtout  pour  Magini. 

C'est  de  I'entourage  de  ce  dernier  que  part  la  premiere  altaque 
contre  Galilee,  la  Bres^issima  peregrinatio  de  Martin  Horky. 
L'auteur  etait  un  jeune  Bohemien,  qui  avait  obtenu  des  recom- 


(•)  On  avait  d'ailleurs  dcji  mis  en  usage,  pour  les  observalions  astronomiques, 
des  tabes  munis  d'une  scule  Icntillc;  Kepler  avoue  n'avoir  pas  cru  antcricure- 
ment  aux  cfTets  annonc^s  par  Porta,  si  Ton  combine  un  verre  concave  avec  un 
convexe,  mais  il  declare  que  ces  efTets  sont  bien  d'accord  avec  les  lois  de  I'Opiique 
et  que  scs  motifs  dc  defiance  tenaient  k  d'autres  circonstances. 
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mandalions  de  Kepler,  el  qui  elail  venu  eludier  la  M^decine  et 
FAslronomie  a  Bologne.  Magioi  le  logeail  chez  lui,  et  s'en  servait 
comme  copisle. 

11  redigea  un  curieux  pamphlet  qu'il  fit  imprimer  a  Modene, 
en  juin  1610.  Get  ^cril,  a  la  fois  vehement  et  alambique,  n'a  au- 
cune  valeur  scientifique;  il  s^atlaqued^ailleurs  a  peu  pres  exclusi- 
vement  a  Texislence  des  satellites  de  Jupiler,  qu'il  declare  ^trede 
pures  illusions  opliques,  analogues  aux  parhelies;  mais  sa  grande 
raison,  c'esl  que  s'il  y  a  vraiment  plusdesepl  astres  errants,  tous 
les  axiomes  de  TAslrologie  tombent  d'eux-m^mes.  Aiosi,  tandis 
que  les  partisans  des  doctrines  d^Arislote  restent  encore  sur  la 
reserve,  les  aslrologues,  comme  Kepler  Tavait  deja  pr^vu,  se  met- 
tenl  en  campagne  conlre  les  Veritas  nouvelles. 

Galilee  n'avait  pas  a  repondrea  une  atlaqueaussi  inconvenante 
dans  la  forme  que  puc^rile  dans  le  fond.  Un  de  ses  eleves,  I'flcossais 
Wodderborn,  langa  une  Confutatio  (Padoue,  octobre  16 10),  ap- 
puyee  surloul  sur  I'aulorite  de  Kepler.  D'aulre  part,  Magini,  fSch^ 
d*^tre maladroitement  compromis,  chassa  Horky  (*)  de  chez  lui, 
s'excusa  aupres  de  Galilee  et  concerta  avec  un  de  ses  eleves, 
Giovanni-Antonio  Roffeni,  VEpis tola apologetica{Bologne,  161 1), 
adressee  au  professeur  de  Padoue. 

II  y  est,  entrc  autres  choses,  relev^  que  Horky  avait  purement 
el  simplemenl  copie  les  injures  adressees  par  lui  a  Galilee  de 
pamphlets  dirig^s  conlre  Tycho  Brahe  par  Raimarus  Ursus. 

La  these  de  Horky  n'en  ful  pas  moins  reprise,  avec  des  argu- 
ments d'apparence  plus  sericux  el  sous  une  forme  plus  moderee, 
par  un  jeune  gentilhomme  florentin,  Francesco  Sizzi,  et  il  semble 
bien  que  Magini  Tail  encourage  sous  main  a  le  faire,  peut-^lre 
pour  distraire  Galilee  de  ses  observations  et  pouvoir  ainsi  le  de- 
vanccr  dans  la  publication  des  eph^merides  des  satellites  de  Ju- 
piter. 

Mais  son  calcul  ful  trompe;  si  Galilee  lut  la  longue  Z^/a/iO£a  de 
Sizzi  (V^enise,  1611),  et  inscrivit  en  marge  quelques  annotations 


(*)  II  retourna  bientot  apres  en  Boh(ime,  ou  Kcf»Icr  lui  lava  forlemenl  la  t^le. 
Apres  une  existence  assez  agilee,  il  fmil  par  s'elablir  a  Hambourg  pour  y  prati- 
quer  la  Medecinc  ct  TAslrologie. 


•    •    • 
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reproduites  par  les  ^diteurs,  il   n'avail  gu^re  a  s'en  preoccii|5ej^ 
davantage  (* ). 

Apr^s  les  aslrologues,  les  peripateticiens  commencent  k  s'aglter;*;'  /» 
le  premier  qui  se  prononce  dans  iin  ecril  ini prime  esl  un  profes- 
seur  de  Philosophie  au  College  Remain,  La  Galla.  Sa  Disputatio 
prolixe  {De  Phcenomenis  in  orbe  Luncey  etc.,  Venise,  ^1612), 
^galement  annot^e  par  Galilee,  est  d'ailleurs  Ires  mesiir^e.  L'aii- 
leur  comble  d'^loges  Tillustre  savant,  et  ne  s'inscrit  en  faux  ni 
contre  ses  observations,  ni  contre  les  deductions  rigoureuses  qui 
en  sont  tiroes;  mais  il  soutient  que,  si  Galilee  a  presented  les  appa- 
rences  constat^es  sur  la  Lune  comme  si  elles  (^taient  dues  a  des 
inegalit^s  de  la  surface  de  notre  satellite,  il  n^a  nullement  eu  Tin- 
lenlion  d'affirmer  Texistence  r^elle  de  ces  inegalit^s,  qui  est  in- 
compatible avec  la  doctrine  d'Aristote ;  les  apparences  doivent  done 
s'expliquer  par  des  differences  de  nature  dans  les  diverses  par- 
lies de  la  surface  de  la  Lune,  qui  r^(l6chissent  in^galement  la 
lumi^re  du  Soleil,  mais  cette  surface  doit  n^cessairement  ^tre  sph6- 
rique. 

La  position  que  prend  La  Galla  vis-a-vis  de  Galilee  indique  la 
nature  de  I'accueil  fait  aux  nouvelles  d^couvertes  par  le  College 
Romain.  Leur  v^rit^  et  leur  importance  ne  sont  pas  contest^es, 
mais  les  consequences  a  en  tirer  sont  au  moins  reserv^es.  C'est  le 
sentiment  qui  perce  dans  le  Nuncius  sidereus  Collegii  Romani 
lu  en  presence  de  Galilee  (mai  1611)  par  le  P.  de  Maelcote  et  ou 
il  fut  publiquement  parle  pour  la  premiere  lois  des  phases  de 
V^nus  et  des  apparences  de  Saturne,  d'apr^s  les  communications 
de  Galilee  a  Clavius  et  les  verifications  entreprises  k  Rome. 

De  la  m^me  dale  est  une  autre  piece^  De  lunarium  montium 
altiiudine,  lue  ^galement  en  presence  de  Galilee  dans  unc  reunion 
scientifique  a  Mantoue.  L^auteur  de  cette  pi^ce,  qui  est  inconnu, 
s'efforce  en  particulier  de  moutrer  un  point  faible  dans  les  raison- 
nements  de  Galilee,  lequel  n'ayant  reconnu  aucune  dentelure  sur  le 
limbe  de  la  Lune,  avait  cherche  a  expliquer  celte  circonstance  tout 


(*)  Sizzi  ^tait  rt^servd  ^  une  fin  malhcurcuse;  venii  en  France,  il  fut  com- 
promis  dans  la  publication  d'un  pamphlet  contre  Luynes  apres  la  niort  dc  Concini 
et  fut  supplici^. 


••• 
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•'erf.  siipposant  que  ce  limbe  n'elait  pas  plus  d^pourvu  de  monta- 
r.ijgnes  que  le  reste  de  la  surface. 
,  '••-'  Les  ^diteurs  onl  enfin  compris  dans  la  partie  aujourd'hui  pu- 
bliee  du  Volume  III  un  dcrit  de  la  m^me  ^poque,  compost  par 
Ludovico  delle  Colombe  centre  le  mouvement  de  la  Terre  el  ao- 
nol6  par  Galilee.  Get  ^cril,  dirig^  en  g^n^ral  contre  les  Goper- 
niciens,  fait  allusion  aux  nouvellcs  d^couvertes,  dans  un  sens 
analogue  au  traite  de  La  Galla.  Les  remarques  de  Galilee  sont 
particuli^rement  interessantes  en  ce  sens  qu'elles  montrent  netle- 
ment  qu'a  cetle  epoque  il  n^avait  pas  encore  une  notion  exacle 
du  principe  de  I'inertie.  11  admel,  en  eflel,  que  les  inouvements 
que  nous  observons  a  la  surface  de  la  Terre  sont  absolument  ind^- 
pendants  de  la  rotation  diurne. 

Le  nouveau  Volume  est  <5dit(5  avec  le  m^me  luxe  et  le  m^me 
soin  que  les  pr^c^denls,  ce  qui  n'etait  pas  sans  presenter  dcs  diffi- 
cultes  particuli^res,  car,  s'il  s^agissait  de  reproduire  surtout  des 
textcs  imprimes,  ces  lextes  etaient  souvent  d^figures  par  des  fautes 
typograpliiqucs.  Une  douzaine  de  ces  fautes  ont  6chappe  a  la  scru- 
puleuse  attention  des  ^diteurs,  mais  il  sera  ais^  de  les  corriger. 

Uans  les  annotations  de  Galilee  sur  ^a  Dianoia  de  Sizzi,  one 
imprime  page  244)  ligne  35,  comme  nom  abr^ge  d'un  auteur 
d'Optique  :  EveL  11  faut  evidemment  lire  Eucl{idis). 

Page  248,  ligne  29 :  Solaexperientianon  potuil  edoce  re ;  ]e  cro'is 
qu*on  doit  corriger  non  en  nos,  Le  sens  est  :  «  L'experience  seule 
a  pu  nous  apprendre  que  la  vue  ne  trompe  pas  aux  faibles  distances 
(car on  peut  s'approcher  des  objets  et  verifier  qu'ils  sont  bien  tels 
qu'on  les  voit);  mais  pour  les  distances  stellaires,  Inexperience 
ne  pent  prononcer;  nous  concluons  seulement  du  moins  au  plus. 
A  cet  egard,  la  vision  avec  la  lunette  est  tout  a  fait  dans  le  m^rae 
casque  la  vision  a  Tcuil  nu.  »  Paul  Tannery. 


MORITZ    CANTOU.    —    VORLESLNGKN     UEBER     GeSCIIICIITE     DER     MaTHEMATIK. 

Erster  Band.  Zwcite  Auflaj;c.  883  p.  in-8^  Leipzig,  Tcubner,  1894. 

Que  troizc  ans  apres  Tapparition  du  gros  volume  consacrc^  par 
M.   Ganlor  a  Thistoire  des  Mathcmatiques  dcpuis  Torigine  jus- 
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qu'en  i  aoo  apres  J.-C,  une  nouvelle  edition  en  soil  devenue 
necessairc,  il  y  a  la  un  siicc^s  de  librairie  ^videmnient  du  au  md- 
rile  d'un  Ouvragc  dent  il  serait  superflu  dc  fairc  a  nouveau  I'eloge, 
nriais  ce  succ^s  est  d^autant  plus  remarqiiable  qii'en  ivalite  le  norn- 
bre  de  ceux  qui  s'interessent  a  Thistoire  de  la  science  est  malhcu- 
reusement  tr^s  restreint;  il  me  suffira  de  rappcler  a  ce  sujetqu'un 
projet  de  traduction  frangaise  de  ce  volume  de  M.  Cantor  n'a  pu 
aboutir  il  j  a  dix  ans,  faute  de  trouver  un  dditeur  qui  consenlit  a 
se  charger  des  risques  de  I'entreprise. 

L'auteur  a  tout  fait  pour  que  sa  nouvelle  (Edition  obtienne  le 
inline  succes  que  la  premiere;  ily  a,  d'unepart,  apport^  toulesles 
corrections  dc  detail  qui  lui  ont  ^t^  signalties  ou  dont  il  a  lui-memc 
reconnu  la  n^cessit^  (et  quel  est  Fouvrage  d'^rudition  qui  n'en 
reclame  pas?);  d'un  autre  cote,  il  a  mis  son  histoire  au  courant 
des  travaux  les  plus  r^cents  par  dcs  additions  ou  des  modifications 
plus  ou  moins  importantes. 

Je  crois  int^ressant  de  signaler  rapidement  les  nouveautds  ou 
les  changements  les  plus  considerables  : 

Chap.  /.  —  Refutation  de  I'opinion  de  M.  Ilodet,  qui,  dans  un 
article  du  Journal  asialique,  1882,  s'est  refuse  a  voir  des  pro- 
bl^mes  d'Algebre  dans  les  questions  que  traite  lecelebre  Manuel 
d^Ahmes  (Papyrus  Rhind-Eisenlohr).  Notre  compatriote  s'etait 
cerlainement  place  a  un  point  dc  vuc  trop  etroit,  d'autant  qu'en 
fait  les  mathematiciens  ne  sont  guere  d'accord  sur  la  limitation 
eflective  du  champ  de  FAIgebre. 

Chap,  IV.  —  Adhesion  a  Topinion  de  Gow(i884),  d'apres  la- 
quelle  le  syst^me  des  lettres  numerales  cliez  les  Grecs  a  ete  com- 
bine k  Alexandrie,  au  plus  t6t  vers  Tan  3oo  avant  notrc  ere. 

Chap.  VI.  —  Le  pythagoricien  Thymaridas  dc  Paros  est  replace 
a  repoque  anterieure  de  Platon;  au  sujet  de  cet  arithmeticien, 
dont  les  travaux  ont  eu  une  grandc  importance,  mais  sur  lequel 
nous  n'avons  malheureusement  que  trop  pen  de  renscignements, 
je  remarquerai  que,  dans  Martianus  Capella,  son  nom  a  etc  cor- 
rompu  en  Thermacides,  et  que,  d'apres  cc  passage,  on  doit  lui  attri- 
buer  Femploi  du  tcrmc  de  pythnicn,  pour  designer  les  nombres 
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qui  forment  ud  rapport  donne  sous  sa  plus  simple  expression. 
M.  Cantor  admet,  avec  moi,  que  la  poleniiqne  de  Zenon  d'El^e 
contre  la  pluralile  ^lail  dirigee  en  parliculicr  conlre  la  conception 
du  point  chez  les  Pjthagoriens  et  a  eu  la  plus  grande  importance 
pour  Teclaircissement  de  cette  notion  fondamentale. 

Chap.  JCI.  —  Additions  sur  les  travaux  mathematiquesdes  pla- 
toniciens  Philippe  d'Oponte  et  Speusippe,  du  p^ripetaticien  Di- 
cearque. 

Chap.  A'lII.  —  M.  Cantor  admet  maintenant,  avec  M.  Zeulhen 
et  moi,  que  la  solution  numerique  des  equations  du  second  degre 
^tait  connue  des  Grecs  au  temps  d'Euclide.  II  signale,  d*apres 
Heiberg,  que  la  section  elliptique  du  cylindre  (droit)  devait  ^tre 
connue  a  la  m^me  epoque  et  portait  peut-elre  le  nom  de  thyreos 
(bouclier).  Je  crois,  en  ce  qui  me  concerne,  que  le  cylindre  a  dd 
^tre  coupe  avanl  le  cone,  et  que  les  proprietes  essentielles  de  sa 
section  ont  ete  reconnues  des  avantMenechme,  probablement  par 
Eudoxe.  Les  travaux  de  ce  dernier  auront  ete  negliges  a  partir  du 
moment  ou  les  memes  proprietes  auront  ete  reconnues  a  la  section 
normale  du  c6ne  acutangle;  on  sait  que  le  nom  A'^ ellipse  n'est  pas 
anlerieur  a  Apollonius.  D^veloppements  sur  les  travaux  d'Auto- 
Ijcus  de  Pitane  et  les  procedes  d'arpenlage  indiques  dans  VOptique 
d'Euclide. 

Chap.  AIV.  —  Restitution  a  Arcliimede  des  tlieoremes  sur 
Varbelos. 

Chap.  XW  —  Indication  d'un  Abacus  in  Gra*co  qui  aurait 
existe  en  manuscrit  a  la  bihliolheque  de  Saint-Marc  a  Venise,  au 
xviii*^  siecle,  et  qui  serait  perdu  aujourd'hui.  11  me  parait  douteux 
qu'il  faille  entendre  sous  cette  designation  un  Traite  de  calcul 
sur  Tabaque  (abacus,  au  mojcn  age,  signifiant  souvent  FAritb- 
melique  en  general)  (*). 


(*)  Verification  faite  en  comparant  rindication  donn^e  par  Montfaucon  avec  le 
catalogue  de  ZanneUi,  il  me  paratt  certain  qu'elle  se  rapporle  au  manuscrit 
grec  333  (xv  siecle),  qui  eiiste  tonjours  ^  la  Bibliolhoque  de  Saint>Marc.  II  de- 
bute par  un  Trcictatus  in   compendio  scicntuc  calculatoricVj  qui  est  anonyme, 
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Chap.  JCVL  —  D'apres  un  fragmenl  r^cemment  d^couvert 
d'Anth^mius  de  Tralles,  Apollonius  aurait  ecrit  sur  les  miroirs 
incendiaires  (izepl  iruptwv).  Ddveloppcmcnts  sur  les  trait^s  perdus 
d'Apolionius  de  la  section  en  aire  et  des  directions. 

Chap. X XIV >  —  Kluge  a  cherch^  a  d^montrer  que  la  redaction 
du  XV^livre  des  filementsest  due  a  trois  ecrivains  differenls,  dont 
le  dernier  aurait  el^  I'el^ve  d'Isidore  de  Milet  (roncle  ou  le  neveu?). 
Details  sur  le  papjrus  grec  d'Akmim  public^  par  J.  Bailtet  dans  les 
Me  moires  de  la  Mission  fram^aise  aii  Caire,  1892.  Nouvellcs 
indications  concernant  Michel  Pselhis  et  Nicolas  Rhabdas. 

Chap.  XXVII.  —  M.  Cantor,  qui  maintient  loujoiirsrauthen- 
ticit^  de  la  Geometric  attribute  a  Boece,  reconnait  maintenant  que 
YArchitas  qui  y  est  menlionn^  nc  pcut  ^Ire  que  Tancien  pytha- 
goricien ;  il  suppose  que  Bo^ce  a  eu  entre  les  mains  des  traduc- 
tions latines  d*ecrits  sous  ce  nom. 

Chap.  XXIX.  —  Details  sur  le  fragment  de  Touvrage  algd- 
brique  hindou  Ito\x\^ k^dks\id\\ {Indian  Antiquary ,  1888).  Nou- 
vellcs conjectures  sur  rorigine  de  I'approximation  t:  =  y/10  dans 
rinde. 

Chap.  XXXIV.  —  La  fausse  traduction  du  mot  arabe  djibd 
par  sinus  ne  parait  pas  anterieure  a  Regiomontanus. 

Chap.  XXXVI.  —  Details  sur  le  Traits  du  quadrilatere  de 
Nasir-Eddin,  public  par  Karatheodorj  Pacha  en  1892. 

Chap.  XXXIX.  —  La  date  du  plus  ancien  manuscrit  de  la 
Geometrie  attribute  a  Gerbert  est  fix^e  entre  1 127  et  1 160.  Nou- 
velle  defense  de  I'anthenticite  de  la  Regula  de  Abaco  computi 
de  Gerbert.  Sur  Franco  de  Liege. 

Chap.  XL.  —  Un  des  plus  anciens  auteurs  qui  aient  ^crit  sur 


mais  ne  diflfere  pas  de  la  premiere  lettre  de  Rhabdas.  C'esl  I^  V Abacus  in  Grceco 
de  Montfaucon;  il  marque,  comme  contcniies  dans  le  m<^me  manuscrit,  une  Gceo 
desia  (qui  est  celle  de  H^ron)  et  des  Tabulce  persicce  (d'Isaac  Argyrc),  qui  se 
retrouvent  eflTectivement  dans  le  Marcianus,  323. 
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le  calcul  avec  les  chiffres  arabes  (an  xii*^  siecle)  porle  sur  les  ma- 
nuscrits  le  nom  d^Ocreatus,  qu'on  avail  jusqu'a  present  transcrit 
par  la  forme  irlandaise  O'Creat.  M.  Cantor  remarque,  d'apr^s 
M.  Watlenbach,  que  ocreatus  est  un  mot  latin  qui  signifie  botte. 
(II  peut  done  aussi  repr^senter  une  forme  telle  que,  par  exemple, 
Ilouzeau),  On  ignore,  en  fail,  si  le  personnage  en  question  est 
frangais  ou  anglais. 

Ces  rapides  indications  suffisent,  je  I'esp^re,  pour  montrer 
rint^ret  que  peut  presenter  la  nouvelle  Edition  de  Touvrage  de 
M.  Cantor,  mdme  pour  les  lecteurs  de  la  premiere.  Je  me  crois 
loulefois  oblige  d'allonger  ce  compte  rendu  pour  dire  quelques 
mots  de  deux  questions  particulieres,  quoique  j'y  doive  faire  in- 
tervenir  le  haissable  moi, 

Dans  mon  essai  sur  la  Geometric  grecque  (  *),  j'ai  traduit  un 
passage  de  Jamblique  :  exaXsTfo  Ik  if;  yewixeTpfa  7:po?  IIuOaYipo'j 
tffTCp(a.  «  La  G^om^trie  fut  appel^e  Tradition  venant  de  Pythagore  » 
entendant  que  ces  derniers  mots  ^taient  le  litre  d'un  ouvrage 
g^om^trique  determine.  M.  Cantor  (p.  i44)  declare  que  ce  pas- 
sage est,  de  fait,  k  peu  pr^s  incomprehensible  el  objecle  que  ma 
traduction  ne  serait  legitime  que  si  Tarticle  tI;  se  trouvait  r^pet^ 
avant  xpo?.  Je  crois  pouvoir  affirmer  prdcisement  le  contraire, 
parce  que  Tusage  pour  les  articles,  dans  les  phrases  de  ce  genre, 
est  absolument  le  m^me  qu'en  frangais,  et  que  les  Grecs  n'avaient 
pas  d'ailleurs  I'habitude  de  faire  prec^der  d'un  article  le  litre  de 
leurs  livres.  Avec  Tarticle  y;  devant  -jrpc^,  il  faudrait  done  traduire 
lilt^ralement  :  «  La  Geometric  fut  appelee  la  tradition  de  Pytha- 
gore )),  et  ce  serait  de  la  science  elle-m^me  qu'il  s'agirail,  non  de 
la  premiere  Geometric  publi^e  par  les  Pylhagoriens.  C'esl  la  une 
interpretation  dont  je  crois  avoir  suffisamment  montre  Finvrai- 
semblance,  pour  ne  pas  insister  davantage  aujourd'hui  sur  ce 
point. 

Parmi  les  autres  citations  que  M.  Cantor  a  bien  voulu  faire  de 
mcs  Iravaux,  il  en  est  encore  une  ou  il  croit  devoir  ecarter  comme 
«  passablement  en  Tair  »  une  conjecture  que  j'ai  emise  dans  mes 
Rccherches  sur  Vhisioire de  VAstronoinie  ancienne, p. 6^,  68(^), 


(•)   Paris,  Gauthier-Villars,  1887, 
(')  Paris,  Gauthicr-Villars,  1893. 
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a  savoir  que  la  valeur  ic=3,i4i6,  que  Ton  Irouve  daus  Tlnde, 
serai t  due  k  Apollonius  de  Perge.  Je  rappellerai  lout  d'abord  que 
je  n'ai  ^mis  cetle  conjecture  que  sous  diverses  reserves  et  ai  plu- 
l6t*cherch^  k  poser  uue  question  qu'a  la  r^soudre.  Cependantnous 
Savons  pertinemnient,  commeM.  Cantor  ne  manque  pas  de  le  si- 
gnaler, qu'Apollonins  avail  donn^  de  tz  une  valeur  plus  approch^e 
que  celle  d*Archimede.  Or,  il  est  facile  de  verifier  que,  si  Von 
applique  le  proc^d^  d'Archim^de,  pour  oblenir  une  plus  grande 
approximalion  en  poussanl  jusqu'au  poljgone  regulier  de  384 
c6t^Sy  au  lieu  de  celui  de  96  auquel  il  s'esl  arr^tc^,  on  Irouve  deux 
d^cimales  exacles  de  plus,  a  condition,  bien  entendu,  de  prendre 

pour  y/3  une  valeur  suffisamment  approchee  pour  quele  calcul  ne 
devienne  pas  illusoire.  On  doit  done  logiquement  conclure  que 
la  valeur  trouv^e  par  Apollonius  ^tait  au  moins  aussi  approchee 
que  3,i4i6. 

Si  maintenant  nous  retrouvons  celle  valeur  dans  Flnde  el  si 
pr^cisement  un  auteur  hindou  nous  dit  qu^elle  a  ei6  oblenue  en 
emplojant  le  polygone  de  384  coles,  la  probability  qu^elle  ait  et^ 
oblenue  dans  Tlnde  est  d'aulant  nioins  grande  que  les  connais- 
sances  Irigonom^triques  paraissent,  dans  ce  pays,  avoir  ^l^  em- 
prunl^es  aux  Grecs  en  meme  temps  que  les  connaissances  astro- 
nomiques,  comme  M.  Cantor  le  prouve  surabondamment.  11  me 
semble  done  que  Ton  revient  nalurellement  a  la  question  que  j'ai 
pos^e.  A  quel  Grec  peul  ^Ire  due  celle  approximalion,  si  ce  n'esl 
a  Apollonius?  Paul  Tannery. 


MELANGES. 

LA  LOGIQUE  MATH£MATIQUE  AVANT  LEIBNIZ ; 

Par  M.  Gino  LORIA. 

«  Leibniz  a  ^nonce,  il  j  a  deux  sicclcs,  le  projet  de  creer  une 
^criture  universelle,  dans  laquelle  toutes  les  idees  compos^es 
fussent  exprim^es  au  mojen  de  signes  convenlionnels  des  id<5es 
simples,  selon  des  regies  fixes,  11  dit  :  Ea  si  recte  conslitula 
fuerinl  et  ingeniose,  scriplura  liaec  universalis  aequc  erat  facilis 
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quam  communis,  et  quae  possit  sine  omni  lexico  legi,  simulque 
imbibelur  omnium  rerum  fundamentalis  cognilio  {Dissertaiio 
de  arte  combinatoria,  Lipsia;,  1666,  n"  90). 

»  Ala  solution  de  ce  probl^me  a  contribue  d'abord  le  develop- 
pement  de  r^criture  alg^brique,  qui  s'est  beaucoup  perfeclionn^e 
apres  Leibniz.  Au  mojen  des  signes  -4-,  — ,  =,  >-,  etc.,  des  pa- 
rentheses et  des  leltres  de  Talphabet,  ellepermetd'^crireen  sym- 
boles  quelques  propositions.  Mais,  ce  qui  a  le  plus  contribu^  k  la 
solution  du  probleme,  c'est  la  nouvelle  et  importante  science 
qu'on  appelle  IjOgique  mathematiqiie,  et  qui  ^tudie  les  pro- 
pri^tes  formelles  des  operations  et  des  relations  de  logique. 
Cette  science  a  ^td  cultivre,  dans  notre  si^cle,  par  Boole,  Cayley, 
Clifford,  Delboeuf,  de  Morgan,  Ellis,  Ir^ge,  Grassmann,  Giinther, 
Ilalstcd  Jevons,  Liard,  Macfarlane,  Mac  Coll,  Nagy,  Peirce, 
Poretzky,  Venn  el  par  beaucoup  d'autres  donton  trouvera  le  nom 
dans  le  Livre  de  M.  Schroder,  Algebre  des  Logiky  Ouvrage  qui 
cont!ent  tout  ce  qu'on  a  public  sur  celte  branche  des  Matb^ma- 
tiques. 

»  Par  la  combinaison  des  signes  d'Algebre  et  de  Logique,  on 
pent  exprimer  en  svmbolcs  des  propositions  loujours  plus  lon- 
gues  et  plus  compli^tes,  et  le  rd'sultat  auquel  on  est  arriv^  dans 
ces  derni(^res  ann^es  est  qu'on  pent  repr^senter  toutes  les  rela- 
tions de  Logique  avec  pen  de  signes  ayant  une  signification  precise, 
et  assujettis  a  des  regies  bien  determinc^cs.  En  consequence,  en 
introduisant  des  signes  pour  indiquer  les  idees  de  TAIgebre  ou 
de  la  Geonielrie,  on  peutenoncer  en  symboles  les  propositions  de 
ces  sciences.  Maintenant,  une  Societe  de  niathematiciens  public 
un  formulaire  qui  sc  propose  de  contenir  toutes  les  propositions 
connues  sur  certains  sujets  de  Mathematique.  (]e  formulaire, 
<5crit  enliercmcnt  en  symboles,  est  public  par  la  liiiusla  di  Ma- 
te mat  ica.  » 

On  voit,  (Faprrs  ces  lignes  que  nous  avons  empruniees  a  Yin- 
troduction  an  Formulaire  de  Mathematique  que  vient  de  pu- 
blier  M.  Peano  dans  sa  (|ualitc  dc  directeur  de  la  Rwista  di  Ma- 
tematica  (*),  qu'un  groupe  do  mathematiciens  s'ost  propose  de 
rcdiger  une  sorlc  de  grande  encyclopedic,  une  espccc  de  reperto- 


(»)  Aotations  dc  Logique  mathematique,  par  G.  Peano.  Turin;   iH<)\. 
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rium  oil  Ton  Irouvera  cDonces  en  sjmboles  logiques  les  defini- 
tions et  les  th^or^mes  plus  imporlants  qui  se  rapporlent  aux  dif- 
ferenles  sciences  exactes.  Je  ne  veux  pas  disculer  ici  en  detail  cc 
projet;  les  critiques  pourront  remarquer  qu'avant  d'emplojer 
une  nouvelle  langue  pour  exposer  i'ensemble  d'une  science,  il 
faut  s'^lre  assur^  d'avance  que  la  grande  majority  des  savants  la 
coDDait,  la  trouve  bonne  et  est  dispos^e  a  I'emplojer,  toutes 
choses  qu^on  n'a  pas  encore  fait  par  rapport  a  la  Logique  math^- 
matique;  mais  a  cette  remarque  on  pent  r^pondre  qu'apr^s  s'etre 
convaincu  qu'une  langue  est  propre  k  exprimer  completement  un 
certain  ordre  d'id^es  (et  telle  est  sans  discussion  la  Logique  ma- 
thematique  appliqu^e  aux  sciences  exactes),  pour  en  accroitre  la 
diffusion  il  n'y  a  rien  de  mieux  que  de  remployer.  Mais,  je  le 
r^pele,  mon  but  actuel  n'est  pas  d'essayer  de  determiner  la  va- 
leur  de  la  methode  dont  M .  Peano  s^est  fait  un  des  avocats  les 
plus  actifs;  je  veux,  au  contraire,  seulement  faire  remarquer 
—  ce  qui  semble  avoir  ^chapp^  m^me  a  M.  Schroder  —  que  I'en- 
trepriseque  j'ai  signal^e  a  ^le  essay^e,  il  y  a  deux  cent  cinquante 
annees(c'esl-a-dire  avant  Leibniz),  par  le  nialh(^maticien  fran^ais 
Pierre  Herigone  (*).  En  eflet,  non  seulement  il  s'est  propose  de 
r^unir  un  grand  nombre  de  recherches  mathematiques  detacli^es 
en  lesexposant  d'une  mantere  uniforme,  mais  il  a  d^couvert  une 
methode  pour  exposer  les  raisonnements  mathematiques,  plus 
courte  que  I'ordinaire,  intelligible  pour  tout  le  monde  et  qui,  k 


(*)  Le  litre  complet  de  TOuvrage  auquel  nous  nous  rapportons  est  :  Cursus 
maihematicus,  nova,  breviy  et  clara  methodo  demonstratus  per  notas  reales 
et  tmiversales,  citra  usum  cuiuscunque  idiomatis,  intellectu  faciles.  Cours  ma- 
thematique  demonstre  d'une  novvelle,  brief  ve  et  claire  methode^  par  Notes 
reelles  et  uniuersellesy  qui  peuuent  estre  entendues  facilement  sans  V usage 
cTaucune  langue,  A  Pietro  Herigons  mathematico.  Parisiis,  MDCXLIV. 

Sur  la  vie  de  Tauteur,  je  ne  peux  donner  aucun  renseignement  :  m^me  les 
dates  extremes  sont  inconnues  ^  tous  les  historiens  auxquels  j*ai  eu  recours. 

II  n'est  peut-^tre  pas  hors  de  propos  de  remarquer  ici  que,  m^me  dans  les 
OEuvres  de  Carnot,  on  peul  trouver  des  traces  certaines  d'une  symbolique  ana- 
logue ^  cclle  de  H^rigone  ( voir  Geometrie  de  position,  p.  4^5,  oil  on  lit  la  dis- 
tinction entre  «  formule  technique  »  el  «  formule  algebrique»  Dela  correlation 
des  figures  en  Geometrie,  p.  5i  et  ailleurs);  mais  il  semble  que  Carnot  n'a  pas 
eu  le  courage  de  I'employer  r^gulierement.  D'ailleurs,  c*est  mon  opinion  que  des 
citations  analogues  pourraienl  £tre  multipliees  par  quiconque  ait  le  bonhcur 
d'etre  en  possession  d'une  Erudition  plus  vastc  que  la  miennc. 
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rinstar  de  la  Logique  math^matique  moderne,  permet,  a  lout  mo- 
ment, de  verifier  qu'on  n'emploie  que  des  definitions  d^ja  ex- 
pos^es,  des  axiomes  d^ja  accepl^s,  des  propositions  dej^  d^- 
montr^es.  Certainement,  H^rigone  n'a  pas  la  grandeur  des  idees, 
la  g^nialit^  des  aper^us  philosophiques  de  Leibniz;  toutefois,  il 
connait  tres  bien  la  valeiir  de  ses  proc^des,  comme  on  le  voit 
par  les  lignes  suivantes  de  la  preface  a  son  Ouvrage  : 

<(    ...   J'ay  inuente  vne  nouuelle  methode  de  faire  les  demons- 
trations, briefue  et  intelligible,  sans  Tvsage  d'aucune   langue. 
Qu'elle  soit  briefue  et  intelligible  sans  I'vsage  d'aucune  langue, 
il  appert  k  Touuerlure  du  liure.  Qu'elle  soit  bien  intelligible,  il 
sera  manifeste  k  ceux  qui  auront  Fintelligence  de  mes  Notes,  el 
qui  auront  entendu  quelques  demonstrations  faites  par  le  moyen 
d'icelles.  11  n'j  a  point  de  doute  aussi  qu'elle  ne  soit  plus  intelli- 
gible que  la  methode  ordinaire,  veu  qu'en  cesle  methode  on  n'af- 
firme  rien  qu'il  ne  soit  confirm^  par  quelque  citation  :  ce  que  les 
autres  autheurs  n'obseruent  pas  exactement,  mais  chacun  mesu- 
rant  la  necessity  des  citations,  par  ce  qui  leur  est  manifeste,  ou 
obscur,   vsent  de  beaucoup  de  consequences  sans  citations  qui 
neantmoins  seroient  necessaires  k  ceux  qui  sont  moins  aduancez. 
Joint  aussi  qu'en  la  m^lhode  ordinaire  on  se  sert  de  beaucoup  de 
mots  et  d'axiomes  sans  les  auoir  preniierement  expliquez,  mais 
en  ceste  mdthodc  on  ne  dit  rien  qui  n'aje  esle  expliqu6  et  con- 
cede aux  premices  :  mesme  aux  demonstrations,  qui  sont  quelques 
peu  longues,  on  cite  par  lettres  grecques,  ce  qui  a  esle  demonslre 
en  la  suite  de  la  demonstration.  Et  parce  que  chaque  consequence 
depend  immediatement  de  la  proposition  cit^e,  la  demonstration 
s'enlretient  depnis  son  commencement,  iusques  a  la  conclusion, 
par  vne  suite  continue  de  consequences  legitimes,  necessaires  et 
immediatcs,  coutenues  chacunc  en  unc  petite  ligne,   lesquelles 
se  peuuent  resoudre  facilemenl  en  sjllogismes,  a  cause  qu'en  la 
proposition  cit^e,  et  en  cclie  qui  correspond  a  la  citation,  se  trou- 
uent  toutes  les   parties  du   syllogisme   ....   La  distinction  de  la 
proposition  en  ses  membres,  sgaiioir  en  I'hypothcse,  I'explication 
du  recjuis,  la  construction,  ou  preparation  du  requis,  et  la  demons- 
tration soulage  aussi  la  memoire,  ct  sert  grandenient  a  I'inlelli- 
gence  de  la  demonstration.  » 

Le  fondcmenl  de  la  m^thodc  d'Hcrlgone  est,  comme  ceini  de 
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ia  Logique  math^maliqiie,  remploi  d'un  certain  nombro  de  sym- 
boles  pour  designer  des  conceplions  abstraites;  mais  il  ne  faut 
pas  chercher  dans  son  Cours,  pas  m^me  un  premier  essai  de  r^- 
duire  au  minimum  le  nombre  de  symboles  n^cessaires  pour  ex- 
poser  loule  line  branche  de  Malh^inatiques,  reduction  dans  la- 
quelle  se  trouve  un  haul  probldme  philosophique  dont  noire 
anleur  semble  n'avoir  pas  m^me  suppose  I'cxislence,  et  dont  au 
coDtraire  s'occupent  continuellement  les  logiciens  math^mati- 
ciens  de  noire  epoque;  il  introduit,  au  conlraire,  autant  de  sym- 
boles qu'il  lui  semble  bon.  Par  exemple,  il  ^crit  le  mot  est, 
mais  il  introduit  en  m^me  temps  Tabreviation  snt  pour  ^crire 
sont^  ii  a  un  symbole  pour  angle  qiielconque  (<)  et  un  pour 

angle    droit  (| );  un   pour  carre  (D)  et  un  pour  parallelo- 

gramme  quelconque  (^),  comme  il  en  a  un  pour  triangle  (A). 
11  se  serl  du  signe  —  pour  dire  droite  et  du  signe  =  pour  de- 
signer deux  droites  paralleles;  il  lui  faut,  en  cons(^quence,  un 
nouveau  symbole  pour  exprimer  I'dgalite  :  il  choisit,  a  cet  effet, 
I'etrange  notation  2 [a,  tandis  que,  par  3|2  el  2|3,  il  repr^sentc 
plus  grand  que  Ql  plus  petit  que;  la  croix(-h)a,  pour  Herigone, 
la  m^me  signification  que  pour  nous  tandis  que  par  conimun  add, 
il  repr^sente  Top^ralion  d'ajouter  une  m^me  chose  aux  deux 
membres  d*une  Equation  et,  par  t  la  preposition  a  el  par  ]_[  le 
mol  ou. 

Par  ce  systeme  de  notations,  qui  forme  en  m6me  temps  une  ta- 
chygraphieet  une  pasigraphie,  Herigone  a  r^ussi  a  exposer,  en  peu 
d^espace,  une  mati^re  Ires  considerable.  QuMl  suffise  de  dire 
que  le  Tome  I  de  son  Cours  (qui,  comme  on  sail,  est  ecrit  en 
deux  langues  :  latin  et  francais)  embrasse,  dans  un  millier  de 
petites  pages  in-S"*,  ou  on  n'a  pas  fait  Economic  d'espace,  une  in- 
troduction, les  treize  Livres  des  Elements  d'Euclide,  suivis  des 
deux  autres  Livres  sur  les  polyi^dres  rdguliers  qu'a  tort  on  consi- 
d^rait  comme  une  continuation  du  c^lebre  Traite  cuclidien,  et 
d'un  long  Appendice  sur  la  Geometric  des  plans ;  ensuite  les  Dates 
d'Euclide  et  cinq  Livres  d'Apollonius  Pergeus  du  Lieu  r^solu, 
d'apr^s  les  restitutions  de  Sncllius  {Problemes  des  sections)^  de 
Marinus  Ghelaldus  (Inclinaisons)  et  de  Vi^te  (A ttouche men ts)-^ 
enfin  la  doctrine  de  la  section  des  angles. 

Mais  tout  cela  est  ccrtainemcnt  insuffisant  pour  peindre  aux 
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yeux  des  lecleurs  qui  nc  connaissent  pas  le  Cours  d'H^rigone 
les  trails  tout  a  fait  originaux  de  ce  remarquable  Ouvrage;  et  je 
ne  connais  mani^re  meilleure  pour  lui  en  donner  une  id^e  que  de 
rapporter  ici  en  finissant  les  pages  qui  se  rapportent  au  th^or^me 
de  Pythagore  et  qui  seront  compl^tement  intelligibles  pour  lout 
lecteur  qui  a  bien  voulu  prendre  la  peine  de  nous  suivre  jusqu'ici. 


Theor.  XXXIII.  Propos,  XLVII. 

In  rectangulis  triangulis,  quadratum,  quod  a  latere  rectum  an- 
gulum  subtendente  describitur,  aequale  est  eis  quae  k  lateribus 
rectum  angulum  continentibus  describuntur. 

Aux  triangles  rectangles,  le  carre  du  costi  qui  soustient 
l^ angle  droit,  est  egal  aux  carrez  des  costez  qui  contiennent 
Wangle  droit. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

SoPHCs  LIE,  Professor  der  Geomotrie  an  der  Universilat  Leipzig.  —  Theorie 
DEE  Transpormationsgruppen,  dntter  und  letzter  Abschnitt.  Unter  Mit- 
wirkiing  von  Prof.-D''  Friedrich  EngeL  Leipzig,  Teubner,  iSgS. 

Ce  Volume  est  le  lome  troisieme  et  dernier  du  grand  Ouvrage 
oik  M.  Sophiis  Lie  a  expos^,  avee  la  collaboration  de  M.  Engel, 
sa  belie  theorie  des  groupes  finis  et  continus  de  transformations. 
Uillustre  savant  d^die  son  iivre  a  VEcole  Normale  supirieure, 
en  m^moire  de  Timmortel  Galois,  qui  a  introduit  dans  la  Science 
rid^e  de  groupe,  M.  Lie  a  voulu  ainsi  exprimer  sa  reconnaissance 
a  MM.  Darboux,  Picard,  J.  Tannery,  et  aux  Aleves  de  Tficole  qui, 
depuis  plusieurs  ann^cs,  sont  all^s  a  Leipzig,  sur  les  conseils  de 
ces  savants  maitres,  ^couter  ses  legons.  Nous  sommes  siir  d'etre 
Finterprete  de  tons,  en  remerciant  ici  M.  Lie  pour  cette  delicate 
inlenlioD. 

Le  Volume  que  nous  allons  analyser  contient  la  determination 
complete  des  groupes  de  transformations  k  une,  deux  et  trois 
variables,  r<5tude  de  plusieurs  classes  gen(5rales  de  groupes  a  n 
variables,  et  des  complements  tres  importants  a  diverses  theories 
du  tome  premier  de  TOuvrage.  Bien  que  les  applications  de 
la  theorie  des  groupes  soient  r^servees  a  deux  ouvrages  que 
M.  Sophus  Lie  se  propose  de  publier  sur  les  Equations  differen- 
lielles  et  sur  la  Geomotrie,  Fauteur  a  consacre  une  partie  de  son 
Iivre  k  exposer  ses  profondes  recherches  sur  les  fondements  de  la 
G^ometrie,  qui  sont  li^es,  de  la  maniere  la  plus  intime,  a  Tetude 
d^une  certaine  classe  de  groupes. 

M.  Lie  a  divis^  son  exposition  en  six  Sections;  chacune  est 
pr^c^dee,  ainsi  que  chaque  chapitre,  d'indications  qui  en  facilitent 
la  lecture.  On  trouvera,  dans  la  belle  preface  dc  I'aulcur,  avec 
une  analyse  du  Iivre,  les  apergus  les  plus  instructifs  sur  Torigine, 
rimportance  et  Tavenir  de  la  ihdorie  des  groupes. 

En  terminant  ces  quelques  mots  d'introduction,  nous  ne  devons 
pas  oublier  que  c^est  ^  la  collaboration  infatigable  et  dcsinteressee 
de   M.  Engel  que  le  mondc  savant  doit  dc  poss^dcr  une  expo- 
sition systematique  de  la  llieoric  des  groupes  de  transformations, 
OuU.  des  Sciences  mathe'm.,  a*  scric,  i.  XVIU.  (Juin  iSt/i.)  9 
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tout  entiere  cr^ec  par  le  g^nie  du  grand  gdometre  norv^gien;  c^est 
la  UD  grand  service  rendu  par  M.  Engel  a  la  Science  ('). 


I.  La  premiere  Section  du  volume  contient  la  determination  de 
tous  les  types  de  groupes  de  transformations  de  la  droite  et  du 
plan,  c*est-a-dire  a  une  et  deux  variables.  On  sait  que,  d'une  ma- 
niere  g^n^rale,  deux  groupes  k  n  variables  appartiennent  k  un 
m^me  type  lorsqu*ils  sont  semblables  par  une  transformation 
ponctuelle  de  I'espace  a  n  dimensions.  Toutefois,  si  Ton  ne  con- 
sid^re  que  des  groupes  projectifs,  deux  groupes  ne  sont  du  m^me 
type  que  s^ils  sont  semblables  par  une  transformation  projective; 
et  plus  g^neralement,  s^il  ne  s'agit  que  des  sous-groupes  d'un 
groupe  donn^,  deux  d^entre  eux  n^apparliennent  k  un  m6me  type 
que  s^ils  sont  semblables  par  une  transformation  du  groupe  con- 
sid^r^. 

Chapitre  1.  —  On  connait  le  r^sultat  si  simple  de  M.  Lie  sur 
les  groupes  de  la  droite  :  il  n^y  a  que  trois  types  de  groupes  d 
une  variable,  ay  ant  pour  representants  :  le  groupe  des  trans- 
lations 

le  groupe  lineaire  general 
et  le  groupe  projectif  general 


a:'  = 


a^x 


L'auleur  donne  deux  demonstrations  de  ce  iheoreme,  et  indique 
comment  il  est  une  consequence  Immediate  de  certains  d^velop- 
pcments  du  tome  L 

Chapitre  2.  —  Les  groupes  du  plan  ne  se  pr^tent  pas  a  une 

(•)  Voir,  en  particulier  pour  la  terminologie,  les  comptes  rendus  des  deux 
premiers  tomes  de  I'Ouvragc  de  MM.  Lie  cl  Engel  :  Bulletin  des  Sciences  mathe- 
matiques  [t.  Mil  cl  I.  \V  (a'  seric)]. 
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classification  aussi  simple.  Leur  recherche,  repose  sur  T^lude, 
int^ressante  du  resle  pour  elle-m^me,  des  sous-groupes  du  groupe 
lin^aire  homog^De  a  deux  variables;  qui  se  d^duit  elle-mSme  de 
la  conoaissance  des  sous-groupes  du  groupe  projectif  g^n^ral  de 
la  droile.  De  tels  probl^mes  se  ri^solvent,  comme  M.  Lie  Ta 
moDtr^  dans  le  tome  I,  par  la  consideration  du  groupe  adjoint 
da  propose.  On  oblient  ainsi  les  r^sultats  sous  une  forme  g^om^- 
trique  bien  saisissante.  Si  nous  nous  bornons,  par  exemple,  au 
cas  du  groupe  projectif  de  la  droite,  chacune  de  ses  transfor- 
mations infinit^simales  est  representee  par  un  point  dans  un  plan  : 
k  ane  m^me  categoric  appartiennent  les  sous-groupes  h  un  para- 
m^tre  qui  ont  pour  images  les  points  d'une  certaine  conique  C; 
k  un  autre  type  ceux  que  representent  les  autres  points  du  plan; 
enfin  les  sous-groupes  a  deux  param^tres  sont  tous  du  meme  tjpe, 
chacun  etant  represente  par  une  des  tangentes  k  la  conique  C. 

Chapitre  3.  —  M.  Lie  divise  les  groupes  du  plan  en  primitifs 
el  imprimitifs.  On  reconnait  si  iin  groupe  est  primitif  par  Tetude 
du  groupe  lineaire  homogene  qui  indique  comment  il  echange  les 
elements  lineaires  en  un  point,  et  qui  se  deduit  immediatement 
du  developpement  en  serie  des  transformations  indnitesimales  du 
groupe  donne.  Un  theor^me  general  du  tome  I  montre  qu'//  n*y 
a  que  trois  types  de  groupes  primitifs  du  plan,  le  groupe 
liniaire  special,  le  groupe  lineaire  general,  et  le  groupe  pro- 
jectif  giniral. 

Quant  aux  groupes  imprimitifs,  ils  laissent  par  definition  une 
famille  de  oo*  courbes  invariante,  et  M.  Lie  les  determine  en  les 
subdivisant  en  quatre  categories,  suivant  la  loi  de  Fechange  dc 
ces  courbes  par  les  transformations  du  groupe.  La  combinaison 
des  transformations  infinitesimales,  par  le  crochet  de  Jacobi,  jouc 
un  r6le  essentiel  dans  cette  recherche.  Un  tableau  des  resultats 
obtenus  termine  le  Chapitre. 

Chapitre  4.  —  La  methode  precedente  pent  fournir  plusieurs 
rcpresentants  pour  un  m^me  type  de  groupes  imprimitifs;  il  y  a 
done  lieu  d'eiablir  une  veritable  classification  de  ces  groupes.  C'est 
ce  que  fait  Tautcur  en  se  fondant  sur  Ic  nombrc  de  families  de  oo' 
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courbes  que   Ic  groiipe  laisse   invariantes ;   un  noiiveau  tableau 
resume  cellc  classification. 

Joints  a  certains  resultats  obtenus  dans  le  tome  II,  les  deve- 
loppements  actuels  fournissent  aussi  tons  les  groupes  de  trans- 
formations de  contact  du  plan ;  mais  le  nombre  des  types  se 
reduit  encore,  et  il  est  bien  remarquable  que,  comme  types  de 
groupes  de  transformations  dc  contact,  r^ductibles  k  des  trans- 
formations poncluellcs,  on  peut  ne  garder  que  des  groupes  pro- 
jectifs. 

Chapitre  5.  —  Les  groupes  projcctifs  du  plan  oflTrent  un  in- 
lerdt  special.  M.  Lie  en  determine  les  divers  types,  en  tenant 
comptcde  laduali'te,  qui  fait  corrcspondre  ces  types  deux  a  deux. 
Les  groupes  a  un  parametre  se  classent  imm^diatement  d'apres 
les  points  et  droites  qu'ils  laisscnt  invariants.  Plus  gdnera- 
lement,  M.  Lie  montre  que  tout  groupe  projectif  du  plan,  d 
V exception  du  groupe  a  trois  parametres  d^ une  conique,  laisse 
invariant  au  moins  un  point  ou  une  droite;  d'ou  r^sulle  en 
particulicr  que  le  groupe  projectif  general  ne  contient  pas  de 
sous'groupe  d  plus  de  six  par  ante  tres,  II  ne  reste  plus  d^s  lors 
qu'^  ^tudier  les  sous-groupes  du  groupe  projectif  d'une  droite. 
Un  tableau  resume  les  resultats. 

Signalons  encore  ce  beau  tUeoreme,  obtenu  autrefois  par 
MM.  Lie  et  Klein,  qu'e/i  dehors  des  droites  et  des  coniques,  il 
n'y  a  pas  de  courbes  admettant  un  groupe  projectif  continu, 
autres  que  les  courbes  des  deux  types 

qui  admettent  Tune  el  Tautre  un  groupe  a  un  parametre. 

Chapitre  6.  —  Le  Cbapitre  suivant  est  consacre  a  I'dtude  com- 
plete des  divers  t}'pes  de  groupes  lineaires  homogenes  a  trois 
variables,  etude  essentielle  pour  la  determination  des  groupes  de 
transformations  deTespace. 

II.  Dans  la  deuxi^me  Section,  M.  Lie  s'occupe  des  groupes  de 
I'espace  a  trois  dimensions,  c'cst-a-dire  des  groupes  de  transfor- 
mations a  trois  variables. 
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Chapitrel .  —  Comme  dans  le  plan,  il  faut  dislingucr  entre 
les  groupes  primilifs  el  les  groupes  imprimitifs.  Ici  encore,  la 
recherche  des  premiers  est  fondee  sur  I'^lude  de  la  loi  suivant 
laquelle  ils  ^changenl,  en  un  point,  les  elements  lin^aires  (de 
I'espace),  el  qui  est  donn^e  par  un  groupe  Hn^aire  homog^ne  k 
trois  variables  G.  Si  G  est  le  groupe  lineaire  homogene  general, 
ou  le  groupe  lineaire  homogene  special,  on  retombe  sur  le  cas 
g^n^ral  ^ludi^  dans  le  tome  I,  et  on  a  Fun  des  trois  types  suivants  : 
groupe  projectif  general,  groupe  lineaire  general,  groupe 
lineaire  special.  Si  G  laisse  invariant  un  faisceau  plan  de  00' 
directions,  le  groupe  donne  laisse  invariante  unc  Equation  de 
Pfaff  et  peut  se  ramener,  par  suite,  a  un  groupe  de  transforma- 
tions de  contact  du  plan*,  on  en  d^duit  qu'il  n'j  a  pour  ce  cas 
qa^uh  seul  type,  ajaut  pour  repr^senlant  le  groupe  projectif  a 
10  parametres  d^un  complexe  lineaire.  Enfin,  si  G  laisse  inva- 
riaDl  un  c6ne  du  second  degre,  M.  Lie  montre,  par  une  m^thode 
extr^mement  remarquable,  que  la  solution  du  probl^me  depend 
eocore  des  groupes  de  transformations  de  contact  du  plan,  et  est 
conduit  k  quatre  types  nouveaux  :  groupe  projectif  d\ine  sur- 
face du  second  degre  (6  parametres),  groupe  des  mouvements 
euclidiens  (6  parametres),  groupe  de  la  similitude  (7  para- 
metres), groupe  des  transformations  conformes[\o  parametres). 

Chapitre  8.  —  Les  types  de  groupes  imprimitifs  sont  en  bien 
plus  grand  nombre.  M.  Lie  les  range  en  trois  grandes  caK^gories  : 

1®  Les  groupes  qui  laissent  invariante  une  famille  dcoo*  surfaces, 
mais  aucune  famille  de  oc^  courbes  par  lesquelles  ces  surfaces 
soient  engendrees ; 

2**  Les  groupes  qui  laissent  invariante  une  famille  deoc^  courbes, 
mais  aucune  famille  de  00*  surfaces  engendrees  par  ces  courbes; 

3**  Enfin  tous  les  aulres.  L'auleur  dc^termine  completement  les 
types  des  groupes  des  deux  premit^rcs  categories,  et,  pour  ($viter 
des  longueurs,  se  borne  a  donner  la  methodc  qui  pcrmettra,  dans 
chaque  cas  particulier,  de  Irouvcr  ceux  des  groupes  dc  la  troi- 
si^me  catdgorie  dont  on  pourra  avoir  bcsoin. 

III.   Une  Section  tout  entic^re  est  consacree  aux  groupes  j)ro- 


ii8  PREMl&RE  PARTIE. 

jectifs  dc  Tespace,  auxquels  s^attachc  en  e(Tel  un  int^rSt  parti- 
culler. 

Chapitre  9.  —  Un  premier  Chapilre  conlienl  la  determination 
des  groupes  projectifs  qui  laissent  invariante  une  courbe  ou  une 
surface  isol6e ;  et,  en  m^me  temps,  celle  des  courbes  et  surfaces 
admetlant  plus  de  deux  transformations  infinit^simales  projec- 
tives.  En  ce  qui  concerne  les  courbes,  la  seule  courbe  gauche 
admettant  plus  de  deux  transformations  infinit^simales  projec- 
tives  ind^pendantes  est  la  cubique  gauche,  qui  en  admet  trois;  de 
sorte  que,  si  un  groupe  projectif  est  d^fini  par  ce  fait  qu^il  laisse 
invariante  une  courbe  isolce,  c'est  le  groupe  d^une  droite  (i  i  para- 
m^tres),  ou  d'une  conique  (7  param^tres),  ou  d'une  cubique 
gauche  (3  parametres).  Passant  aux  surfaces,  M.  Lie  arrive  de 
mSme  aux  resultats  suivants  :  tout  groupe  projectif,  qui  est  d^fini 
comme  laissant  invariante  une  surface  d^veloppable  isolce,  ne 
peut^tre  que  le  groupe  d'un  plan  (12  parametres),  d'un  c6ne  du 
second  degr^  (7  parametres),  ou  de  la  developpable  d'une  cubique 
gauche  (3  parametres).  Enfln,  parmi  les  surfaces  non  d^velop- 
pables,  les  surfaces  du  second  degr^  sont  les  seules  admettant  plus 
de  trois  transformations  infinitesimales  projectives,  et  la  surface 
rdgl^e  de  Cayley,  qui  en  admet  trois,  est,  avec  elles,  la  seule 
admettant  un  groupe  projectif  a  plus  de  deux  parametres.  Les 
surfaces  tetraedrales  admellcnt,  en  general,  deux  transformations 
infinitesimales  projectives. 

Chapitre  10. —  L'etudc  du  groupe  projectif  d'une  surface  du 
second  degr^  fait  I'objet  d'un  Chapitre.  Ce  groupe  est  ^  six  para- 
metres et  se  compose  de  la  reunion  de  deux  sous-groupes  inva- 
riants a  trois  parametres,  dont  chacun  laisse  invariantes  toutes 
les  droites  de  la  surface  apparlcnant  a  un  meme  syst^me.  Plus 
g^neralement,  tout  sous-groupe  laisse  invariante  au  moins  une 
droite  de  la  surface,  a  moins  qu'il  ne  soit  le  sous-groupe  a  trois 
parametres  laissant  invariant  un  point  non  situe  sur  la  surface. 
M.  Lie  determine  du  reste  tons  les  types  dc  sous-groupes  du  groupe 
considere. 

Chapitre  11.  —  Dans  le  Chapitre  suivant,  Tauteur  etudic  d'une 
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mani^re  analogue  le  groupe  projeclif  d'une  coniqiie,  ou,  ce  qui 
revientau  mdme  quand  on  prend,  pour  cette  conique,  le  cercle 
imaginaire  de  I'infini,  le  groupe  de  la  similitude  (et  des  mouve- 
inents  euclidiens).  Apr^s  en  avoir. d^termin^  les  sous-groupes, 
M.  Lie  cherche  quelles  sont  les  courbes  ou  les  surfaces  qui 
preoDent,  par  les  transformations  de  ce  groupe,  oo^  positions  dif- 
ferentes;  les  droiles,  les  spheres,  et  une  certaine  famille  de  c6nes 
do  second  degr^  imaginaires  r^pondent  seules  k  la  question.  De 
Ur^uhel'int^r^i  tout  special  qu'offrent  la  G^om^trie  pliick^rienne 
deladroite  et  la  G^om^lrie  sph^rique  cre^e  par  M.  Sophus  Lie. 

Chapitre  12.  —  M.  Lie  s'occupe  ensuite  plus  g^n^ralement  des 
groapes  projeciifs  primitifs,  qu^il  determine  par  deux  m^thodes. 
Lestjpes  trouv^s  sont  les  m^mes  que  pour  les  groupes  primitifs 
projectifs  ou  non)  de  I'espace,  a  I'exclusion  du  groupe  conforme, 
quin'est  semblable  a  aucun  groupe  projectif. 

Chapitre  13.  —  Les  groupes  projectifs  imprimitifs  donnent 
lieu  4  ce  th^or^me  remarquable  que  chacun  d'eux  laisse  invariante 
une  figure  ponctuelle  :  surface,  courbe  ou  point.  Ce  r^sultat  est 
vraidureste  pour  tout  groupe  projectif  de  I'espace,  k  Texception 
du  groupe  projectif  g^n^ral,  et  du  groupe  d'un  complexe  lin^aire. 
H  se  precise  encore  par  le  suivant :  tout  groupe  project//  impri- 
muifj  a  rexception  du  groupe  (Vune  cubique  gauche,  laisse 
invariant  un  point,  une  droite  ou  un  plan.  Cetle  proposition 
•ournit  la  marche  k  suivre  pour  la  determination  de  ces  groupes. 
M.  Lie  determine  effectivement  tous  les  groupes  qui  laissent  un 
pUn  invariant,  et  montre  comment  on  pourra  de  m^me  trouver 
lous  ceui  qui  laissent  invariante  une  droite.  Enfln  Tauteur  con- 
s^cre  un  dernier  paragraphe  a  determiner  les  sous-groupes  du 
groupe  d*un  complexe  Hn^aire. 

IV.  Dans  la  quatri^me  Section,  M.  Lie  6tudie  plusieurs  classes 
S^n^rales  de  groupes  de  transformations  a  n  variables. 

Chapitre  14.  —  L'auteur  determine  d'abord  tous  les  groupes, 
1^'  ont  m^me  structure  que  le  groupe  projectif  general,  ou  le 
S'^upc  lin^aire  g^n^ral,  ou  Ic  groupe  lindaire  special  de  Tcspace 
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a  n  dimensions,  tout  en  dependant  du  moindre  nombre  possible 
dc  variables.  Signalons,  entre  autres,  ce  r^sultal  important,  qu'iV 
n^existe  pas  de  groupe,  d  moins  de  n  variables ,  ay  ant  m4me 
structure  que  le  groupe  projectif  gin^ral  de  Vespax^e  d  n 
dimensions,  et  que,  dans  cet  espaee  mime,  il  n'jr  en  a  pas 
d^ autres  que  ceux  qui  lui  sent  semblables. 

Chapitre  15.  —  Dans  le  Chapitre  12,  M.  Lie  avail  obtenu  cc 
resultat  que  tout  groupe  projectif  primitif  k  trois  variables  ne 
peut  ^tre  transform^  en  un  autre  groupe  projectif  que  par  one 
transformation  projective.  M.  Lie  montre  ici  que  le  meme  fait  a 
lieu  dans  Tespace  k  n  dimensions,  au  moins  pour  les  grandes 
classes  de  groupes  projectifs  qui  sont  la  generalisation  des  groupes 
projectifs  primitifs  a  trois  variables,  k  savoir  :  le  groupe  projectif 
g6n6ral,  les  deux  groupes  lin^aires  gi^n^ral  et  special,  le  groupe 
des  mouvements  euclidiens  et  celui  de  la  similitude,  le  groupe 
d'une  surface  du  second  degr^,  enfin,  si  n  est  impair,  le  groupe 
d'un  complexe  lindaire. 

Chapitre  16.  —  L'auteur  revient  ensuite,  pour  en  completer 
la  demonstration,  sur  deux  thdoremes  donnc^s  par  lui  dans  le 
tome  1,  et  que  nous  resumerons  ainsi :  il  n!y  a  pas  de  groupe  d  n 
variables  qui  soit  plus  de  /?  -|-  a  fois  transitif;  et  les  seuls 
groupes  n  -h  2  fois  transitifs  de  V espaee  d  n  dimensions  sont 
ceux  qui  sont  semblables  au  groupe  projectif  general  de  cet 
espaee.  M.  Lie  demontre  ensuite  ce  resultat  bicn  remarquable 
qu'il  existe  unelimite  supdricurc  du  nombre  des  param^lres  pour 
les  groupes  primitifs  a  n  variables. 

Chapitres  17  et  18.  —  Les  deux  Chapilrcs  suivanls  sont  con- 
sacrcs  an\  groupes  a  n  variables  qui  laisscnt  invariante  une  Equa- 
tion de  la  forme 

(i)  ^/a.v(J"i.  .  .Jrn)dxi,dxy—  o. 

A.v 

M.  Lie  montre  d'abord  que  ces  groupes  se  reduisenl  a  quatrc 
Ijpes  seulcment,  si  Ton  sc  borne  a  considcrcr  ceux  qui  cchangent 
en  uii  point  qnclconipie  les  clemenls  lineaircs  dc   la  maniere  la 
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plus  gdnerale  possible.  Ce  sont  :  Ic  groupe  dcs  mouvemcnls  cucli- 
diens;  le  groiipc  de  la  similitude;  le  groupe  d'une  surface  du 
second  degr^;  enfin  le  groupe  conforme.  Ce  dernier  seul  n'est 
pas  projectif,  et  n'est  semblablc  a  aucun  groupe  projectif. 

Un  int^r^l  particulier  s^atlache  a  ceux  de  ces  groupes  qui  laissenl 
invariant  le  premier  membre  de  T^quation  (i);  il  ne  reste  plus 
alors  que  deux  types  :  le  groupe  des  mouvements  euclidiens  et  le 
groupe  projectif  d^une  surface  (h  n  —  1  dimensions)  du  second 
degr^.  Ainsi  que  le  monlre  Tauteur,  ces  r^sultals  ne  different  que 
par  la  forme  de  ceux  que  Riemann  a  donnas  dans  sa  c^l^bre 
throne  des  espaces  a  courbure  constante. 

Les  groupes  ainsi  trouv6s  ofTrent  du  reste,  au  point  de  vue  de 
la  th^orie  des  groupes  m^mes,  un  grand  int^r^l.  On  le  recon- 
naitra  par  exemple  par  ce  beau  theor^me  que  le  groupe  conforme 
de  Vespace  d  n  dimensions  (^1  >►  2)  est  simple,  et  qiCil  en  est 
de  m^me  du  groupe  projectif  d^  une  surf  ace  du  second  degri, 
d^s  que  n  surpasse  3. 

Chapitre  19.  —  Dans  un  dernier  Chapitre,  M.  Lie  reprend  la 
th^orie  generate  des  groupes  de  transformations^  en  se  plagant 
9M  point  de  vue  reel.  Sans  entrer  dans  le  detail,  disons  que  les 
r^sultats  essentiels  de  la  th^orie  subsistent;  il  y  a  lieu  toutefois 
de  modifier  legerement  le  sens  de  cerlaines  expressions,  par 
exemple  :  groupes  simples,  transitifs,  primitifs,  Un  ih^or^me 
bien  remarquable  domine  la  th^orie  dcs  groupes  reels  nan  ana- 
lytiques  :  c'est  qu^un  tel  groupe,  s'il  est  transitif,  peut  (en  sup- 
posant  I'existence  de  certaines  deriv^es)  se  mettre,  par  un  chan- 
gement  de  variables,  sous  une  forme  telle  que  dans  ses  <5quations 
ne  figurcnt  plus  que  des  fonctions  analytiqucs  des  variables  et 
des  parametres. 

L'auteur  termine  en  montrant  comment  se  modifient  les  r6- 
sultats  obtenus  dans  les  Chapilres  precddents,  sur  la  determi- 
nation dcs  groupes,  lorsqu'on  nc  veufconsidt^rer  que  dcs  groupes 
rdels. 

V.  La  Section  suivantc  est  consacrcc  a  unc  magnifiquc  etude 
sur  les  fondements  de  la  Geometric,  ou  Tillustre  savant  norvegien 
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d^veloppe,  en  Ics  compl6tanl,  les  recherches  publi^es  par  lui 
sur  ce  siijet  en  1 886  et  1 890  ( * ). 

M.  Lie  prend  la  question  au  point  de  vue  analylique  ou  Rie- 
mann  s'est  plac6  le  premier  :  Tespace  a  n  dimensions  est  une 
multiplicity  num^rique,  c'est-^-dire  qu'un  point  de  cet  espace  est 
le  syst^me  des  valeurs  donn^es  k  n  variables  (ses  coordonnees), 
et  que  toute  g^om^trie  de  cet  espace  est  I'^tude,  faite  k  un  certain 
point  de  vue,  des  propri^t^s  des  figures  form^es  de  points  de  cet 
espace,  c'est-a-dire  des  sjst^mes  de  ces  points  d^finis  par  des 
sjst^mes  d^^quations  entre  leurs  coordonn^es.  D^finir  une  g6o- 
m^trie,  c'est  dire  quelles  sont  ces  propri^t^s  des  figures,  que  Ton 
se  propose  d'^tudier.  Le  probl^me  n'a,  du  reste,  d'inl^r^r,  que 
si  la  g^om^trie  ainsi  d^finie  est  analogue  a  la  g^om^trie  d'Euclide 
pour  Tespace  a  trois  dimensions. 

Riemann,  partant  de  Tid^e  de  la  mesure  des  longueurs,  fonde 
sa  g^om^trie  sur  la  notion  d'^l^ment  d'arc.  II  est  conduit  k  s'im- 
poser  la  condition  que  le  carre  de  T^l^ment  d'arc  en  un  point 
soit  une  forme  quadratique  d^flnie  positive  des  diflf^rentielles  des 
coordonn^es  de  ce  point.  Puis,  introduisant  cette  hypoth^se  que 
les  figures  doivent  pouvoir  se  mouvoir  libremenl  dans  I'espace, 
sans  alteration  des  longueurs  des  diverses  lignes  qu'elles  con- 
tiennent,  ce  quMI  traduit,  d'une  mani^re  toute  gdniale,  en  disant 
que  Tespace  doit  (^tre  a  courbure  conslanle,  Riemann  determine 
les  coefficients  de  celte  forme  quadratique,  el  arrive  a  cette  con- 
clusion que,  sous  les  hypotheses  failes,  il  n'y  a  de  possible,  en 
dehors  de  la  g^om^trie  d'Euclide,  que  deux  autres  geometries, 
donll'une  correspond  a  la  geometric  de  Lobalschewski,  et  Tautre 
a  la  gdometrie  sur  la  surface  de  la  sphere  (2). 

M.  Helmholtz  a  repris  la  question  a  un  point  de  vue  plus  ele- 
mentaire,  en  partant  de  Tidee  de  corps  solide,  et  de  mouvements. 
Un  corps  solide  est  caraclerisd  en  ce  qu'il  exisle  unefonction  des 
coordonn^es  de  deux  points,  qui,  pour  chaque  couple  de  points 


(')  Derichte  der  Math.  phys.  Classe  der  Konigl.  Sachs.  Gesellschaft  der 
Wissensc  ha/ten . 

(')  L'imperfcction  da  M^moirede  Riemann  (outre  Tabscncedc  demonstrations) 
consistc  surtoiit  en  ce  que  les  hypotheses  n'y  sont  pas  ncticment  enoncdes. 
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du  solide,  resle  invariaDle  dans  lout  mouvemenl  de  ce  corps.  A 
cette  hjpoth^se  M.  Helmholtz  a  cherche  k  en  joindre  d'autres 
(axiomes)  de  mani^re  k  caract^riser  entierement  Fenserable  des 
trois  geometries  trouv^es  par  Riemann. 

Au  fond,  la  g^ometrie  d^Cuclide  repose  sur  la  notion  des  mou- 
vements  de  Fespace;  elle  est  I'^liide  des  propri^t^s  des  figures 
invariantes  par  tous  ces  mouvements.  Toute  g^om^trie  de  Tespace 
k  n  dimensions  sera  fondle  de  m^me  sur  la  consideration  dune 
certaine  famille  de  transformations  (mouvements)  de  cet  espace, 
ety  a  ce  point  de  vue,  la  question  des  fondemcnts  de  la  geom^trie 
se  resume  dans  le  probl^me  que  M.  Lie  d^signe  sous  le  nom  de 
probUme  de  Riemann^HelmhoUz,  et  formule  ainsi  : 

Trouver  un  systdme  de  propriiUs  qui  soient  communes  d  la 
famille  des  mouvements  euclidiens  et  aux  deux  families  de 
mouvements  non  euclidiens,  et  quiles  distinguent  de  toutes  les 
autres  families  de  mouvements  possibles  dans  une  multiplicite 
numerique  a  n  dimensions. 

Chapitre  20.  —  Avant  d'^tudier  la  solution  de  M.  HelmhoUz, 
M.  Lie  traite  un  probl^me  preliminaire  :  Determiner  tous  les 
groupes  de  transformations  de  l^espace  k  trois  dimensions,  pour 
lesqnels  deux  points  ont  un  invariant  et  un  seul,  tandis  qu'un 
syst^me  de  plus  de  deux  points  ne  poss^de  pas  d^invariant  essen- 
tiel.  Tous  ces  groupes  sont  transitifs  et  ont  six  parametres;  parmi 
eux  se  trouve  naturellement  le  groupe  des  mouvements  euclidiens ; 
et  aussi  le  groupe  d^une  surface  du  second  degr^;  en  tenant 
compte  de  la  r^alite,  il  j  a  onze  types  de  groupes  r^pondant  a  la 
question.  L'auteur  resout  aussi  le  m^me  probl^me  pour  le  cas 
du  plan. 

Chapitre  ^\.  —  Passant  alors  a  la  discussion  du  travail  de 
M.  Helmholtz,  M.  Lie  prouve  d'abord  que  les  axiomes  pos^s  par 
le  savant  allemand  ont  comme  premiere  consequence  ce  fait  que 
les  mouvements  de  Tespace  forment  un  groupe,  et  sont,  par  suite, 
susccptibles  d\in  enonce  plus  precis  dans  le  langage  de  la  theorie 
des  groupes.  Examinant  ensuite  Tanalyse  de  M.  Helmholtz,  Tau- 
leur  montre  que  celui-ci  y  introduit  implicitement  cette  hypo- 
ihese  inadmissible  que  les  proprietcs  que  posscde  le  groupe  des 
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mouvemenls  relativement  k  deux  points,  subsislent  telles  quelles 
quand  les  deux  points  deviennent  inflniment  voisins.  Si  done 
I'on  vent  interpreter  Jes  calculs  de  M.  Hclmhollz,  il  faut  rena- 
placer  an  moins  certains  de  ses  axiomes  par  d'autres;  on  pent 
ainsi  effectivement  arriver  k  caract^nser  les  trois  groupes  des 
mouvements  euclidiens  et  non  euclidicns.  M.  Lie  examine  en6n 
les  consequences  qu'une  analyse  rigoureuse  pemiel  de  d^duire 
des  axiomes  de  M.  Helmholtz,  et  arrive  h  cetle  consequence  que, 
SI  ces  axiomes,  convenablement  interpreies,  suffisent  a  la  \6Tii6 
pour  definir  les  trois  groupes  considerds,  I'un  d'eux  (I'axiome  dit 
de  monodromie)  est  inutile,  et  les  autres  m^mes  ne  sont  pas 
indispensables  dans  toutes  leurs  parties.  On  n'a  done  pas  1^  une 
veritable  solution  du  probleme  propose,  car  on  doit  chercher  les 
caract^res  strictemenl  n^cessaires  el  suffisants  pour  la  definition 
des  trois  geometries. 

Cliapitre  22.  —  Dans  Je  Chapitre  suivant,  M.  Lie  donne  une 
premiere  solution  du  probleme  qui  repose  sur  une  notion  nouvelle, 
celle  de  la  Ubre  mobilite  des  elements  infinite simaux  {freie 
Beweglichkeit  im  Infinitesimalen),  Un  groupe  de  mouvements  de 
Tespace  a  n  dimensions  possede  la  libre  mobilite  des  elements 
infinitesimaux  en  un  point  reel,  si  ce  groupe  permet  un  mou- 
vement  continu  des  points  de  Tespace,  apres  qu'on  a  fixe  le  point 
considere,  un  element  red  M|  contenant  ce  point,  un  element 
red  M2  contenant  le  precedent,  el  ainsi  de  suite  jusqu'a  un  ele- 
ment reel  M^  contenant  lous  les  precedents,  a  la  condition  neces- 
saire  et  suffisante  que  q  soil  plus  petit  que  n  —  i.  M.  Lie  prouve 
que,  des  que  n  est  superieur  ou  egal  a  3,  tout  groupe  de  mou- 
vemenls reds  possedanl  cctlc  propriete  en  un  point  (non  par- 
ticulicr)  est  scmblable,  par  une  transformation  reelle,  soil  au 
groupe  des  mouvemenls  euclidiens,  soil  k  Tun  des  deux  groupes 
de  mouvemenls  non  euclidiens,  c'csl-a-dire,  dans  les  deux  derniers 
cas,  au  groupe  projeclif  continu  dc  Tune  des  deux  multiplicites 


/I 


2.  arf  -h  I  =  o         oil  V^  xj 


Dans  le  plan,  la  memo  hypolhi'sc  fournil  une  infinite  d'aulres 
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groupes  dependant  d'une  conslante  arbitraire,  el  conlenanl,  pour 
une  valeur  parliculiere  de  cetle  constante,  le  groupe  des  mou- 
\eincnts  euclidiens. 

M.  Lie  revienl  ensuite  au  c^l^bre  M^moire  de  RIemann,  pour 
monlrer  que  les  condilions  que  Riemann  s^impose  en  inlroduisant 
son  element  d'arc,  et  en  exprimanl  la  possibilile  des  mouvenienls 
des  figures  de  I'espace  par  le  fait  que  celui-ci  doit  ^Ire  a  courbure 
constante,  sont  au  fond  equivalcntes  a  la  double  lijpotbese  prec^- 
dente  de  I'existence  d'un  groupe  des  mouvements,  et  de  la  libre 
niobilit<S  des  Elements  indnit^simaux. 

Cliapitre  23.  —  La  solution  prec^dente  du  probleme  de 
Riemann-tlclmholtz  a,  commc  celle  de  Riemann  lui-mcmc,  Tincon- 
v^nient  d'inlroduire  des  hypotheses  ou  intervicnnent  les  elements 
infinitesimaux  de  Tcspace.  C'est  pourquoi  M.  Lie  donne  une  nou- 
velle  solution  ou  ne  figurent  que  des  hypotheses  d'une  nature 
plus  el^mentaire.  Le  probleme  est  alors  plus  difficile,  et  M.  Lie 
se  borne  d'abord  au  cas  de  Tespace  k  trois  dimensions.  L'auleur 
montre  que  les  quatre  axiomes  suivants  caracterisent  pleinement 
les  Irois  geometries  d'Euclide,  de  Lobatschewski  et  de  Riemann  : 

1®  Lespace  a  trois  dimensions  est  une  muUiplicite  numi- 
rique. 

a**  Les  mouvements  de  cet  espace  forment  un  groupe  reel, 
continuy  engendr&  par  des  transformations  injinitesimales. 

3°  Si  Von  fixe  un  point  {que  Iconque)  reelC^  toutes  les  posi- 
tions que  peut  prendre  encore  un  autre  point  M  satisfont  a  une 
equationj  qui  represente  une  surface  {pseudosphere)  ne  passant 
pas  par  le  point  C. 

4®  On  peut,  autour  du  point  C,  determiner  un  domaine  ^ 
trois  dimensions  tel  que  tout  point  M  en  faisant  partie puisse 
arriver par  un  mouvement  continu  en  tout  autre  point  de  la 
pseudosphere  considirie  appartenant  au  domaine  et  relie  au 
premier  par  une  suite  continue  de  points  reels  de  cette  sur- 
face. 

M.  Lie  traite  encore,  quoique  d'une  mani6re  moins  appro- 
fondie,  le  cas  de  Tespace  ^quatre  dimensions,  et  donnc  enfin  des 
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indications  sur  la  possibility  d^elendre  au  cas  g^n^ral  les  conside- 
rations pr^c^dentes. 

ChapitreU.  —  Dans  un  dernier  Chapilre,  M.  Sophus  Lie  fait 
une  revue  critique  des  travaux  publics  sur  les  fondements  de  la 
G^om^trie  par  diiT^rents  auteurs,  principalement  MiVI.  de  Tillj, 
Killing,  Klein,  Lindemann,  et  termine  par  un  aper^u  sur  I'uti- 
lite  que  peuvent  avoir  de  telles  recherches  au  point  de  vue  du 
perfeclionnement  des  principes  de  la  Geometric  pure,  c'est-&-dire 
de  Felaboration  d^un  sjsteme  d^axiomes  necessaires  et  suffisants 
pour  le  developpement  rigoureux  de  la  Geometric  independam- 
ment  du  secours  de  TAnalyse. 

VI.  La  dernierc  Section  du  Volume  est  destinee  a  edaircir  el 
completer  plusieurs  theories  exposees  dans  le  tome  I  de  TOu- 
vrage. 

Chapitre  25.  —  M.  Lie  revient  d'abord  sur  les  principes  de  la 
theorie  generale  des  groupes  continus  finis;  ils  se  resument  daos 
ce  que  M.  Lie  nomme  les  trois  propositions  fondamentales  de 
sa  theorie.  La  premiere  consiste  en  ce  que  les  seconds  membres 
des  equations  d*un  groupe  a  r  param^tres 

(a)  x'i=Ji{xi...Xn  I  a,... Or)        (t  =  i,a,  ...,/i) 

satisfonta  un  certain  sjsleme  d'equations  auxderivees  partielles, 
et  que,  reciproquement,  toute  famille  de  transformations,  con- 
tenant  la  transformation  identique,  et  representee  par  des  equa- 
tions telles  que  (2),  ou  les  seconds  membres  satisfont  a  de  telles 
equations  differentielles,  constitue  un  groupe. 

La  seconde  proposition  fondamentale  dit  que  tout  groupe  &  r 
parametres,  dont  les  transformations  sont  deux  a  deux  inverses, 
est  engendre  par  r  transformations  iniinitesimales  independantes 
X|/,  . . .,  Xr/*,  liees  deux  a  deux  par  des  relations 

r 

(3)  (X/Xa)  =J^c/AiX.,        (t,  A-  =  1,2,  ...,  r); 


S—\ 


et  que,   reciproquement,  /*  transformations  infiuiiesimales  inde- 
pendantes, liees  par  dc  telles  relations,  engendrent  un  groupe  a 
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r  parameires  dont  les  transformalions  sont,  deux  a  deux,  inverses. 

G'est  1^  le  r^sultat  le  plus  souvent  utile  dans  les  applications; 
on  peul  dire  que  c'est  la  proposition  capitate  {llauptsatz)  de 
toute  la  th^orie. 

Enfin,  en  verlu  de  la  troisieme  proposition  fondamentale, 
les  r*  constantes  Ciks  des  relations  (3)  v^rifient  certaines  ^galit^s, 
et,  r^ciproquement,  a  tout  systeme  de  r^  constantes  ciks  satis- 
faisant  k  ces  ^galil^s  correspondent  (et  d^une  infinit6  de  ma- 
nieres)  r  transformations  infinit^simales  ind^pendantes  li^es  par 
les  identil^s  (3). 

Reprenant  d'abord  les  deux  premieres  de  ces  propositions, 
Tauteur  revient  sur  les  demonstrations  du  premier  Volume  pour 
leurdonnerune forme  plus  intuitive;  et  rien  n'cst  plus  int^ressant 
que  d'etre  ainsi  initio  aux  considerations  si  profondes  et  si  simples 
qui  oni  guide  Fillustre  savant  dans  la  d^couverte  de  ces  beaux 
theoremes.  M.  Lie  donne  en  m^me  temps  une  seconde  demon- 
stration de  la  seconde  proposition  fondamentale,  et  montre 
ensuite  comment  la  demonstration  de  la  troisieme,  donnee  dans 
le  tome  II  comme  application  de  la  theorie  des  groupes  de  fonc- 
tions  et  des  transformations  de  contact,  pent  etre  presentee  bien 
simplement,  sans  supposer  aucune  connaissance  de  ces  deux 
theories. 

Chapitre^,  —  Parmi  les  diverses  formes  que  peuvent  prendre, 
par  le  changement  des  param^tres,  les  equations  d^un  groupe,  il 
en  est  une  que  M.  Lie  appelle /orwe  canoniquey  caracterisee  par 
cette  proprieie  que  les  sous-groupes  sont  alors  definis  par  des 
relations  lineaires  et  homog^nes  entre  les  parametres.  C^est  un 
fait  bien  remarquable  que,  des  que  Ton  connait  une  forme  quel- 
conque  des  equations  du  groupe,  on  puissc  les  mettre  sous  leur 
forme  canonique,  par  des  operations  qui,  outre  des  eliminations, 
n^exigent  dans  le  cas  le  plus  defavorable  que  certaines  quadratures. 
C'est  par  la  consideration  du  groupe  adjoint  du  groupe  propose 
que  M.  Lie  arrive  k  ce  beau  resultat,  dont  les  consequences  sont 
nombreuses  et  importantes.  Ainsi,  des  qu^on  connait  les  equations 
finies  d'un  groupe,  on  peut  considerer  comme  connues  cellcs  de 
tous  ses  sous-groupes,  et  par  suite  Icurs  invariants.  Bien  plus,  dans 
le  cas  d'un  groupe  simplement  transitif,  il  suflit  dc  connaitrc,  en 
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meme  temps  que  ses  transformations  indnit^simalcs,  cellcs  dn 
groupe  reciproque,  pour  pouvoir  obtenir,  par  les  operations  ci- 
dessus  indiqu^es,  les  Equations  finies  de  ces  deux  groupes. 

Chapitre  27.  —  Dans  le  Chapitre  suivanl,  M.  Lie  complete, 
de  la  maniere  la  plus  remarquable,  la  troisieme  proposition  fon- 
damentale,  en  montrant,  par  une  methode  extr^mement  ing6- 
nicuse,  qu'^tant  donne  un  systenie  de  conslantes  ciks  v^rifiant  les 
relations  connues,  on  peut  toujours  determiner,  sans  integra- 
tion, les  transformations  infinit6simales  de  deux  groupes  sini- 
plement  iransitifs,  r^ciproques  Tun  de  Taulre,  ajant  la  structure 
(Zusammensef zung)  definie  par  ces  constantes.  On  aura  alors, 
en  vertu  des  dt^veloppements  du  prect^dcnt  Chapitre,  les  Equa- 
tions finies  de  ces  deux  groupes,  et,  par  suite,  en  appliquant  la 
methode  donnee  dans  le  tome  I,  on  sera  en  Etat  de  trouver  les 
(Equations  finies  d'un  rcpresentant  de  chaque  type  de  groupes 
transitifs  de  la  structure  donnee. 

Chapitre  28.  —  Des  recherches  g^n^rales  sur  la  structure  des 
groupes  font  Tobjet  du  Chapitre  28.  Le  groupe  adjoint  d'un 
groupe,  dont  M.  Lie  rappelle  Torigine,  et  signale  les  rapports 
avcc  la  forme  canonique  des  equations  du  groupe  propose,  y  joue 
un  r6le  cssenticl.  II  fournit,  par  exemple,  les  diverses  proprietes 
d'une  importante  categoric  de  groupes,  Studies  dans  le  tome  I, 
et  auquel  M.  Lie  donne  le  nom  de  groupes  integrables,  en  raisoD 
de  la  manidre  dont  ils  interviennent  dans  les  theories  de  Tauleur 
sur  rintegration  des  Equations  cliffErentielles. 

Passant  ensuite  aux  groupes  simples,  M.  Lie  en  indique  ^i/a^re 
grandes  classes,  ayant  pour  types  :  le  groupe projectif  general 
de  I'espace  ^  n  dimensions;  le  groupe  projectif  d' un  complexe 
lineaire  (dans  Tespace  kin  —  i  dimensions) ;  le  groupe  projectif 
d^une  surface  du  second  degre^  fournissant  deux  types  diiTErents 
suivant  que  le  nombre  des  variables  est  pair  ou  impair  (le  cas  de 
Tespace  a  trois  dimensions  exccpte).  On  sait  qu'il  resulte  de 
recherches  de  M.  Killing  qu'il  n'exisle,  en  dehors  de  ces  quatre 
grandes  classes,  que  cinq  structures  de  groupes  simples. 

Le  Chapitre  conticnt  encore  de  nombreux  resultats  relatifs  aux 
sous -groupes   de    diverses   natures,  et   specialemenl    aux  sous- 
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groupes  invariants;  une  elude  complete  des  structures  des  «;roupes 
a  deux,  trois,  quatre,  cinq  et  six  param^tres.  11  se  terminc  enfin 
par  un  aper^u  des  rapports  qui  lient  la  tlieorie  des  groupes  a  la 
ih^orie  g^n^rale  des  nonibres  complexes  a  //  unites  fondamentales. 

Chapitre  29.  —  L'Ouvrage  se  terniine  par  un  Chapitre  ou  sont 

r^sam^s  les  travaux  publics  sur  la  theorie  des  groupes  (ind^pen- 

damment  des  applications),  depuis  1884,  pai*  difT^rents  auteurs. 

Nous  sonimes  oblig^  ici,  a  notre  grand  regret,  d'etre  plus  que 

jamais  incomplel  dans  notre  analj^se.  Conlentons-nous  done  de 

signaler,  enlreautres  recherches,  les  contributions  int^ressantes 

apport^es  a  Ja  theorie,  dans  di verses  directions,  par  M.  Engel,  le 

devout  collaborateur  de  M.  Lie;  priucipalement  son  beau  th^o- 

reme  sur  les  groupes  integrables;  les  travaux  de  M.  Killing  sur 

la    stniclure   des  grou|)es,  ou  ce  savant  fait  preuve  de   tant  de 

penetration,    mais   011    la   rigueur  des   demonstrations  fait    trop 

sou  vent  defaut;  les  applications  ingenieuses  de  la  theorie  des 

groupes  faites  par  M.  Study  a  la  theorie  des  nombres  complexes 

et  a  celle  des  formes  alg^briques ;  les  beaux  M^moires  de  M.  Schur 

sur  les  principes  de  la  theorie  des  groupes,  etudi^s  surtout  au 

point  de  vue  de  la  theorie  des  fonctionset  des  developpements  en 

series;  enfin  les  recherches  de  M.  Maurer  sur  les  groupes  k  inva- 

riaols  ratiounels  et  sur  les  groupes  alg^briques.  M.  Lie  donne, 

en  ierminant,   quelques  indications  sur  cette  derniere  question 

des  groupes  algebriques,  sur  lesquels  M.   IMcard  a  donne  aussi, 

incidemment,  des  resultats  tr(>s  interessants. 

Nous  esperons  que  notre  analyse,  si  incomplete  qu'elle  soit, 
pourra  suflire  a  donner  une  idee  de  la  richesse  de  TOuvrage  de 
M.  Sophus  Lie  en  resultats,  tons  nouveaux,  et  d'une  importance 
capiiale.  Mais  ce  que  nous  n'avons  pu  que  laisser  entrevoir,  c'est 
loriginalite,  la  puissance  et  la  variete  des  methodes  qui  ont 
permis  a  ce  grand  g^ometre  d'edifier  une  theorie  aussi  vaste, 
"ans  un  domaine  ou  les  diflicult^s  pouvaient  sembler  insurmon- 
'^•^'^s.  L.  Vessiot. 


^*^'  rits  Sciences  maihem.j  a*  seiie,  l.  XVIII.  (Juin  189'!.) 


10 


i3o  PHEMlfeRE  PARTIE. 


MELANGES. 


SUR  LA  FORME  PLUS  PR£GISE  DBS  RAGINES  DCS  £QUATI0NS  AL6£BRIQUES 

R£S0LUBLES  par  RADIGAUX; 

Par  M.  DOLBNIA. 

1.  La  forme  gen^rale  des  racines  des  Equations  algdbriqiies  re- 
solubles  par  radicaux  a  4^l6  donn^e  sans  demonstration  par  Abel 
dans  Ic  M^moire  inachevd  Surla  resolution  algibrique  des  equa- 
tions (*).  Dans  ce  M^moire,  Abel  a  donn^  le  th^oreme  siiivant  : 
Si  une  equation  irreductible  dont  le  degre  est  un  nombre 
premier  est  resoluble  al gebriquement,  ses  racines  doivent  avoir 
la  forme 

(l)  X  =  k  H- v/H,-f- v^R,-h.  .  .-h  v^Rn-i, 

oil  A  est  une  quantity  rationnelle,  R|,  R2,  . . .,  Rn-t  sont  les 
racines  de  ^equation  de  {n  —  i)  degre,  Relalivement  k  ce  re- 
sultat,  Kronecker  fait  la  juste  remarque  que  la  forme  des  racines 
continue  a  n'etre  pas  suffisamment  claire.  «  Le  seul  travail,  selon 
Kronecker  (2),  qui  jclle  quelque  lumiere  sur  ce  point,  savoir  :  une 
Notice  d'Abel  sur  les  racines  des  Equations  du  cinquieme  degre  a 
coefficients  en  tiers,  semhie  avoir  (^i€  pen  remarque.  »  Dans  sa 
lettre  a  Ilolmbac  du  24  oclobro  1826,  Abel  s'exprime  a  ce  sujel 
ainsi  (^)  :  «  Quant  aux  equations  du  cinquieme  degre,  j'ai  trouve 
que,  quand  une  telle  equation  est  resoluble  algebnquement,  il  faut 
que  la  racine  ait  la  forme  suivante 

07  =  A  -t-  {/R  -h  yw-^  yw-^  yw, 

oil  II,  IV,  IV',  R'"  sont  les  quatre  racines  d'unc  Equation  du  qua- 
triemc  degrd  qui  sont  exprimables  par  des  racines  carrees  scules  ». 
Kronecker,  dans  sa  Communication  a  TAcad^mie  des  Sciences  de 


(')  CM^uvres  completes,  t.  II,  |».  *.»2'> ;  1881. 

(*)  Skhukt,  Cours  d'Ali^vbre  supcrieurc,  l.  II.  y.  {\^\\  i8(;<). 

(')  (ifuti'rcs  completes,  I.  II,  p.  2G0 :   iSSj. 
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lierlin  le  ao  juin  1853,  6claircil  coDsid^rablcmcnl  la  forme  (i)dcs 
racincs  dcs  Equations  du  dcgr6  premier  resolubles  par  radicaux.  II 
a  montr^  efleclivemenl  que 

^^i»    f^i>    ^j»     •  •  •»    f^/i-i 

possedent  la  propriety  sp^ciale  consistant  en  cc  que  <(  non  seule- 
menl  les  fonclions  sjm^triques  de  R|,  R2,  . . .  soicnl  rationnelle- 
rncnt  connues  (ce  qu'Abel  a  remarque),  raais  aussi  que  les  fonclions 
cjdiques  des  quantit^s  R|,  R^,  . . . ,  prises  dans  un  certain  ordre, 
solent  ^galement  rationneliement  connues  :  en  d^autres  lermes, 
r^uation  de  degr^  (/i  —  1)  dont  R|,  R2.  .  • .  sont  les  racines  doil 
^ire  uoe  equation  ab^Iienne  (' )  ».  Les  ih^oremes  d'Abel,  proposes 
daos  le  M^rooire  mentionn^  plus  haul,  ont  ^t^  d(5montres  plus 
tard  par  plusieurs  auleurs.  Je  puis  indiquer  deux  travaux  sur  ce 
sujet  :  Pun  apparlient  a  Malmslen  dans  le  tome  34  el  l*aulre  a 
M.  Boldt  dans  le  tome  87  du  Journal  de  Crelle,  Dans  Tarlicle 
present,  on  essaye  de  donner  a  la  formule  (i)  une  forme  plus  pre- 
cise que  celle  de  Kronecker. 

2.  Soil  donn^e  une  Equation  algebrique  irreduclible 

ou  n  est  un  nombre  premier. 

Ed  designant  les  racines  de  cette  Equation,  avec  Serret,  par 

formons  la  fonction  lin(^aire  de  ces  racines 

OU  2  est  Tune  des  racines  ima^inaircs  do  rccpiation  binomc 

OL" 1  =  0. 

Changeons  R|  par  des  degrees  Av  substitution  circulaire 
^_/^i»     Jr,,     Tz,     ...,     Xn-\,     or^      \ 


(•)  SiRRiT,  Court  d*Algebre  supcrieurey  t.  II,  p.  (157:  186G. 
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que  nous  designerons,  comme  loujours,  par 

Nous  avons 

ou 

S*(R,)  =  a*(a«-*jr;t-+-a'*~*~*^A-+-i-+-..  .-+-«"-*"*■> a^A-i), 
ou 

S*-(R,)  =  a*R,; 
par  consequent 

S(Ri)  =  aR,,         S>(R,)  =  a«R,,         ...,        S«-HRi)  =  a«->Ri. 

3.  Soil  p  une  racine  primitive  du  nombre  premier  n.  D^signons 

a-Q-h    a«-»a7p    -+-    a«-«J7,p    h-...^-    oLXn-p    =  Rp, 
Xo-h   a'*-*J7pa  -h   a«-«a7jpi  -f....-f-   %Xn-p*   =  Rp», 


Xo-^  at'*-' J7p«-a-l-  a^-^a^jpn-j-h. .  .-4-  aar«_p'»-a=  Rp"-«, 
OU,  au  lieu 

il  faut  prendre  leurs  plus  petits  r^sidus  posilifs  suivant  ie  module  n, 
D^signons  par  T  la  substitution 


= n 


nous  aurons 

T(R,)  =  Rp, 

T«(R,)  =  F(Rp)  =  Rpa, 

T«-2(R,)=    Rpn-,, 

T«-»(R,)=Rpn-.=  K,. 

4.  En  adoptant  ces  significations,  calculous  la  fonction  ration- 
nelle  des  racines 

Q  =  Rj  R^-i-h  RpR„_pH-  Rp»R,i_p>-f-. . .  -+-  R  n-zR      w-s 

p    1        n— p    *     • 

Nous  avons 
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Ecrivons,  pour  abr^ger, 

nous  aurons 

0 

-f-(i,  n—  i)xoX/,_i-»-. . . 

-^(k  —  i,  i  —  k)xiXk -h . ,  ,-h  (i  —  n,  n^i)Xn-tXn-u 

ou  encore,  plus  simplement, 

Ri  Ra~i  =  \^ary-+-(i,  —  i)aroa:|-h(2,  — a)aroari-f-...-f-(i,  —  i)a:oa:n-i-4-. . . 

0 
^{k  —  i,  i^k)XiXk-¥',,,-h(l,  —  l)Xn-tXn-i- 

En  faisanl  dans  celle  egalit^  la  substitution 


-{':) 


fois  successivement,  nous  aurons 


M  — I 


0 

-h(i,  —  i)aroar«_p-*-...-l-(A:  — I,  t  —  A:)a7/pa7*p-h. .  .H- (i,  —i)xn-tpXn-p. 
*  — 1 

^R«.-<>I  =  ^X?-»-(l,  — l)To3rpl-»-(2,  — 2)a7oJ?ip'-+-... 

0 

pi R»-.p#  ='^^?  -+-(>»—  i)^o^pi-^'  ..-*-(!,—  i)a-o^/i-pi-*-. . . 

•4-  (^  —  «,  «  —  k)XipiXipi-^.  .  .-h  (l,  —  0^/i-ip>^/i-p'» 


/I— p  ' 


-f-(A:  —  i,  i  —  k)x   n—ix    n-a  -h. .  .•4-(i,  —  i)a:        n  — 3 t      «— 3. 

/p    *         Ap    *  rt— ip    *         /I— p    ' 
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En  addilionnant  ces  (equations,  nous  verrons  que  les  Icimcs 
scmblables  ne  pcuvent  avoir  dc  coefficients  egaux.  Demonlrons  la 
v(5ril^  de  celte  propriety  pour  les  termes 

XoTf,         r'S.n  —  I, 
el  pour  les  termes 

TiXf,^         i^  kin  —  I. 
Dans  Texpression 

nous  aurons  le  termc 

et  dans  Texpression 

Rp'R/i-p/, 
nous  aurons  le  terme 

{ni,  —  m)XtiX,„^i. 

S'il  arrivait  que  ces  termes  ajant  des  coeTicients  egaux  fusscnl 
identiques,  nous  devrions  conclure 

p'=py        (mo(l/j), 
ce  qui  esl  impossible,  car 

.^n  —  '.\            . ,  /I  —  3 
li »        y^ ; 

p  est  une  racine  primitive  du  nombre  n. 
Supposons  maintenant,  en  ^('ncral, 

{k  —  t,  i  —  k)Xi^ixt,y  =  (k  —  i,  i —  k)x^i^„i\^ix^ti-^,„)^u 

Oil  ni  pent  elre  nul,  positif  ou  negatif.  L'cgalile  ci-dessus  enlraine 
les  deux  suppositions  suivantes  : 

i"   II  oxiste  slmullanoment  deux  congruences 

/p'r^  i^J  -f-  m  p>, 
Ap'—  kpJ -^  n}pJ, 
d'ou 

a  -k)p'=^{i-k)pj, 

ou 

p'.-^  p/         (  mod/? ), 

ce  qui  est  impossible  d'apres  ce  qui  precede. 
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2**   II  cxislc  simiiUanement  deux  congruences 

Ap'==  ep^-t-  mp>, 
oil 

p'-*-p^=-o         (mod//), 
on 

ce  qui  est  egalement  impossible  suivantla  de(jnilion  de  Q. 

Ainsi  les  coefficients  des  membres  semblables  sonl  lous  difife- 
rcn  Is .  Pourquoi ,  apres  i'addition ,  les  coefficients  de  chaque  mernbre 
lei  que 

TfT/, ;  I,  A'  =  o,  1 ,  2,  . . . ,  /I  —  I 

seronl 

/  V       /  \  /  ri'—i     n  —  i\ 

(I,— l)-h('2,  -'i)H-...-t-  (  — ^.»  ~~^~') 

n  —  l  n-hl 

=  a-h  a^-'H- a*-h  a«-*-^. . . -f- a   *    -ha   *    =—i. 


Par  consequent 


p   *       «— p   * 


If— 1 


=  — ^^2"^''  -2'^'*^* ""  ~  ''^' 


o.   Voyons  maintenant  (juel  changenienl   s'operera  si  dans  la 
fonction 


nous  faisons  la  substitution 


cr) 


l*osons 
aJors 

7106'::= — I  (mod /I), 

par  consequent 

/I  — I 
-^ — ^ 

TT  i?==  p     * 

Kn  siipposant 
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nous  aurons 

?  -  at?       *        , 
done 

Comnie 

S(  Rp,)  =  X,  -+-  ^P'xp?^,  -+-  ?'P'a:,pf4-i-+-  ?'P^x,p?+i  -+-..., 

nous  aurons 
^  S(Rp.)=?-«Rp,, 

ou 

S(Rpir)  =  (»-»)?      «        Rpy. 
De  m^me 

S(Rpfc)  =  (a-»)P      «       Rp*; 
par  consequent 

n  —  l  —  ig       „  —  i—if, 

S(Rp.Rpfc)  =  (a-«)P      *      -^P      «       RpcRp*. 
Mais 

p       *       ==  —  prt-i-^         (modw), 

n  —  l—ih 

p       *       = — p/»-i-/i         (mod/i), 
done 

w  — 1— tjf       n—i—ih 

(2-»)P       »       -^p       «     "=  a?"-'-'-^p—' -*. 

Maintenanl  posons 

p*"-!- p^'iiT  o        (mo(l/i), 
c'esl-a-dire 

p^^—p^        (mo(l/i), 


alors 

p«-i-A'-H  p"->  -^'  -  o         ( inotl  n  ). 

par  consequent 


n—\—is        n—X  —  t/i 


,a-i)p       2       -hp       J        ^,. 
alors 

S(Rp,  RpO  -  RprRp'.; 
par  conscquenl 

S(R,.  R,,_p,)=  Rp.  R«_p,. 
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D'ou  il  suit  que  la  substitution 

n'altere  pas  la  fonction 

Q  =  Rj  Rn— 1  "*"  RpR/i— p"+" . .  .-H  R  w  — 3  R/|_  w—a  . 

p .     p . 

II  est  tr&s  facile  de  prouvcr  que  la  substitution 

-a 

n'all^rera  pas  la  fonclion  Q.  En  efTet 

F(Q)=  RpR;,_pH-Rp.R„_p.H-...H-R  n-_^R       n-i; 

p  1       /i_p  t 

et  comme 

«— t 

p   *    = — I  = /I  —  I         (mod/i), 

/I  — p   «    —I, 
nous  aurons 

T(Q)  =  Q. 

6.  De  ce  qui  pr^c^dc   on  voit  que  Q  n'cst  pas  altere  par  les 
substitutions  du  groupe 


r:') 


a,  b  sent  des  nombres  entiers.  II  existe  une  infinite  de  fonctions 
fornixes  comme  Q  et  qui  sont  exprimables  rationnellement  par 
des  quantit^s  connues.  Apres  la  llieorie  de  Galois  ne  sont  solubles 
par  radicaux  que  les  Equations  de  degre  premier  pour  lesquelles 
toules  les  fonclions  qui  ne  s^altercnt  pas  par  des  substitutions 


(";') 


sont  rationnellement  connues.  Indcpendamment  de  la  ihcorie  de 
Galois  on  pent  prouver  que  si  Tcquation  (irr^ductible  etde  degre 
premier)  est  telle  que  loutes  les  fonctions  des  racines,  ne  s'all6ranl 
pas  par  des  substitutions 
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s'cx|)rimcnt  rationncllemenl  par  dcs  qiianlites  connucs,  Tcqualion 
est  soluble  par  ties  radicaux,  el  Ton  pent  Iroiiver  la  forme  pr<^*cise 
des  racines  de  celle  equation. 
Formons  la  fonclion  des  racines 

I  RiRrt-i-hci>RpU;,_p-4-(i>*Rp>R;,_P»-f-...-i-(i>   *   R  n-a  R      j^zi  )        =^i» 
\  p  s       /i-p  «  / 

ou  w  est  Tune  des  racines  primilives  de  T^qualion 


/i-i 
<i>  *    =  I. 


11  est  facile  de  prouver  que  J3l|  ne  change  pas  par  des  subslitu- 

lions 

(az  -\-  h\ 
>   I' 

En  premier  lieu,  il  est  evident  que  3l|  ne  change  pas  par  des 
substitutions  du  groupe 

En  second  lieu,  appliquons  a  ^{  la  substitution 


alors  nous  aurons 

T(3l,)=  ^RpR^_p-h  to  Rp.R«_p. 


/I  — 1 


»  — 3  \        1 

4- o)*RpiRrt_pj-h. ..-+- (0   «    R  «-»  R       n-jj 

p   «       «-p   t   / 


ou 


(n      3  \/i  — I      /I  — I 

RpR«_p-f- wRp.R,,_p.-f-. . .-+- to~^R,  R„_,j~i"  w""^"  =  ^i. 

Par  celte  raison  ^i  s'cxpi'irnera  rationncllemenl  par  des  quan 
titcs  connues.  En  outre,  la  fonclion 


w— 1 
n  — 3 


Rj  U,,_, -f- (oRof^«-o -*-••-»- ti^   *    R  /1-3R       /i-s 


p    2      /<-p   J 


s'expriracra  rationncllemenl  par  dcs  quanlilc^s  connues,  el,  dans  le 
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cas  oil,  a  ia  place  dc  to,  on  subslilucra  success! veincnl 


/I  — 3 
(D*,       W*,        ...,       Ci>     *     . 


Done  nous  aurons  unc  suite  d'dquations  lineaires 

RiR«_i-4-       RpR,i_p-H. .  .-4-  R  n-jR       /i-3  =  —  np, 

/I  — I 
RiRfl_,-h  to  RpR«_p-4-. .  .-h  lo   *   R  w-aR       /i-3=    1/ -^i' 


P 

n  — I 


iLlf  "1-/"" 

R|Rrt_i-4-(D«RpR„_p-h. .  .-h  w   «    R  n-^R       «-j=    i /  5I2, 


p  »       /i-p 


n  — 1 


RjR/i-i-l-w  «    RpR„_p-*-. .  .-+-a>R  «-8  R       n-s  =    4  /  3l"-3. 

p   1        „_p  J  V  s 

De  ces  Equations  nous  aurons  successivemenl 


/I  —  I 


^p  R«-p  =  I  —  n/)  -h  0) 


/»  — 1 


—  1     n  —  \     \ 


p    »         «— p    ' 

ou  Jl|,  ^2,  . . .,  2l„_5  s'exprimeront  rationnellemcnl  jiar  dcs  coef- 

8 

ficicnls  dc  Tequation  propos<5e. 

7.   Formons  la  fonclion  rationnelle  des  racines 

/R/1-3R  /i-3\ 

\    P  «      /I-p  w 
C(»lle  fonclion,  ncs'allerant  pas  par  des  subslitulions  du  j;roiipr 


(R7-f-R«_,)H-(R«-+-n2_p)^-...-+-/^R  /i-aR       /i-j\=Lo. 

p   «       /i-p 


az  -¥  b 


sera  ralionnellcmenl  connue. 
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La  fonclion  des  racines 


n— J  T«— 1 


nc  change  pas  egalement  par  des  subslilutions  du  groupe 


("; 


el,  [)ar  consequent,  en  raisonnant  cominc  plus  haul,  nous  trouvc- 
rons  success! vement 

/  _      »  — 1  w-1    \ 

Rg  ■+-  R,?,p  =        ^     (  Lo  H-  (0~»         J/l,-^...4-(o     i/Ln-t    ), 


/I  — I  rt  — 1 

s 


R%^,_^R       /»^=  ^-^1  L„^-w    ?/l,-+-...^w   «      i/L^-i  ) 


Nous  aurons  ainsl  pour  trouver  K^'  el  KJJ_,  deux  (Equations 


«  — t  /I— 1 


R7R;i_»=(— \-)"( -/i/?-h    J/2i,-t-...-i-    i/^Ozj). 


/t  —  I , 

II  — 1 


V 


Done  R"  el  R"_j  sonl  les  racines  (rune  equation  du  deuxieme 
degre 

(w  — 1   ^  — I    n—i    \ 

/  /I  — 1      rt  — 1 \    /I 


V 
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Eo  la  r^solvant  nous  avons 


(n—l    n— 1    rt— 1    \ 


/  w-l    n— 1 


L/l-3 


/I— 1  n— 1 


-(;r^)"(-«/'-^'v/''''^--^v/^=r/  = 


r:_.  =  ^(u+  (/l,^-  y/L,+...-H  (/L-'j 


n—l    /I— I 

Lo-h 


De  meme  nous  trouverons  deux  a  deux  R''  et  RJ,'_q;  Rpi  et 
Rj-p*;  ....  Nous  avons,  par  exemple, 


(__    n--\    n—l    


«— 1  /I— I 

W--3 


/  _    II— 1    n—\    \ 


/I— I  /J— 1 


VH"^"  •  ^r  """H'-Ct^)-(-^- .--1^)' 


8.    Pour  Tequalion  du  Iroisi^me  degre  nous  avons,  par  la  fonnule 

gen^rale, 

K,  H,  =  —  '^p ; 
cn  outre 

Rf  4- H|  =  ( K, -4- R,)(Rf- RR, -+- RJ)  =  — '27y ; 
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done 


j»-=-V-'f-i/?^l- 


9.    Pour  I'eqiiation  dii  clnquiemc  dogre 

J-*  -+-  /? x'  -h  ^  X*  H-  rx  -+-5  =  0. 


nous  anrons 


R, = //u-^v/r;      /7L7-^"7n;y"  /-57>-^v^3r,y 

Cos  resullats   s'accordenl  conipletrmenl  aver  la  forme  prevue 
par  Al)cl. 

10.   11  nous  roslp  marnlonant  a  exprimor  Ics  racines  de  Tequation 

par  des 

It  I ,     R* R/i_|. 

Nous  avons 

d  Oil 

Si 

•iX    -:  I      (  motl/i  ». 


MtLANGES.  143 

nous  aiirons 

De  in  erne 

Oil 

3/  =  I         (mod/i); 

on 

4  //?  r^  I         (mo(l/i); 


R^_,  =  Xo-h  axi-+-  a^aiTi-h. .  ,-h  0L»-^T„-i 
De  id  nous  .iiirons  successivement 


j-u= -(  RiH-  Uj-+-       Rt-h...-+-         K/i-i)t 

Ti=~(  aRi-h  a^Rj-T-   a'Rj-t-. . .-+- a"-»  R«_, ), 

j-j=  -  (  a»R,H-  a»*  R2-+-a»'R3 -+-... -f.  a«-«R,,_,), 

X3=-(  a»R,H-  a^*Rj-ha8/R,H-...-ha'»-5R„_,), 
/t 


irrt_i=  -  (a^-iRj-ha^-^  R,  H-...-+-        aR/i-i), 

on  X',  /,  .  . .  sonl  cliifinics  par  les  congruences  men  lion  noes  plus 
hant. 
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Franz  NEUMANN.  —  Vorlesungen  ueber  matiiematiscue  Physik.  f**  Heft : 
f'orlcsuiigen  uber  die  Theorie  der  CapUlaritdt ,  herausgcgeben  voii  D""  A. 
IVout^erm  ( Lemons  de  Physique  matuematique.  7"  Volume  :  Lecons  sur  la 
titcarie  de  la  CapUlarite,  publi6es  par  lo  D""  A.  fVafigerin),  Gr.  in-8**, 
x-334  p.  Leipzig,  B.-G.  Tcubner,  1894. 

Les  anciens  Aleves  de  M.  F.-E.  Neumann  ont  eu  la  pensee  de 
publier  quelques-uns  des  plus  beaux  Cours  qu^alt  professes  leur 
itiustre  maitre,  durant  sa  longue  et  brillante  carri^re. 

M-  Carl  Neumann,  qui  a  poursuivi  avec  aulant  d'aclivite  que  de 
bonbeur  la  voie  Iracee  par  son  pere,  a  public  les  Leq,ons  sur  la 
theorie  du  Magn^Aisme,  puis  les  Le(}ons  sur  la  theorie  du  poten- 
tiei  e*  sur  les  fonctions  spheriques ;  M.  Pape  a  reuni,  en  une 
Intraciuction  a  la  Physique  theorique,  les  parties  les  plus  el<5« 
nientalres  de  Tenseignement  du  maitre;  M.  von  der  Miilili  a  redig^ 
les  Lemons  sur  les  courants  electriques,  M.  Dorn  les  Lemons  sur 
'  Opiique  theorique,  M.  O.-E.  Mejer  les  Le<;ons  sur  Velasti- 
cite  ctes  corps  solides  et  de  I'ether  lumineux.  M.  A.  Wangerin 
vient  de  completer  eel  ensemble  en  nous  donnant  les  Legons  sur 
la  ih^orie  de  la  capillarite, 

■^^poser  la  tlieorie  de  Gauss,  Tappliquer,  ce  que  Gauss  n'avait 
pas  fait,  aux  problemes  parliculiers  qui  inleressont  les  ph^slciens, 
tcl  est  Tobjet  que  M.  F.-E.  Neumann  s'cst  propose  dans  ces  Legons 
profess^esen  1864. 

^^-  F.-E.  Neumann  forme  le  polentiel  des  forces  capillaires  en 
suivaniTAnalyse  m^me  de  Gauss;  depuis,  M.  J.  Moulicr  a  niontrc 
*l"^  Ton  pouvait  abreger  notablement  le  culcul  en  inlroduisant, 
"*^^  le  debut,  Thypothese  (jue  les  actions  capillaires  deviennent 
inseosibles  a  distance  sensible;  on  ne  saurait  liesiter  a  prefercr, 
uaiis  Penseignemcnt  elementairc,  la  methode  de  M.  J.  Mouticr, 
1"*  ne  fait  appel  qii'aux  considerations  matliematiques  les  plus 
simpl^jjj  ^  ig^  nicihode  de  Gauss.  Mais,  dans  un  enseiicnement 
aorure  plus  elev^,  on  verrait  avec  regret  laisser  dans  Tombre  la 
"^^Oiode,  si  feconde  en  idccs  analyticjues,  de  Tilluslre  geomclre 
^^  Gtieltingue. 

^w//.  de*  Sciences  mathe/n.,  j*  scric,  l.  XVIH.  (Juillcl  iSy}.)  11 
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C'est  ^galement  en  suivant  les  me^thodes  de  Gauss  que  M.F.-E. 
Neumann  forme  la  variation  premiere  du  potentiel,  pour  en  d^- 
duire  les  deux  lois  fondamentales  de  Laplace.  A  Texpos^  di 
mailre,  M.  Wangerin  a  joint  I'expos^  d'un  autre  proced^,  qui  lui 
est  personnel,  propre  a  r^soudre  le  m^me  probleme;  le  proc^de 
de  M.  Wangerin,  remarquable  par  son  ^l^gance  et  par  sa  g^n^ra- 
lite,  m^rite  d'etre  conserve  dans  les  Traites  de  capillarity,  k  litre 
de  m^lhode  analytique,  a  c6te  de  la  belle .m^thode  synth^tiquc 
donn^e  par  M.  Joseph  Bertrand. 

En  terminant  son  Mdmoire,  Principia  generalia  iheoria 
Jigurce  Jluidoriim  in  statu  cequilibriiy  Gauss  indiquait  que  les 
metliodes  par  lui  decouvertes  pouvaient  s'appliquer  au  cas  oii 
deux  liquides  differents  ^taient  en  contact;  M.  F.-E.  Neumann, 
developpant  cette  indication,  a  constitu6  la  th^orie  des  gouttes 
liquides  qui  flottent  sur  un  autre  liquide;  il  a  ^te  conduit,  er 
developpant  cette  thdorie,  a  d^couvriret  ^demontrer  un  th^or^mc 
fondamental,  aussi  important  que  la  loi  relative  k  Tangle  de  rac- 
cordement  d'un  liquide  et  d'un  solide.  Imaginez  une  goutte  du 
liquide  i  floltant  a  la  surface  du  liquide  2;  soient  S|  la  surface 
libre  du  liquide  i ,  S2  la  surface  libre  du  liquides,  S42  1^  surface 
de  contact  des  deux  liquides;  soient  A|,  A2,  A12  les  tensions  su- 
perficielles  correspondantes;  coupez  la  ligne  de  raccordement  pai 
un  plan  qui  lui  soit  normal ;  ce  plan  coupe  les  surfaces  S|,  S2,  Sn 
suivant  des  lignes  L|,  La,  L12;  sur  les  langentes  a  ces  lignes  en 
leur  point  commun,  menez  des  forces  respectivement  egales  a 
A|,  A2,  A12;  ces  trois  forces  se  font  ^quilibre.  Tel  est  le  th^or^mej 
aujourd'hui  classique  sous  le  nom  de  theoreme  de  Neumann, 
dont  nous  trouvons  la  demonstration  rigoureuse  et  ^l^gante  dans 
les  Le(^ons  sur  la  theorie  de  la  capillarite. 

Laplace  avait  fond^  la  theorie  de  la  capillarity  sur  les  principes 
gendraux  de  I'Hjdrostalique  et  sur  T^lude  de  la  pression  a  l*int^- 
rieur  d'un  lluide  soumis  aux  actions  capillaires;  Gauss,  au  con- 
traire,  ddduisant  directement  les  lois  de  la  capillarity  du  principe 
des  vilcsses  virtuelles,  laissaitentierement  de  c6te  la  consideration 
de  la  pression  hydrostatique;  aussi,  les  deux  theories  de  Laplace 
et  de  Gauss  semblenl-elles  n'avoir  aucun  point  commun  que  k 
point  de  depart  et  le  point  d'arrivee ;  M.  F.-E.  Neumann  a  indique 
une  mcthode  niixle  qui  les  rapprochc  I'une  dc  Taulre;  partanl  du 
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polenliel  dcs  actions  cupillalres  que  Gauss  nous  a  appris  a  former, 
il  en  deduit,  scion  les  melhodes  de  Lagrange,  les  proprieles  de  la 
pression  a  rinlericur  d'un  fliiide  soumis  au\  forces  capillaires,  et 
il  relrouve  par  la,  avec  unc  emigre  rigueur,  les  resullals  de  Laplace. 
Celle  mani^re  de  trailer  la  capillarity,  qui  garde  loute  la  perl'ec- 
lion  de  I'Analjse  de  Gauss,  tout  en  a^ant  sur  elle  Tavanlage  de  se 
moins  Pearler  de  TH^drostatique  generale,  nous  senible  Tun  des 
cbapilres  les  plus  int^ressanls  de  ces  Leqons, 

Nous  avons  marqu^,  au  hasard  de  la  lecture,  les  points  qui  nous 
ont  le  plus  frappe  dans  l^enseignement  de  M.  F.-E.  Neumann  sur 
la  th^orie  de  la  capillarite;  mais  on  aurail  une  id^e  Lien  incom- 
plete de  cet  enseignement  si  Ton  se  contentait  de  ce  que  nous  en 
avons  dit;  en  realite,  on  y  trouve  une  discussion  approfondie  de 
presque  loules  les  questions  qui  interessent  le  physicien  :  ascen- 
sion des  liquides  dans  les  tubes  ou  enlre  des  lames  paralleles, 
pression  d'un  liquide  sur  un  corps  immerge,  disque  de  verre 
adherent  a  la  surface  d'un  liquide,  forme  des  goiittes  d'eau  sus- 
pendues  a  un  plan  de  verre,  des  gouttcs  de  mercure  post^essurun 
plan  de  verre,  experiences  de  plateau  sur  les  gouttes  d^huilc  plon- 
gees  dans  un  liquide  de  ni^me  densite.  Une  seule  omission  nous 
scDible  nieriter  qu'on  la  signale;  c'est  I'etude  dcs  lames  de  liquide 
glycerique,  qui  ne  figure  pas  dans  les  Let^ons  redigees  par  M.  Wan- 
gerin.  Malgre  cette  omission,  ces  Lei^ons  constituent  le  Trait<5 
de  eapillarite  le  plus  parfait  qui  existe,  du  moins  a  notre  avis. 

La  lecture  de  ces  Lemons  sur  la  theorie  de  la  capillarite, 
comine  des  autres  cours  de  M.  F.-E.  Neumann,  donne  a  un  haut 
degre  la  sensation  de  ce  qu'etait  la  IMijsiijue  mathematique  au 
milieu  de  ce  si^cle,  apres  les  beaux  travaux  de  TEcole  fran^aise 
«l  de  r£colc  allemande;  sans  doute,  les  diverses  parties  de  la 
science  denieuraient  isolces  les  unes  des  autres,  en  sorle  qu'elles 
pouvaient  elrc  publiees  par  dcs  auleurs  diflerenls,  dans  un  ordre 
c}ui  n'avail  rien  de  necessaire;  mais  chacunc  des  parties  etait 
Erail^e  avec  une  neltete  et  une  precision  bien  rares  aujourd'hui. 
.La  Tlierniodynamique  nous  a  appris  a  chercher  les  liens  entre  les 
diverses  parties  de  la  IMnsiquc  et  a  ne  plus  regardcr  cette  science 
cjuc  comme  un  seul  ensemble;  mais,  preoccupes  de  funite  du 
I4111I,  peul-«}tre  sonimes-nous  dcvenus  moins  scnsibles  a  la  perlcc- 
liou  du  detail.  V.  Duukm. 
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Or  ces  formes  sonl  de  degr^  n  si /est  da  premier  degr^.  La  divi- 
sion peut  done  servir  a  Irouver  des  formes  de  degr^s  sup^rieurs. 
Elles  satisfont  k  des  Equations  alg^briques  dont  les  coefficients 
sont  rationnels  en  g^^  g^  et  sont  le  degr^  dans  le  cas  le  plus  g^- 
n^ral  ^gale  'f(^)^(^)  (*)•  On  ^tablit  la  forme  de  ces  Equations, 
en  parliculier  dans  les  cas  oh  la  fonction/  est  p  ou  p',  D'ailleurs, 
dans  ces  cas,  les  Equations  se  simplifient,  ou  s'abaissent,  ^  cause 
des  propri^t^s  particulieres  de  ces  fonctions,  parity  ou  imparity. 
Ensuile  on  introduit,  comme  c'est  naturel,  la  fonction  o*.  La 
fonction 

n '"^'^V 

n'esl  pas,  a  la  vdril6,  une  fonction  modulaire,  parce  que  la  fonc- 
tion 0"  n'a  pas  depdriodes,  mais  on  peut  en  d^duire,  par  Tadjonction 
d'un  faclenr  exponentiel,  des  fonctions  qui  se  reproduisent  a  une 
racine  de  Tunil^  pres  (/i'^'"*'  ou  2/1*^™*"  suivant  que  n  est  impair  ou 
pair)  par  les  substitutions  du  groupe  ^^{n)'  On  dit  que  ces  nou- 
velles  fonctions  sont  adjointes  a  ce  groupe.  D'ailleurs  ces  nou- 
velles  fonctions  sont  r^ellement  des  fonctions  modulaires,  relative- 
ment  au  groupe  r2(jL(««)  ou  V^f^^n^)  suivant  que  n  est  impair  ou  pair. 

Pour  /I  =  2  et  3,  on  retrouve  des  fonctions  deja  ^tudi^es  dans 
le  premier  volume.  Les  cas  de  /i  =  5  et  7  sont  ^tudi^s  ensuite. 

La  division  des  fonctions  de  degres  supdrieurs  a  Tunil^  n'est  pas 
etudiee  ici. 

Les  Cliapitres  suivants  sont  consacres  a  la  iheoriedela  transfor- 
mation. Soit  F(ti)|,  Wj)  une  forme  modulaire,  ou  plus  simplemeni 
F(o))  une  fonction  modulaire  que  nous  supposerons  d'abord  di 

(')  Rappelons  que,  n  otant  supposd  decompose  en  facteurs  premiers 


on  a 


^(«)-«(.+^)(.+y(.+y---- 


pone 


•  *  •   > 


z,{n)  ')^{n)  est  Ic  nonibrr  des  couples  de  noinbrcs  enliers  positifs  plus  petils  c 
r};aux  a  /z,  donl  le  plus  p;rand  cominun  diviseur  est  premier  avee  n. 
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Premier  degre.  La  transformation  du  /f'^**""  ordre  est  I'op^ralion 
^oiconsiste  a  remplacer  dans  cette  fonction  to  par  nio.  Conside- 
fOfls  par  exemple  la  fonction  J,  la  transformee  est 

Mais  ik  une  valeur  donn^e  de  J  correspondent  une  infinite  de  va- 
fcurs  deci)  comprises  dans  la  formule 

atii  ■+■  b 


CO) 


{ad  —  be  =  i). 


DoK3.ca  cette  valeur  de  J  correspondront  les  valeurs  de  J'  com- 
prises.   Jlans  la  formule 

^,^/na^-i-nb\ 

\    CO)  -\-  a    J 
Or   <z>n  d^montre  que  les  substitutions 

(na    nb\ 
c       d) 

se  r^[>^rtissent  en  'i(/?)  classes  de  substitutions  equivalenles  entre 

elles  (z^sr  rapport  au  groupe  modulaire,  de  sorle  que  J'  a  ^(/i)  va- 
leurs. 

II  y"  9  done  une  Equation  alg^brique  entre  J'  etJ  :  on  voit  facile- 
menl  czju'elle  est  sjm^trique  en  J  et  J'et,  d'apres  ce  qu'on  vient  de 
dire,  ^lle  est  du  degr^  i^,  C'est  I'equation  modulaire. 

Ma-i^Qn  pent  donner  une  autre  definition  de  la  transformation 
plas  ^^n^rale  que  la  premiere.   Cette  transformation  consistc  a 

reiDpl.^cep  Q,  par -,  a,   6,  c,  d  ^tant  des  nombrcs   enliers 

assuje  t.tis  a  la  condition  ad  —  be  =  n.  Cette  nouvelle  transforma- 
tion  s  appellera  transformation  etendue,  tandis  que  la  premiere 
est  1^     transformation  propre.    Si   Ton  range  dans  une  meme 
classe  les  transformations  ^tendues  qui  se  dediiisent  les  uncs  des 
aulres    par  des  substitutions  modulaires,  il  j  en  a  4>(/i)  classes, 
*('*)  €tant  la  somme  des  diviseurs  du  nombre  n,  D'autre  part,  on 
voil  facilement  que  chaque  classe  de  transformation  etendue  cor- 
respond a  une  classe  de    transformation  propre  d'ordre  /?,    ou 

a  ordre  J- ,  t*  ^tant  un  diviseur  de  n.  On  a  done  Tidentile 


♦<",=2h:'.) 


I 
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identll(^  d'ailleurs  facile  a  troiiver  direclement,  mais  qui  donne  ici 
ie  premier  exemple  d'application  des  theories  qui  nous  occupent, 
a  la  demonstration  d'idenlil^s  arilhmetiques  ('). 

Ensuite  on  ^tablit  le  genre  du  polygone  de  transformation  F^. 
Chemin  faisant,  on  tomhe  sur  Tidentil^  interessante 

D 

la  somme  ^tant  ^tendue  a  tons  les  divisenrs  D  du  norabre  /?,  el  / 

^tanl  le  plus  grand  commiin  diviseur  de  D  ct  de  j-- 

Ce  que  nous  avons  dit  de  Teqiiation  enlre  J  et  J'  s'applique  a 
toute  fonction  du  premier  degre. 

Quant  a  Tequation  relative  a  la  transformation  etendue,  elle  est 

de  degr^  ^{^)y  "iai*»  se  decompose  en  (Equations  de  degr^s4>  (  ^j ) » 
dans  le  domaine  de  rationnalite  de  ^2  el  de  g^. 

Les  r^sultals  precedents  sonl  appliques  en  parliculiera  la  fonc- 
tion J ((!)).  L'^qualion 

F(J,J')  =  o, 

qui  lie  J(o>)  a  i'=J(Fiio)  est  etablie  pour  les  valeurs  simples 
de  n,  pour  lesquelles  le  genre  de  ^^l;^//)  est  mil. 

La    transformation   peut  s'appliquer  aux   fonctions   de   degres 


(')  Cettc  formulc 


donne 


*(«)^V'>(7.) 

•0  ae 

^      rr  Z^     //'      '    Z^  {n-y 


/» — .  1  rt  - 1 


i>ii 


00 


d'oii  en  fin 


n  =  1 


^{s)  6lant  la  fonclion  de  Ricinann  2.     ,  [»'0«V  K.  Cahen,  Me'moire  sur  fa  /one- 


n  — 1 


tion  ^(.«)  {Annn/es  de  r^colc  Xorma/c  siiperieurc.  3'  st'-ric.  t.  XT,  p.  loj ;  i8tj'| )]. 
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qiielconques;  le  probleme  s'elend  alors  beaiicoup,  deux  Chapilres 

J  sonl  consacr^s  :  dans  le  premier  on  donne  les  principes  g^n^raiix, 

dans  le  second  on  ^tablit  les  equations  de  transformalion.  Soil  z 

une  fonction  modulaire  relative  k  un  sous-groupe  V^,  Supposons 

qu'4  une  valeur  de  z  correspondent  v  valeurs  de  J,  a  chaque  va- 

leur  de  J  correspondent  i(  valeurs  de  J'  =  J(/i(i>);  enfin,  a  chaque 

valeur  de  J'  correspondent  (x  valeurs  de  >s'=  z{nii>).  De  sorte  que 

r^quation  entre  z  et  2',  qui  d'ailleurs  est  ^videmment  sjmctrique 

par  rapport  a  ces  deux  quantit^s^  est  du  degr^  uvA. 

IVIais  cetle  Equation  pent  ^tre  r^ductible,  et,  dans  le  cas  particu- 

lier  ou  elle  admet  comme  facteur  une  Equation  de  degre  <j^,  celte 

derni^re  jouit  de  propri^t^s  absolunient  analogues  a  Te^qualion 

modulaire  relative  aux  fonctions  du  premier  degre,  et  pent  6tre 

aussi    appel^e  une  equation  modulaire.  La  recherche  des  circon- 

stances  dans  lesquelles  se  pr^sente  ce  cas  est  faite  par  la  consid^- 

raiioQ    du   groupe   V^  compare   an  groupe   des    transformations 

d  ordre  /i,  dans  le  cas  ou  n  est  premier  avec  le  degr^  de  la  fonc- 

^■'^'^^    ce  qui  n^cessite  des  recherches  gen^rales  surle  sous-groupe 

^^***»iniin  a  deux  sous-groupes  donnes,  recherches  qu'on  trouve 

^^*^s   Ic  troisieme  Chapilre.  Les  Equations  modulaires  n'existent 

^"o    lorsque  le  genre  p  de  T^  est  nul,  c'est-a-dire  quand  J  est 

tonotion  rationnelle  de  s,  sans  que  la  reciproque  soit  vraie. 

*-^ans  le  Chapilre  suivaut,  on  ^tudie  des  Equations  particuli^res, 

pi*ii^cipalement  celles  qui  se  rapportent  aux  fonctions  du  second 

^S**^   de  Jacobi.  A  la  fin  de  ce  Chapilre,  on  examine  les  formes 

*'*'^'^»onnelles  trouvees  parLegendre  et  Jacobi  pour  les  Equations 

^    ^i^ansformation,  par  exemple  Tequation  \/kl'\-^k' I' =\^  rcla- 

^'^    ^  la  transformation    du  troisieme  ordre.   Ces  r^sultats  sont 

^^ch^s  a  une  th^orie  plus  generale,  celle  de  la  correspondance 

^^ulaire,  sur  laquelle  on  reviendra  plus  tard. 

"^^Ous  avons  deja  dit,  et  Ton  sail  deja  depuis  longtemps,  quelles 

.      '^l^ reuses  et  belles  applications  a  TArithmetique  ddcoulenl  de 

-         ^^orie  des  fonctions  elliptiques.  Ces  applications,  eparses  dans 

o&uvres   admirables   de  Jacobi,  de  Kronecker,  de  M.   Her- 

|.       ^>    etc.,  manquent  de  points  de  vue  gdneraux.  Les  auteurs  du 

^  clont  nous  nous  occupons  ont  cherche  a  en  etablir  pour  ce  qui 


,  ^^^de   les  applications  des   equations  modulaires  k  la   iheorie 
^Ormes  quadratiques  binaires  a  coefficients  enliers. 
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Rappelons-nous  la  representation  g^om^trique  d'une  telle 
forme  donn^e  dans  le  tome  I  de  I'Ouvrage.  Si  le  determinant 
D  =  6*  —  ac^  de  la  forme  ax'^  -|-  2  bxy  -+-  cy'^^  est  n^gatif,  la  forme 

est  representee  par  le  point ^—  du  demi-plan  au-dessus  de 

I'axe  des  x.  Si  le  determinant  de  la  forme  est  posilif,  elle  est  re- 
presentee par  le  cercle  decrit  sur  le«egment  de  I'axe  des  ar,  limits 
par  les  deux  points  racines  de  la  forme,  cercle  dont  Tequation 
est 

Soit  alors  une  equation  modulaire/(J,  J')  =  o  du  premier  de- 
gre,  relative  k  la  transformation  du  /i»«"»*  ordre.  Cherchons  si  J' 
peut  etre  imaginaire  conjugue  de  J,  c'est-a-dire  si  Ton  pent  avoir 

Portant  ces  valeurs  dans  Tequation 

/(J,J')  =  o, 
qui  est  symetrlque  en  J  el  J',  il  vient 

//(X,Y)  =  o. 

Or  les  valeurs  de  J'  sont 

J[(;iV(co)], 

V  etant  une  substitution  modulaire. 

J[/?  V((i))]  devant  eire  imaginaire  conjuguee  de  J(ti>),  il  faut  que 
les  substitutions  /?V(to)  et  — w  soient  equivalenles  relativement 
au  groupe  modulaire,  autrement  dit  qu'il  existe  une  substitution 
modulaire  V  telle  que  Ton  ait 

V'f/iV(u>)]  =— w. 


Soit 


V'[/iV(to)]=  ^!!i±_£         {bd^ac  =  n)\ 


il  en  resulte 

bti}  -4-  c 

aio  -h  d 

— 

w, 

ou, 

en  posant 

(0 

X 

b( 

+  0-, 

T  -h  iy)-{-c 

(^ 

a{x  -r-  iy)  ■+-  d 
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ou 

a(j?*-f-^*)-f-(6  -+-  d)x-h  c-h  lib  —  d)y  =  o, 

ce  qui  exige  que  0  —  rfsoil  nul,  etalors  il  rcste 

a(x^-{'y^)  -i-  7.bx  -h  c=  Oj 
el  r^galil^  bd  —  acz=  n  devient 

6'  —  ac  =  /I, 

de  sorte  que  ax^  -\-  ibxy  -f-  cy^  est  une  forme  de  determinant  /i, 
dont  le  cercle  repr^sentatif  passe  par  le  point  (o  pour  lequel  J'=  J. 
La  r^ciproque  est  vraie  si  un  point  to  est  sur  un  cercle  tel  que  le 
precedent,  dont  les  coefficients  satisfont  a  I'^qualion  b^ —  ac  =  w ; 
ii  y  a  un  module  J'  imaginaire  conjugu^  de  J.  Les  courbes  /i  =  o 
sent  les  representations  conformes  de  ces  cercles  par  la  fonction 
correspondante.  Elles  sont  appel^es  courbes  de  Smith,  du  nom  de 
leur  inventeur.  Les  courbes  de  Smith  ne  sont  d^ailleurs  que  les 
lignes  qui,  sur  la  surface  F^,  ne  changent  pas  par  la  transforma- 
tion WA  =  — ^«  de  sorte  que  le  nombre  de  ces  lignes  ^gale  le 

nombre  des  classes  des  formes  primitives  du  determinant  n.  Des 
considerations  analogues  s'appliquent  a  la  transformation  etendue; 
elles  ont  rapport  aux  formes  primitives  ou  non. 

Tout  ce  qui  precede  n'a  rapport  qu'aux  formes  k  determinant 
positif,  mais  la  th^orie  des  Equations  modulaires  s^applique  dgale- 
inent  aux  formes  a  determinant  negatif.  Cette  application  repose 
sur  la  consideration  des  modules  J  singuliers,  c*est-a-dire  egaux  a 
un  module  transforme  J'.  L^equation  entre  J  et  J'  etant 

/^^J,  J')  =  o, 

de  tcis  modules  sont  evidemment  donnes  par  Tequation 

/(J,J)  =  o 
on,  en  fonction  de  co, 

G(aj)  =  o. 

Ainsi  les  valeurs  singulit*res  de  (o  sont  en  nombre  limite.  Or 
on  a 

J'=:J[U(U,)], 

de  sorte  que  les  valeurs  singulieres  dc  co  satisfont  a  Fequation 

to  ~  R(cu) 
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ou 


/?  CO  -4-  6  ,         , 

CO  =  -.  ( ad  —  be  =  n), 

ecu  -t-  a 


Oil 

Posons 


ceo*  -f-  (  fl^  —  a  )co  —  6  =  o. 
c=P,        ^— a  =  Q,         — 6=R; 

on  voil  que  m  est  le  point  racine  de  la  forme 

Px«-h  Q^ry  -¥■  Rj'*, 
dont  le  determinant 

Qs— 4PR  =(d-a)^-\-^bc  =  (d-^aY—  4/i  =  x«— 4/i 

sera  negatif  a  condition  que  l*on  ait 

I  X  |<  2  \fn. 

R<5ciproquement  soient  un  nombre  n  et  un  nombre  x  moindrc, 

en  valeur  absolue,  que  i^fn^  et  une  forme  de  determinant  negatif 
Q- — 4t*R^  =  — /I ;  il  J  a  une  valeur  singuliere  de  to  et  une  substi- 
tution correspondantes. 

l-iC  nombre  de  ces  vaieurs  singulieres  est  done 

^H(4/i-x«),         (-2v/ri<x<2v//7), 

X 

ou  cetle  somme  dimiiiuee  de  i  quand  n  est  un  nombre  carre,  en 
designant  par  H(A)  le  nombre  des  classes  de  determinant  —  A. 

Cest  le  degre  de  Tequation  qui  donne  les  vaieurs  singulieres 
de  J. 

Ce  degre  pent  se  calculer  d'aprc^s  ce  qu'on  a  dit  plus  baut  sur  la 
forme  des  equations  modulaires,  et,  en  le  comparant  a  I'expression 
prec^dente,  on  trouve 

x 

4>(/?)  elant  la  somme  des  diviscurs  du  nombre  /i; 

^(/?)  Texces  de  la  somme  des  diviscurs  de  n  qui  sont  plus  grands 

que  y//*,  sur  la  somme  de  ceux  qui  sont  plus  petits  que  \/n. 
Cetle  belle  formule  a  ele  Irouvce  par  Kronecker. 
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Une  question  qui  a  beaucoup  de  rapports  avec  les  pr^c^dentes 
est  ceile  de  la  fnuitiplication  complexe  des  fonctions  elliptiques. 
On  sait  que,  n  ^tant  un  nombre  entier,  p{nu  \  coi ,  (1)2),  pour  prendre 
cette  fonction  comme  exemple,  est  fonction  rationnelle  de 
j>(ii|cii4,(02)et  de  j)'(£/|(i>i,ci)2).  Exisle-t-il  des  nombres  complexes  [x 
Icis  que  p([ji£/|(i)|,  (02)  jouisse  de  la  m^me  propri^t^?  11  faut  et  il 
suflit  pour  cela  que  Ton  ait 

|xai|  =  aei>|  ■+■  6a>j, 

a,  b.  c,  d  ^lant  des  nombres  entiers,  d'oii  facilement 

jx«—  (a  -h  d)[L'^  ad  —  bc=.  o, 

fa)  devant  ^ire  dans  le  demi-plan  au-dessus  de  Taxe  reel,  on  prendra 

fx  =  ; >  CO  = — p (en  supposant  c  >  o). 

On  voit  les  rapports  intimes  qu'il  y  a  entre  les  deux  questions. 

Les  r^sultats  pr^c^dents  sont  ensuite  appliques  aux  cas  de 
/I  ==  5  et  /I  =  ^. 

Dans  le  Chapitre  suivant  on  cherche  k  g^ndraliser  les  resultats 
pr^c^dents  pour  les  Equations  modulaires  de  degres  sup^rieurs, 
d'apres  les  Iravaux  de  Kronecker,  Gierster,  Hurwitz.  On  applique 
particulierement  aux  Equations  modulaires  de  Ticosaedre  relatives 
4  la  fonction  s(^0  {^o^^  'c  l**"  Volume).  Cela  donne  alors  des 
theor^mes  sur  les  formes  quadratiques  binaires  considerees  dans 
leurs  rapports  avec  le  diviseur  5.  L'exemple  suivant  donncra  une 
idee  du  genre  de  theoremes  que  Von  oblient.  Soit 

n  —  2 (mod  5), 
00  a 

3      \      11(4/1  — X*)  =  i*( /I ). 

X 1 0 1  mud  3  « 

L^auteur  fail  une  (^ludc  complete  de  ccs  relations  en  examinant 
tous  les  cas   possibles  rtlalivcmcnt  aux  restcs  de  n  et  de  x  par 
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rapporl  a  5.   Celle  ^lude   lermine  la  IV*  Section  de  rOiivrage. 

Cette  IV*  Section  n'^lail,  comme  nous  I'avons  dit  au  commence- 
ment,  qu^une  preparation  a  rach^vement  du  probl^me  fondamcntal 
expos^  dans  la  t*  Section  :  former  des  fonctions  modiilaires  de 
degr^s  sup^rieurs.  C*esL  a  ce  probleme  qu^est  consacr^e  la  V*  Sec- 
tion. 

Ici  Fauteur  fait  inlervenir  une  representation  geometrique  qui 
n^est  pas  essentielle,  mais  qui  est  commode  el  interessanle,  k  sa- 
voir  la  representation  par  les  courbes  normaies  elliptiques.  Soil 
une  fonction  doublement  periodlque  du  premier  degr^,  sa  perio- 
dicite  est  representee  dans  le  plan  des  u  par  une  division  en 
paralieiogrammes.  Soil  m  le  nombre  de  points  d^un  de  ces  parai- 
leiogrammes  en  lesquels  la  fonction  prehd  une  meme  valeur, 
nous  pouvons,  par  le  moyen  de  la  fonction,  representer  ce  paral- 
leiogramme  sur  une  surface  de  Kiemann  a  m  feuillets  F^  qui  est 
du  genre  i.  On  sait  (t;o«>  le  1**"  Volume)  que  les  fonctions  algc- 
briques  de  F;„,  qui  restenl  finies  sur  la  surface,  excepie  peut-eire 
en  n  certains  points,  sont  fonctions  lineaires  de  n  —  i  speciales. 
Or  nous  pouvons  considerer  les  valeurs  de  ces  n  —  i  fonctions  en 
chaque  point  de  la  surface,  comme  les  coordonnees  d'un  point 
dans  Tespace  k  n  —  i  dimensions.  Ce  point,  dont  les  coordonnees 
sont  fonctions  d^un  parametre  Uj  decrit  dans  cet  espace  une 
courbe  R/i-|.  A  chaque  point  de  la  surface  correspond  un  point 

de  la  courbe,  et  cetle  courbe  est  d'ordre  /i  ou  - ,  suivanl  qu'a  chaque 

point  de  la  courbe  correspond  un  ou  [x  points  de  la  surface. 

On  saisira  mieux  celle  idee  generale,  en  remarquant  que  dans 
le  cas  particulier  de  n  =  3  on  a  la  representation  bien  connue  des 
cubiques  planes  par  les  fonctions  elliptiques. 

Ces  considerations  donncnt  une  forme  geomeirique  aux  pro- 
blemes  de  la  division  et  de  la  transformation.  Ainsi  le  probleme 
dc  la  division  se  raniene  a  la  recherche  de  substitutions  lineaires 
(]ui  nc  changent  pas  la  courbe,  et  cciui  de  la  transformation  a  la 
recherche  des  poljcdres  a  n  faces  dans  I'espace  k  n — i  dimen- 
sions qui  ne  changent  pas  par  les  memes  substitutions.  Les  equa- 
tions des  faces  de  ces  poljedres  donnent  des  fonctions  X^qui  sont 
du  degre  /?,  -i/i  ou  \n  suivanl  que  n  est  impair  ou  i^  o  ou 
HI  2  (mod.,1). 
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Ces  fonctioDS  sont  ^tudiees  particuli^rement  dans  leurs  rap- 
porls  avec  les  subslilutions  S  et  T;  ces  subslitutions  transrorment 
ces  foDclions  les  unes  dans  les  autres  avec  adjonctions  de  coerO- 

cients  contenant  Tirrationnelle  y//i  el  les  racines  /i"'««  de  Tunit^. 
Des  combinaisons  de  ces  formules  donnent  les  series  singuli^res 
de  Gauss 

2  -)''^- 


A  =  l 


Ensuile  on  ^tudie  les  fonctions  qii'on  oblicnt  par  combinaisons 
bilin^aires  des  X^,  leurs  d^veloppemenls  en  s^rie  suivant  les  puis- 
sances de  u.  Les  coefficients  de  ces  d^veioppements  donnent  des 
formes  modulaires,  et  c'est  un  proced^  g^n^ral  pour  deduire  des 
formes  modulaires  de  fonclions  modulaires  elliptiques.  Ces  consi- 
derations sont  ensuile  appliqu^es  a  des  valeurs  particuli^res  de  n. 
Pour  /t^7  on  est  nalurelleroent  amen^  k  comparer  ces  r^sultats 
avec  ceux  trouv^s  pour  ces  m^mes  valeurs  de  n,  dans  le  1"  Volume, 
et  en  particulier  les  d^veloppemcnls  suivant  les  puissances  de 
r=e*'*".  Dans  les  developpemenls  acluels,  le  calcul  introduit 
comme  coefficients  des  formes  quadratiques,  dans  les  developpe- 
menls precedents  on  avail  des  sorames  de  diviseurs;  en  idenlifiant, 
on  trouve  des  formules  dont  la  suivante  qui  correspond  k  n  =  'i 
donnera  une  idee  :  m  etant  un  nombre  positif,  le  nonibre  des 
representations  de  /(m^  sous  la  forme 

Xiitant  congru  avec yi{moA,  a),  est egalddouze  fois  la  sonime 
des  diviseurs  de  n  premiers  avec  3, 

On  examine  ensuile  le  cas  de  /i  >>  7  et  en  particulier  celui  de 
/I  =  1 1 .  Les  fonclions  oblenucs  sont  nouvclles. 

blnfin  dans  la  VI'  el  derniere  Section  de  I'Ouvrage  est  developpde 
la  iheorie  de  la  correspondance  niodulaire,  dont  nous  avons  parle 
plus  haul  et  qui  est  une  generalisation  de  celle  des  equations 
modulaires.  La  correspondance  modulaire  donne  d^ailleurs, 
comme  les  equations  modulaires,  des  applications  arithmeiiques 
du  plus  haul  interet. 

Avant  d'aborder  celle  iheorie,  on  donne  de  nouveaux  develop- 
pemenls sur  celle  des  surfaces  de  Uiemunn;  iniegralcs  de  Iroisicme 
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espece,  forme  normale  de  ces  iolegrales,  periodes,  ^change  du 
parametre  et  de  I'argiimeDt,  lh(§or^ine  d*Abel,  toutes  ces  questions, 
qui  seront  bientot  classiques,  ne  sonl  ici  qu'esquissees,  mais  de 
cette  mani^re  large  et  instructive  dont  M.  Klein  a  le  secret. 

Ensuite  on  introduit  dans  la  lli^orie  des  surfaces  de  Riemann 
la  consideration  des  formes,  en  posant 


11 
'^1 


De  sorte  que  ivz^^  (w  dtant  fonction  de  ^  et  i^  ^tant  positif  ou 
negatif)  est  une  forme  de  v"-"*  dimension. 

En  particulier,  de  la  consideration  des  integrales  de  troisi^me 
espece  on  d^duit  des  formes  dites  primitives,  non  alg^briques, 
qui,  lorsque  la  variable  decrit  des  chemins  de  periodes,  se  repro- 
duisent  a  certains  facteurs  pres.  D'ailleurs,  dans  le  cas  oil  le  genre 
de  la  surface  est  ^gal  a  i,  ces  formes  ne  sont  autres  que  des  fonc- 
tions  2r. 

Ces  formes  primitives  servent  a  la  representation  de  toutes  les 
fonctions  algebriques  et  des  integrales  de  F,,,  et  au  probleme  de 
rinversion  qui  est  traite  d'apr^s  les  principes  de  M.  Weierstrass. 

Le  Chapitre  suivant  est  consacr^  a  la  th^orie  generale  de  la 
correspondance  algebri(|ue.  Consid^rons,  parexemple,  unecourbe 
plane;  on  appelle  correspondance  algebrique  (a^)-voque  une  ref- 
lation algebrique  entre  deux  points  x,  y  de  la  courbe  telle  qu'a 
chaque  position  de  x  correspondent  a  positions  de  ^  difF^renles 
en  general  de  x  et  w  coincidanl  avecx,  et  a  chaque  position  de  y^ 
P  positions  de  x  differenlcs  en  general  de  y,  et  iv'  coi'ncidant 
avec  y.  On  domontre  d'abord  que  (v  =  iv,  mais  il  y  a  v  positions 
spcciales  de  x  pour  lesquelles  un  des  points  j^  coincide  avec  jr.  Le 
priucipe  de  correspondance  s'exprime  par  Tegalitt^ 

p  etanl  le  genre  de  la  courbe.  ' 

Soil  to  un  point  du  plan;  faisons-liii  correspondre  le  point  nco. 
Considerons  d'aulre  part  une  surface  V^  correspondant  a  un 
groupe  invariant  de  congruences  T^  de  degre  premier  a  /?.  Au 
point  (.)  correspond  sur  la  surface  un  point  //,  et  au  point  /tto  un 
point  )'.  Muis  si  x  drii  it  sur  la   surface  un  contour  fermo,  cola 


<h' 
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revient  a  remplacer  co  par  un  point  clii  dcmi-plan  i'/((o)  equivalent 
par  rapport  a  Ty^;  alors  nt)  est  devcnu  /?(v(w).  Or  de  tons  les 
points  nvi{^)  il  y  en  a  ^(/i)  incqnivalenls  par  rapport  a  T^i.  On 
a  ainsi  une  correspondance  tj^-voqiie,  qui  est  dite  correspondance 
modulaire. 

On  veil  que,  si  le  genre  de  T^  est  nul,  on  retrouve  en  parliciilier 
les  equations  moduiaires. 

Cette  correspondance  modulaire  est  6tudieeavec  plus  de  details 
pour  certaines  valeurs  particulieres  de  m. 

EUe  donne  naissance,  com  me  la  th^orie  des  equations  moduiaires 
dont  elle  est  une  generalisation,  a  des  identites  arilhmetiques. 

Pour  donner  une  id^e  de  ces  idenlitds,  cilons  par  exemple  la 
suivante,  relative  au  degr^  7  : 

4H(4/i)  =  '^(/l)-+-^^•(/^), 

n  filant  non  reste  de  7. 

Les  formes  reduites  (P,  O,  P)  ne  comptant  que  pour  -  et  les 

formes  riduiies  (P,  P,  P)  pour  ^• 

4>(/i)  designant  la  somme  des  diviseurs  de  n. 
V(n)  designant  la  somme  7  ^  {  z )  ^  et  endue  a  toutes  les  re- 
presentations du  nombre  ^n  par  In  forme  binaire  quadratique 


f 


n  —  x^-\-  -:  )  ■-. 


Toutes  ces  identites  se  lirenl  d'une  double  Evaluation  du  nombre  s^ 
des  co'incidences,  par  la  formule  d'Hurwitz  ou  direclement. 

On  pent  etablir  une  correspondance  analoj^uc  enlrc  deux  points 
d^une  surface  de  Riemann.  L'eliide  de  cetlc  correspondance  est 
faitc  d'apr^s  M.  Hurwitz. 

En  particulier  on  remarquera  une  formule  donnant  le  nombre  v 
des  coincidences  {voir  plus  haut). 

La  correspondance  modulaire  esl  un  cas  particulier  de  celle 
correspondance  alg^briijue  generale. 

Enfin  le  dernier  Chapitre  est  consacrt^  a  la  repn'senlalion  alge- 
Lrique  de  la  correspondance  modulaire,  que  la  relation  m' =:  riio 
donne  sous  forme  transcendanle.  Commc  cas  particulier  on  re- 
iiult.  dea  Sciences  mathem.,  i*  serie,  t.  Will.  (Juillct  i8<j'|. )  i> 
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Irouve  les  ^qualioiis  irralionncllcs  dc  Legendre  ct  Jacobi  dont  nous 
avons  parl^  plus  haul. 

II  esl  loujours  difficile  de  donner,  dans  une  courte  analyse,  une 
id^e  exacle  et  suffisanle  d'un  Ouvrage  considerable,  surtoul  s'il 
s^agil  d^un  Ouvrage  d^applicalions  comme  celui  dont  nous  nous 
occupons.  Nous  serons  heurcux  si  le  r^sum^  precedent,  quelque 
imparfail  (ju^il  soil,  donne  a  nos  lecleurs  le  ddsir  de  lire  le  Livre 
lui-m^me. 

A  ceux  d^ailleurs  qui  seraient  efTray^s  par  ses  dimensions 
(les  deux  volumes  r^unis  n'ont  pas  moinsde  i46o  pages)  s^adresse 
la  Preface  du  second  Volume.  M.  Fricke  y  donne  un  programme 
des  mali^res  du  premier  Volume  indispensables  k  ^tudier,  et 
Tordrc  le  plus  avaniageux  a  suivre  dans  celle  etude.  Ce  n'est 
d'ailleurs  evidemment  la  qu^une  indication,  chacun  pouvant  a  son 
gr^  et  suivanl  ses  besoins  particuliers  modifier  ce  programme. 
Ceci  est  encore  plus  vrai  pour  le  second  Volume,  k  cause  de  son 
caraclere  plus  parliculier  d'application. 

Maintenant,  quand  on  pense  que  cetle  th^orie  des  fonctions 
modulaires^  si  considerable  par  elle-m^me,  n'est,  dans  I'esprit  de 
Tauteur,  que  la  suite  de  ses  legons  sur  Ticosa^dre,  et  la  prepara- 
tion a  la  theorie  gen^rale  des  fonctions  automorphes  (k  substitu- 
tions lineaircs),  on  ne  pent  se  ddfendre  d'un  sentiment  d'admira- 
tion  pour  la  f;randeur  de  Tuuivrc  entreprise. 

Alors  que  M.  I\iincar(5  s'est  avance  d'un  seul  coup  aux  limites 
(le  celte  theorie,  niais  en  laissant  derrirre  lui  bien  des  regions 
iiiexplorecs,  M.  Klein  a  voulu  proceder  avec  plus  de  siirete;  les 
travaux  des  deux  gcometres  se  compleleronl  et  leurs  noms  resle- 
ront  inseparables  dans  Tliistoire  do  la  Science. 

E.  Cauen. 
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M.  MIURIGE  CANTOR  ET  LA  G£0M£TRIE  SUPfRIEURE  DE  L'ANTIQUIT£; 

Par  M.  H.-G.  ZEUTHEN. 

Dans  la  preface  de  la  seconde  Edition  du  premier  Volume  de 

ses  iinportantes  Vorlesungen  iiber  Geschichte  der  Mathematik^ 

M.  Maurice  (]antor  declare  qu'il  a  l^ch^  de  profiler  de  loules  les 

publications  des  derniers  treize  ans  qui  ^taient  a  sa  disposition, 

soit  en  insurant  leurs  nouveaux  r^sultats  dans  son  livre,  soil  en  les 

citantsans  leur  donner  son  adhesion.  La  liberalite  envers  les  ad- 

vers^ires  scientifiques  que  fait  voir  ce  dernier  alternatif  est  entie- 

'^naentdans  I'espritde  la  premiere  edition,  ou  tr^s  souvent  Tau- 

leur    expose  les  raisons  des  adversaires   si    completement  qu'il 

loumit  au  lecteur  tous  les  renseignements  necessaires  pour  juger 

^ans  leliuge. 

■D^autant  plus  severe  devient  le  jugement  port6  indirectement 

P^**     Jd.  Cantor  sur  les  recherches  appartenant  au  cadre  de  son 

livr^^  donl  il  ne  daigne  pas  faire  connaitre  a  ses  lecteurs  un  seul 

des  ir^sultats  assez  divergents  des  siens.  G'est  cela  qui  a  lieu  pour 

les   irecherches  sur  la  G^omdtrie  supdrieure  des  anciens,  consi- 

S^^^es  a  mon  livre  sur  la  th^orie  des  coniques  de  Tantiquit^  (*). 

*l  est  vrai  que  M.  Cantor  (p.  270)  s'est  joint  k  mon  avis  sur  un 

P^iiit  assez  essentiel  de  Thistoire  des  Mathematiques  ^l^mcntaires 

des   Orecs  (la  connaissancc  d'Euclide  de  la  resolution  num^riquc 

des    Equations  du   second   degr^);  je  le  note   avcc   satisfaction, 

quand  m^me  le  compliment  que  me  fait  M.  Cantor  ^  cet  egard 

serait  plut6t  du  a  M.  Paul  Tannery.  II  cite  m^me  (p.  276)  une 

^e  mes  recherches  sur  la  th^orie  des  coniques,  mais  d'une  ma- 

^*^re  qui  donne  une  id^e  assez  fausse  de  mon  resultat.  Je  irouve 

*^ssi  dans  sa  nouvelle  edition  quelques  corrections  de  fails  hislo- 

^*^ues  qui  n'elaienl  pas  bicn  rapporlcs  dans  la  premiere  edition 


I 


^')  II. -G.  Zeuthen,  Die  Lehrc  von  den  Kegelschnittcn  im  Alterthum.  Deutsche 
^***gal>e  (du  travail  public  originaircincnt  en  danois  dans  les  Mcmoires  dc 
1  Vcad^mie  de  Danemark)  besorgt  von  Dr.  H.  v.  Fischer- Honzon. 

^'oir,  dans  ce  Bulletin^  I'analyse  dc  M.  1*.  Tannery,  a*  scric,  t.  X,  p.  263;  1886. 
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ill  sur  les(|uels  j'avais  allire  rallentlon^  et  je  n'ai  nulleincnt  lieu 
(le  me  plaindre  que  M.  Cantor  nc  m'a  pas  cil<^  k  l^occasion  de  ce=i 
correclions,  car  elles  portent  seulement  sur  des  endroils  d'auteurs 
assez  connus.  C'est  son  silence  absolu  sur  tous  les  autres  r^sultals 
de  mes  recherches  qui  en  conlient  le  jugemenl  dont  je  demande 
ici  la  justification. 

La  forme  indirecte  de  ce  jugement  a  pour  moi  riDconv^oieDl 
que  ses  premisses  me  rcstent  enlierement  inconnues.  J'ai  cherclie 
en  vain  dans  la  nouvelle  edition  le  rapport  d*un  seul  fait  qui 
n^etait  pas  di^ja  mentionn^  soit  dans  la  premiere  edition,  soil  dans 
mon  livre;  une  seule  remarque  sur  un  des  derniers  fails  montre 
(jue,  dans  ce  cas  particulier,  M.  Cantor  a  gard^  son  opinion, 
mais  nVxplique  pas  pourquoi  il  a  regards  la  mienne  comme  in- 
digne  d'etre  cit<5e.  J. a  valeur  du  jugement  depend  done  exclusive- 
ment  de  Tautoril^  de  M.  Cantor. 

Pour  me  defendre,  il  ne  me  resle  done  qu^un  seul  mojen  :  celui 
d'affaiLlir  cette  autorit<^*  quanl  aux  questions  qui  m'ont  occup^ 
dans  mon  livre.  Je  me  hate  d'ajouter  qu'il  serait  aussi  inutile 
qu'in juste  d'essajer  de  rendre  suspects  aussi  les  fruits  des  re- 
cherches plus  directement  historiques  de  M.  Cantor  :  le  soin 
infaligaLle  dont  il  a  ramasse  les  faits  historiques  de  tout  c6t6 
possible,  la  sage  critique  dont  il  les  a  ^labords  et  la  justesse  donl 
il  les  a  exposes  soul  trop  legltimemenl  respecl^s  pour  cela.  II  serait 
nieme  ingrat  de  ma  part  d'en  elever  aucun  doute;  ce  n'est  en  effel 
qu'en  ayant  egard  a  loules  les  remanjues  historiques  de  M.  Cantor 
et  en  consultant  les  auleurs  cites  par  lui,  que  je  me  suis  mis  a 
Tabri  du  danger  de  donner  des  auleurs  auciens  une  explication 
qui  ne  concorde  pas  avec  le  temps  de  leurs  productions. 

Les  remanjues  suivanles,  el  eel  les  que  j'ai  eu  lieu  de  faire  ail- 
leurs,  portent  done  seulement  sur  son  analvse  math^matique  des 
grands  autrurs,  ici  en  particulier  de  ceux  de  Tantiquit^.  Sa  lisle 
des  resultats  (pion  leur  dt)it  conlient  rarement  de  trop,  mais 
assez  souvent  de  trop  peu,  el  Ires  souvent  ceux  qu'il  neglige  ont 
rle  mieux  etudies  dans  les  temps  suivants  que  par  M.  Cantor,  de 
furon  (|u'il  a  perdu  iin  nioven  de  voir  revolution  posterieure  des 
idees ;  mais,  avanl  tout,  les  jugemenls  i\u'\\  porle  sur  la  valeur  et 
sur  la  connexion  de  leurs  dillVTenles  prestations  montrent  qu'il 
lie  les  a  pas  ^ollmis  a  TeUKh;  malhen)ali(|ne  que  meriteut  les 
Iravaux  des  grands  <;eonielres. 
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Pour  mettre  k  sa  juste  place  un  de  ces  chefs-d'oeuvre,  il  ne  ^uffil 
pas  d'enregislrer  les  rdsultats  connus  aujourd'hui  qu'il  conlienl 
et  de  juger  ces  resultats  d'apres  le  r6le  qu'ils  jouenl  dans  les  Ma- 
themaliques  acluelles  et  d'apr^s  la  facility  qu'on  a  a  les  verifier 
par  les  m^thodes  modernes^  il  faul  se  mettre  aux  pieds  de  Tauteur 
pour  en  apprendre,  sMl  est  possible,  les  idc^es  qui  Tont  conduit  a 
d^couvrir  ces  rdsultats,  ou,  du  moins,  les  considerations  si  diffe- 
rentes  des  nitres  qui  lui  permettent  de  les  etablir  d'une  maniere 
si    oompldte.  II  ne  faut  pas  niesurer  d'apres  les  notres  les  facullds 
des  anciens  maitres  de  se  servir  de  procedds  geometriqucs  beau- 
coup  moins  ddveloppds  que  TAlgebre  de  nos  jours  :  ils  en  avaient 
af>|>ris  Pusage    difficile    parce  qu'ils   avaient  ete  renvoj^es  a  s'j 
CK^^rcer  et  parce  qu'ils  etaient  de  grands  hommes. 

Ud  veritable  jugement  sur  les  grands  savants  des  temps  passes, 

^m^wne  un  rapport  sur  leurs  prestations  qui  n'oublie  rien  d'essen- 

^•^i  ,  demande  une  etude  de  cette  nature.  Cependant,  il  faut  con- 

^^■^ir  qu'elie   aurait  ddrobd  a   M.    Cantor   trop   du   temps    qu'il 

^P  J>lique  siutilement  aux  etudes  plus  historiques.  S'il  n'a  pu  lou- 

jomjxsy  joindre  I'etude  plus  mathematique  dont  je  viens  de  parler, 

**   ^n  resultera  seulement  que  les  parlies  de  son  livre  oil  il  y  en 

^*»  **ait  besoin  ne  sont  pas  a  la  hauteur  des  aulres.  Quant  au^  rd- 

^^1  t-als  de  raes  dtudes  de  la  Gdometrie  superieure  des  anciens,  il 

^  y    pouvail  pas  prendre  position  sans  une  nouvelle  etude  des  au- 

^^^^  rs  en  question  et  de  mes  recherches.  S'il  n'a  pas  eu  le  temps  de 

^  *siire,  je  ne  m'dtonne  pas  qu'il  ait  garde  les  opinions  une  fois  ac- 

^*^Xses,  mais  alors  il  aurait  du  avouer  qu'il  ne  faisait  que  les  reim- 

P^^^mer.  Si,  au  contraire,  apres  une  elude  serieuse,  il  trouvc  mes 

''^s^Itais  mal  fondes,  au  point  de  vue  historique,  il  lui  doit  elre 

^^^iiledeie  montrer  par  quehjues  exemples.  On  ne  ni'cn  a  fait  voir 

^^^Cun  depuis  la  publication  de  nion  livre  en  1886  (•). 

Afin  de  ne  me  rendre  pas  coupable  du  mdme  manque  d'egards 
S^^c  je  reproche  a  M.  Cantor,  je  dois  appuyer  par  des  raisons  la 


(')  Sans  doutc,  jc  nc  puis  altendre  dc  rununimile  sur  les  liypolheses  avouees 
S^i  sont  entremdlecs  k  mes  analyses  des  Iravaux  anciens.  Je  dofcndrai,  du  rcsle, 
•ussi  la  probabilite  de  ces  liypolheses  a  lexceplion  de  ccllc  que  j'ai  failc  sur  les 
'ieux  ad  /we€//<r/a^e.v  d'Krallioslene  :  ellc  n'csl  au  fond  qu'un  excrcirc  a  appliquer 
'•brement  les  metliodcs  des  aneiens. 
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critique  de  son  etude  des  grands  g^om^tres  que  contiennenl  les 
pr^c^dentes  lignes. 

Depuis  longtemps  il  a  montre  son  d(^faut  d'inter^t  particulier  a 
ces  auteurs,  en  puLliant  son  Ouvrage  sur  Euclide  et  son  sidcle  (* ) 
sans  connaitre  direclement  les  coniques  d^Apollonius.  II  est  vrai 
qu'il  en  connaissait  I'analjse  faite  par  Housel,  mais  cela  ne  I'em- 
p^che  pas  de  repeler  certains  malentendus  tradilionnels  ^vit^s  par 
I'auteur  cite.  Dans  ses  Lemons,  il  se  r^f^re  bien  au  lexte  conserve 
d'ApoUonius,  mais  il  prefere  toujours  les  sources  varices  de  This- 
toricn  aux  importants  documents  mathematiques  conserves  des 
mains  des  grands  g^om^lres. 

On  le  voit,  avant  tout,  a  la  maniere  dont  il  compare  Apollonius 
a  ses  pred^cesseurs.  Pour  constater  les  progres  dus  k  ce  grand 
geometre  il  renvoie  a  des  remarques  de  Geminus  et  Pappus  que 
sans  doule  aucun  historien  ne  n^gligera  impun^menl^  mais  de  son 
cot^  M.  Cantor  neglige  (entierement  dans  la  premiere  edition)  d'en 
conlr61er  la  port^e  par  la  comparaison  des  ceuvres  d'Archim^de  el 
d'Apollonius.  II  laisse  ^chapper  de  cette  fagon  une  occasion  de 
corriger  Terreur  g^neralement  r^pandue  qui  se  ratlache  a  la  deno- 
mination de  tlieoreme  d^ Apollonius.  On  donne  k  present  ce  nom 
au  th^or^me  exprimant  (pour  Tellipse  et  I'hyperbole)  que  les 
carres  des  demi-cordes  paralleles  d'une  conique  sonl  propor- 
tionnels  aux  rectangles  formes  des  segments  intercept's  sur  le 
diam^tre  correspondant  entre  les  cordes  el  les  sommels.  Ce 
ih'oremcest  tres  hien  connu  parArchimede  et  sert  m6me  de  base 
aux  rechcrches  ou  il  fait  usage  des  coniques.  M.  Cantor  n'en  dil 
ricn.  Au  contraire,  en  faisant  passer  pour  un  grand  progres  geo- 
metrique  la  forme  parliculierc  que  lui  donne  Apollonius,  el  a 
laquelle  ce  g(^»omelre  a  rallach6  les  noms  des  trois  coniques  en 
usage  aujourd'liui,  il  conlribuc  cssentiellemenl  a  cacher  le  fail 
important  que  jc  vicns  de  rappeier  (-).  On  le  regrette  d'aulanl 
plus  que,  sans  la   connaissance  de  ce  fail,  on  no  comprend  pas 


(•)  Zeitschri/t  fiir  Math,  unci  Pliys.,  hist,  lit.,  Ablh.,  \II,  p.  71  s. 

(')  Le  seul  moyen  de  le  irouvcr  qu'il  laisse  a  ses  lecteurs,  c'est  la  citation  de 
mon  livre  dont  j'ai  d(^ji\  parle  (p.  276,  note);  mais  il  ne  cite  pas  rendroilde  men 
livrc  (p.  47  et  suiv.),  et  no  m'altribue  auciine  opinion  raisonnable  :  il  se  contcnte 
de  m'attribuer  une  rcponsc  affirmative  a  unc  seric  de  questions  trop  aptes  a 
cacher  le  fail  en  question  pour  que  j'y  puissc  rt^pondre. 
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comment  Archim^de  a  su  Irouver  les  proprietds  de  cerlaines  sur- 
faces du  second  ordre  ct  les  volumes  de  leurs  segments,  et  fairc 
ses  autres  applications  de  la  thdorie  des  coniques. 

Selon  le  renseignement  dd  a  Geminus,  les  predi^cesseurs  d'Apol- 
lonius  n^auraient  connu  que  les  sections  coniques  faitesaux  cones 
droits  par  des  plans  perpendiculaires  k  une  de  leurs  gc^n^ra trices. 
Apr^s  s'^tre  content^  dans  sa  premiere  edition  de  s'appuyer  sur 
cette  remarque,  M.  Cantor  a  trouv^  juste  de  mentionner  dans  la 
seconde  les  preuves  que  fait  voir  Archim^de  (et  peut-^tre  d^ja 
Euclide)  de  la  connaissance  d'autres  sections  elliptiques.  Cepen- 
dant,  il  n'est  pasabsolument  heureux  a  cet  egard.  11  veut  borncr, 
en  eflet,  a  la  page  3ao,  la  connaissance  d'Archim^de  aux  sections 
de  cdnes  droits,  quoique  Archim^de  s'occupc  en  particuiicr  de 
trouver  un  cdne  circulaire  passant  par  une  ellipse,  et  dont  Ic 
sommet  se  trouve  sur  la  droite  men^e  perpendiculairement  au 
plan  de  la  conique  par  son  centre.  Ce  c6nc  devient  ^videmment 
oblique.  Le  probleme  pose  originairement  par  Archimede  est 
m^me  encore  plus  g^n^ral. 

Cependant  il  est  vrai,  et  personne  ne  Ta  nie,  qu'Archimede  n'a 
occasion  de  parler  que  de  sections  elliptiques  de  c6nes.  M.  Cantor 
pcut  done  tr^s  bien  se  passer  de  mon  bypolhc^se  (qu'il  ne  cite  pas 
ro^me)  que  les  renseignemenls  de  Geminus,  rapport^s  par  Eulo- 
cius,  n'ont  ^gard  qu'aux  definitions  stereomelriques  des  courbes 
el  de  leurs  constantes.  Alors,  il  a  toulefois  besoin  d'y  substitucr 
une  autre  hjpotHese  :  celle  que  Geminus  aurait  elendue  aux 
ellipses  un  renseignement  qui  n'etait  juste  que  pour  les  para- 
boles  el  les  hyperboles  ( * ). 

II  n'est  pas  ici  le  lieu  de  discuter  ccs  hypollit^scs.  Quoi  qu'il  en 
soil,  vu  la  familiarite  d'Archini«''de  avec  les  sections  elliptiques 
ayanl  des  positions  differentcs  par  rapport  aux  cones  droits  el 
obliques,  et  vu  le  fait  qu'on  savait  dcja  surmontcr  dans  le  cas 
d'unc  position  particulierc  les  diflicullcs  (]uc  cause  rextension 
aux  hyperboles,  aussi  la  valeur  geouictri(]ue  du  second  des  pro«;res 
que  M.  Cantor  altribue  a  Apollonius  d'aprcs  Pappus  et  Geminus 


<•)  A  cet  ^gard  aassi  M.  Dorslcn  se  joint  a  I'avis  «ie  M.  Cantor  Hans  sa  /niei 
ding  op  cent  gcMchiedenU  van  de  leer  der  Acgclsncden  in  de  Oudlwid.  Unllor- 
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se  r^duil  esscnlicllement.  Ce  qu'ii  faut  regreller  le  plus  a  eel 
^gard,  c'esl  que  par  la  longue  occupation  de  ces  deux  progr6s, 
Tauleur  se  croit  exempt  dc  rendre  comple  de  ceux  qui  se  pr^- 
sentent  immediatement  k  la  lecture  des  premiers  livres  d'Apollo- 
nius  et  a  la  comparaison  de  sa  theorie  g^nerale  avec  les  connais- 
sancesqui  font  la  base  des  recherchesd'Archimrdesur  les  coniques. 
M.  Cantor  ne  fait  gucre  voir  la  grandeur  de  la  theorie  g^n^rale 
d'Apollonius,  t^moin  en  m^me  temps  de  la  bonne  preparation  due 
a  ses  pred(5cesseurs  el  a  son  propre  genie.  11  est  vrai  qu'il  rend 
comple  d^ine  grande  partie  des  r^sultats  qui  s'y  trouvent;  mais  il 
a  si  peu  vu  Timportance  et  Tetat  complet  de  ces  resultats  ct  la 
grandeur  du  travail  indispensable  pour  les  (^tablir,  qu'encore  dans 
la  nouvelle  edition  il  ri^sume  ainsi  le  but  des  quatre  premiers  livres : 
qu'ils  devaient  conlenir  la  parlie  de  la  Geometric  sup<5rieure  que 
devaient  connaitre  les  ^tudiants  souhaitant  poss^der  lout  cc  qui 
etaitnecessairepourresoudrele  problemeDelique  el  des  probl^mes 
d'une  difficuhe  (ou  facilil6)  semblable  (*). 

Ces  propos  ctonneront  meme  ceux  qui  ne  connaissent  des  quatre 
livres  que  les  resultats  menlionnes  par  M.  Cantor,  notamraent 
ceux  du  troisieme  livre.  On  y  trouve,  par  cxemple,  le  thc^oreme 
trcs  general  que  Ton  appelle  a  present  le  tlieoreme  de  Newton 
(il  etait  connu  en  parlie  par  .Vrchimrde),  et  le  theor6me  sur  la 
polaire  d'un  point  arbilrairemenl  donne,  lundis  que  les  resolu- 
tions du  problenie  Dc^liquc  ne  drpondcnl  (|uc  des  premieres  notions 
d'unc  parabole  rapporlee  a  son  axe  et  son  sommet  et  d'une  bjper- 
bole  rapporlee  a  ses  asymplolcs.  C'csl  aussi  un  type  de  problemes 
infiniment  plus  difficile,  tprApollonius  cile  lui-m<}me  dans  sa  pre- 
face, en  disanl  qu'il  a  donnc  les  supplements  des  theories  anle- 
rieures  indlspensables  pour  completer  les  resolutions  des  pro- 
bli'nics  a  troi's  el  a  quatre  ci miles. 

M.  (Cantor  parlage  radmiration  de  toul  le  monde  pour  le  cin- 


(')  Mill  tie  nc  faire  pas  tori  a  M.  Cantor,  jc  rends  ici  vcrbalcintMit  ses  propos 
rtonnants  que  je  n'ai  pas  su  traduirc  vcrbalemcnt  :  «  So  musste  das  IV.  Buch... 
f;leirhnia^«iij;o  Verbrciliing  mil  den  3  erstcn  Hilchcrn  gcwinncn,  dercn  Abschluss 
<'r  ge\vi>?%<Miiiassen  fiir  solche  Matbcmalik  sludirendc  bildetc,  welchc  von  der 
daiiialigen  bohcren  Mallieniatik  ;;rade  das  in  sicb  aufncbmcn  wolltcn,  i;\'as  bis  zur 
Ivisiing  der  deli-^rbcn  Anf^abr,  dic^e  init  inbogrilFcn,  fiotln\endig  war  (Crt/i /or, /, 
J*  edilion,  (».    ?  >'» ). 
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quicme  livre  d^Apollonius;  mais  Ic  inodesle  but,  altcint  scion  lui 
dans  les  livres  prt^cedents,  le  porte  a  exagerer  l^admiralion  de  cetle 
continuation,  etky  voir  plul6l  un  coniraste  a  Tautre  G^om^trie  des 
anciens  qu\in  de  ses  plus  beaux  fruils.  II  me  semble  aussi  peu 
consequent  de  la  part  de  M.  Cantor  d^admirer  dans  le  sixi^me  livre 
la  resolution  d'un  probleme  qu'il  a  neglige  dans  son  analyse  des 
r^sultats  du  premier  livre. 

II  faut  convenir  a  M.  Cantor  qu'il  a  ires  bien  evil^  de  trouver 
[hinein  zu  lesen  ( * )]  dans  les  coniques  d^Apollonius  quelque  chose 
qu^Apollonius  n'a  pas  dit,  sagesse  qu^il  faut  certainement  appr^cier 
beaucoup  dans  un  manuel  historique;  mais  nous  ne  comprenons 
gu^re  ce  qu'il  dit  de  ses  tentations  a  cet  ^gard.  Avant  d'y  venir,  il 
aurait  fallu  s'occuper  de  beaucoup  de  choses  que  dit  ApoUonius 
et  que  M.  Cantor  a  omises.  II  aurait  pu,  parexemple,  donner  une 
idee  plus  complete  des  principes  des  demonstrations,  et  citer  les 
trois  derniers  th^oremes  du  troisieme  livre  qui  contiennent  de  fait 
la  demonstration  qu*une  conique  quelconque  est  un  lieu  a  trois 
droiies.  Et  M.  Cantor  a  tort  en  disant  qu'il  donne  le  contenu  nu 
{nackte  Inhalt)  de  I'Ouvrage  d'Apollonius ;  en  effet,  ses  remarques 
ciiees  sur  le  but  des  qualre  premiers  livres  en  voilcnt  les  plus 
plus  grandes  beautes. 

Quant  aux  autres  travaux  d'ApoUonius,  je  me  conlenle  de  noter 
avec  plaisir  que,  dans  la  nouvelle  edition,  M.  Cantor  n'attribue 
plus  au  grand  geom^lre  le  peche  capital  (cc  qu'il  serait  aux  yeux 
des  anciens)  de  resoudre  le  probleme  dit  section  de  raison  au 
moyen  de  coniques. 

J'cspere  avoir  dil  assez  pour  montrer  que  M.  Cantor  n'ajoule 
pas  k  ses  autres  grands  el  inconlestables  meriles  celui  d'etre 
assez  bon  interprete  d'Archimede  el  d'Apollonius  pour  en  rcudre 
superflues  d'autres  interprelations,  el  cju'il  n*a  nullemenl  fait  voir 
les  qualites  necessaires  pour  juger  de  la  valeur  hislorique  et 
geometriqne  des  autres  interpretations. 

(*)  Cantor  /  (a*  edition),  p.  327. 


(^) 
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SUR  UN  PROBLfiME  DE  JAGOBI ; 
Par  M.  J.  MESTSCHEUSKY. 

Le  Probl^me  des  irois  corps  peut  elre  r^solu  en  quadratures 
dans  le  cas  ou  les  corps  se  meuvenl  sur  une  m^me  droite  el  on  les 
actions  mutuelles  sont  inversement  proporlionnelles  aux  cubes 
des  distances. 

G^est  Jacobi  qui  a  donn^  ia  solution  du  probl^me  pour  ce  cas 
dans  son  M^moire  :  Problema  triinn  corporum  mutuis  altrac- 
tionibiis  ciibis  distantiarum  inverse  proportionalibus  recta 
linca  se  moventium  ( * ). 

Danscetle  Note  je  vais  montrer  que  le  probleme  de  Jacobi  peut 
(^tre  resolu  en  quadratures,  meme  dans  le  cas  oii,  outre  les  forces 
mentionnees,  sont  appliquees  aux  points  (aux  corps)  des  forces 
centrales  d^ attraction  ou  de  repulsion  proportionnelles  aux 
masses  et  aux  distances  etdont  le  centre  se  trouve  sur  la  m^rne 
droite  que  les  points  mobiles. 

Ce  probleme  plus  general  peut  etre  r^duit  au  probleme  de 
Jacobi. 

Ayant  pris  le  centre  des  forces  proportionnelles  aux  distances 
pour  origine  des  coordonnccs,  nous  avons  les  Equations  diff^ren- 
tielles  du  niouvement  sous  la  forme 

—  kx, 

(»)  ',  -r.r  ^  :-z—^^r^.  -^  n :— r  -  ^•'•i' 

I   ^       —  -I       '       ■  —  nX«, 

(It-  (X  —  Xi)^  {Xi  —  Xt)^ 

Oil  n,  //|,  /^2,  A"  sont  des  constanles,  /i\>o  dans  Ic  cas  d'altraclion, 
/,•  <;  o  dans  le  cas  de  repulsion. 

Inlroduisons  les  nouvelles  variables  ;,  ;,,  ^29  "^^  ^n  posant 
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II  (I,  b,  c  son  I  des  ronslanles. 


(')  Jacobi,  Cesammt'ttc  Hcr/^c,  Vu\.  1\  .  p.  53i-')S<). 
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iVous  avons 


|^(,,,^/,)^H-^J 


{wz^ -\- 'lb' -^  cy  ^ 

Soil 
«lors,    d'apres  les  Equations  (i)  et  (2),  nous  avons  les  equations 

(4>  '^  =  __2i + 1 , 


Equations (4)  sont  Ics  equations  diff^rentielles  du  problerae 

de  Jsic^obi,  dont  les  int^grales  sonl  donn^es  dans  le  M^moire  cil^. 

L-^s  coefficients  a,  6,  c  n'^tant  lies  que  par  une  Equation  (3),  la 

transformation  (2)  peut  ^tre  simplifiee;  parexemple,  quandA*;>o, 

on   f>CMit  supposer 

a  =:  k^         6  =  0,         c  =  I , 

qua.ricl*<o 

a  =  c  =  o,         6'  =  —  k. 

*^*     ^st  Evident  que  ce  que  nous  avons  dit  sur  le  probl^me  de 

Jacol>i  peul  ^tre  appliqu^  a  un  sjsteme  quelconque  dont  les  points 

^^'^^     soumis  aux  actions  mutuelles  et  aux  forces  ^manant  d'un 

centime  fixe,  quand  les  unes  et  les  autres  sont  inverseinent  pro- 

P^**^ionnelles  aux  cubes  des  distances  :  le  cas  ou,  oulre  ces  forces, 

i»S^ssent  encore  des  forces  emanant  du  m^me  centre  et  propor- 

lionrifjlles  aux  distances,  se  r^duil  a  I'aide  de  la  transformation 

analogue  a  (2),  au  cas  011  les  forces  proportionnelles  aux  distances 

n  <ixistent  pas. 
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MOLENBROEK  (P).  —  Anwenduxg  der  Quaternionen  auf  die  Geometrie. 

1  vol.  in-8",  xv-257  p.  Loidcn,  E.-J.  Brill,  1893. 

Celte  Application  des  quaternions  a  la  Geometrie,  que  pu- 
blie  aujourd^hui  M.  Molenbroek,  est  une  suite  naturelle  et  comme 
indispensable  de  la  Theorie  des  quaternions  du  m^rae  auteur, 
dont  on  a  rendu  compte  ici  r^ccmment  et  dont  on  a  signals  le  ca- 
ract^re  purement  abstrait.  Le  Volume  que  nous  annongons  au- 
joiird*hui  contient  six  Ghapitres. 

Les  deux  premiers  sont  consacr^s,  pour  la  plus  grande  parlie, 
a  la  G^om^trie  et  k  la  Trigonomelrie  sph^rique  ainsi  qu'a  T^tude 
du  point,  du  plan,  de  la  droite  dans  Tespace  :  on  y  trouvera  ^tablis, 
par  la  m^thode  des  quaternions,  les  formules  fondamentales  de 
Trigonomelrie  sph^rique,  Texpression  de  fexces  sph^rlque, 
quelques-unes  des  propositions  les  plus  fondamentales  de  la 
theorie  du  triangle  plan,  puis  les  problemes  classiques  concernant 
les  points,  plans  et  droites  :  intersections  de  plans  et  de  droites, 
distances,  etc.  Le  troisi^me  Chapitre  constitue  une  theorie  des 
surfaces  du  second  degr^  :  p6les  et  plans  polaires,  plan  tangent, 
Dormale,  centre,  axes,  diam^tres  conjugu^s,  intersection  de  deux 
surfaces,  sections  circulaircs,  surfaces  homofocales,  cubiques 
gauches. 

Le  quatrieme  et  le  cinquieme  Chapitre  se  rapportent  k  la 
theorie  g^n^rale  des  surfaces  et  des  courbes  :  plan  tangent, 
normale,  indicatrice,  courbure  et  torsion,  etc.  Nousy  signalerons, 
en  particulier,  les  remarqucs  de  I'auteur  concernant  Tint^gration 
des  (Equations  aux  derivees  parttelles  du  premier  el  du  second 
ordre. 

Le  dernier  Chapitre  enfin  contient  une  rlcgante  exposition  de 
la  theorie  des  congruences  dc  droite,  au  point  de  vuc  des  (Elements 
iolinitesimaux  du  premier  ordre.  J.  T. 


Bull,  des  Sciences  mathem.,  2*  scrie,  i.'WIII.  (AoiU  189V)  i3 
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CESARO  (E.)-  —  CoRSo  di  Analisi  algbbrica  con  introduzionb 
AL  CALCOLO  INFIMTB8IMALE.  I  vol.  in-S";  Palerma,  1894. 

• 

M.  Cesaro  a  d^^tranges  amis  :  ceux-ci,  nous  dil-il,  lui  conseil- 
laienl  de  ne  point  piiblier  ce  Cours  d* Analyse  algebrique.  Si 
M.  Cesaro  ^lait  capable  de  faire  un  mauvais  livrCy  et  s'il  avail  des 
amis  assez  courageux  pour  le  dissuader  depublier  ce  livre  indignc 
de  lui,  il  faudrait  sans  doute  Ten  f^Iiciler;  mais  quelle  raison  les 
amis  de  M.  Cesaro  pouvaient-ils  bien  avoir  pour  lui  conseiller  de 
ne  pas  publier  ce  cours,  qui  est  excellent?  Le  jugeaient-ils  trop 
el^mentaire?  Mais  plus  un  livre  est  ^l^mentaire,  plus  grand  est  le 
nombre  de  ceux  a  qui  il  rend  service,  et,  d^ailleurs,  la  quality 
d'un  livre  n'est  pas  necessairemcnt  en  raison  inverse  du  nombrc 
de  lecteurs  auxquels  il  s'adresse.  Jugeait-on  qu'il  j  a  d^ji  trop 
de  livres  sur  cette  mati^re?  II  y  en  a  en  France,  et  de  tr^s  bons; 
il  s'en  public  encore  en  ce  moment,  et  s'il  ^tait  ^crit  en  frangais, 
le  livre  de  M.  Cesaro  ne  me  paraitrait  faire  double  emploi  avec 
aucun  d'eux. 

Ce  Cours  d^ Analyse  algebiique  ressemble  beaucoup  4  nos 
Trait<^s  d'Alg^bre  pour  la  classe  de  Mathdmatiques  spdciales.  C'est, 
a  pen  de  chose  pres,  les  memcs  mali<^res,  le  m^me  genre  de  de- 
monstrations. II  s'adresse  toutrfois  a  des  cleves  un  pen  plus  miirs 
cl  il  est  compose  avec  une  plus  grande  liberte  d'esprit :  chez  nous, 
les  auteurs  sont  necessairemcnt  guides  ou  g^nds  par  les  pro- 
grammes d'admission  aux  grandes  Ecoles  et  par  les  traditions  des 
examens;  pourtanl,  celte  liberte  de  composer,  M.  Cesaro  se  plaint 
de  ne  pas  I'avoir  cue  aussi  complete  qu'il  voudrait;  il  j  a  aussi, 
en  Italic,  des  necessites  d'enseignement  qui  Tout  obligd  a  traiter 
des  malieres  helerogrnos,  a  en  laisser  de  ciUd  d'autres,  qu'il  a  eu 
quelque  peine  a  s'inlerdire  de  toucher.  II  ne  desespere  pas  de  pu- 
blier un  jour  des  htulizione  analitichc  qui  comprendraient  en 
un  tout  bien  organise  rensomble  des  matieres  que  Ton  enseigne 
dans  les  trols  chaires  d\llgdbre,  de  Gconie trie  ana lytique  et  de 
CalcuL 

En  attendant,  c'est  un  livre  tres  eclectique  (ju'il  nous  donne, 
et  qui  ouvre  des  jours  sur  des  parties  assez  diflTerentes  de  la 
Science.  Je  lui  trouve  un  grand  et  difficile  merile  :  il  est  a  la  fois 
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Ires  subslanticl  el  Ires  modere;  Taiileiir  a  sii  sc  borner.  On  a  dit, 
il  y  a  longlemps,  que  c'^tait  une  condition  nt^cessaire  pour  savoir 
ecrire;  elle  exige,  en  tout  cas,  que  celui  qui  compose  domine  dc 
loin  son  sujet.  Je  crois  inutile  d'insister  sur  la  rigueur  et  la  sim- 
plicity des  demonstrations;  Tauteur  est  maniiestement  au  courant 
do  tons  les  petits  progres  qui  se  realisent  jour  par  jour,  grace  a 
rcfforl  incessant  et  a  I'heureuse  concurrence  de  tous  ceux  qui 
enseignent;  il  a  su  choisir  parmi  les  meilleures  demonstrations  et 
souvent  il  les  a  amelior^es.  11  a  apporle  un  tres  grand  soin  au  choix 
des  exercices,  qui  sont  instructifs,  ^l^gants  et  interessants;  beau- 
coup  roulent  sur  des  propositions  importantes;  Fauteur  n'a  pas 
manqu^  alors  de  donner  au  lecteur  des  indications  tres  suffi- 
santes  pour  qu'il  ne  risque  pas  d'etre  arrete.  Plusienrs  de  ces 
exercices  se  rapportent  a  des  proprietes  arithmeliques  et  sont  Ir^s 
propres  k  donner  aux  ^tudlants  le  goi^t  de  la  science  des  nombres. 

Voici,  Ires  sommairement,  Fordre  suivi  et  les  matieres  traitees 
par  Fauteur. 

Apr^s  avoir  <^tabli  les  propositions  fondamenlalos  sur  les  deter- 
minants et  les  equations  lineaires  (p.  1-79),  Tauteur  traite  des 
nombres  irrationnels,  des  limiles,  des  series  a  simple  et  double 
entree  (p.  79-184);  le  sujet  est  traite  avec  grand  soin;  quelques 
propositions  Ires  interessantes  sur  les  limiles  m'ont  paru  nuu- 
velles.  Viennent  ensuile  les  theories  des  fonctions  d'une  variable 
r^elle,  les  derivees,  la  serie  de  Taylor  et  les  applications  clas- 
siques,  puis  I'dtude  de  di verses  series  (p.  184-291).  Les  notions 
sur  la  continuity  et  les  derivees  sont  dlablies  avec  autanl  de  sim- 
plicity que  de  rigueur;  signalons  le  paragraphe  sur  les  series  de 
fonctions  ou  Ton  trouvera  la  notion  de  convergence  uniforme, 
les  consequences  qu'elle  entraine  et  Texemple  du  a  iM.  Weierstrass 
d*UDe  fonction  continue,  sans  derivee,  la  demonstration  de  la 
formule  de  Stirling,  des  proprietes  des  nombres  de  Bernoulli  et 
d^Euler,  la  formule  sommaloire  d'Knler  et  de  Maclaurin.  Les 
nombres  imaginaires  (p.  29i-3'>.o)  sont  inlroduits  en  suivant  la 
voie  g^ometrique,  mais  Fauteur  a  soin  de  donner  des  indications 
suflisantes  sur  les  aulres  voies  que  Fon  pent  suivre.  11  developpe 
les  propositions  fondamentales  sur  les  serl(.'s  (|ui  procrdent  suivant 
les  puissances  enticres  et  positives  d^ine  variable.  Dans  une  don- 
xaine  de  pages  (3'.>,  i-33'^)  M.  (iesaro  a  re^^ume  tres  elaircmenl,  de 
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la  theoric  des  quaternions,  tout  cc  qui  est  necessaire  pour  y  pe- 
netrer  et  en  comprendre  les  applications  imra^diates.  La  th^orie 
des  Equations  (p.  334-46o)  occupe  presque  tout  le  resle  du  vo- 
lume. On  remarquera  les  quelques  pages  consacr^es  aux  fonctions 
enti^res   des   racines    d'une   Equation    qui    sont   susceptibles   de 
prendre  plusieurs  vaieurs  quand  on  y  permute  ces  racines  :  I'au- 
teur  dit  la  juste  cc  qui  lui  sera  necessaire  pour  (5tablir  a   la  fin 
Pimpossibilite  de  r(^*soudrc  alg($briquement  les  Equations,  au  dela 
du   quatrieme   degr^*.    A  propos   des  fonctions  sjme^triques,    on 
trouvera  d'importantes  indications  sur  les  invariants  des  formes 
binaires.  Les  propositions  relatives  aux  equations  num^riques,  k 
la  separation  et  au  calcul  des  racines  sont  developp^es  avee  les 
details  n^cessaires.  Enfin,  deux  Chapitres  sont  consacrc^s  I'un  au 
calcul  des  differences  (p.  4^0'4'J^)i  I'autre  aux  factorielles  (p.  475- 
487)  ;    ce  dernier  constitue  une  petite  6tude  de  la  fonction  F. 
Quelques  notes  terminenl  TOuvrage  :  I'une  d'elles  est  consacr^e 
au  tlieoreme  de  Staudt  et  Clausen  sur  les  nombres  de  Bernoulli. 
M.  Gesaro  a  dedie  son  livre  a  M.  Hermite.  J.  T. 


IIEFFTER  (L.).  —  Einleitung  in  die  Theorie  deb  linearer  Differential- 

GLElCnUNGEN  MIT  EINER  UNABIlAiNGIGEX  VaRIABLEN.  I    Vol.  in-8",  XIV-258  p. 

Tcubner,  1894. 

La  theorie  des  equations  differentielles  lineaires  depuis  i865 
date  de  la  premi(*re  publication  de  M.  Fuchs,  a  et^,  comme  on 
sait,  Tobjct  de  travauK  tr^s  iniportanls  et  qui  interessenl  des 
branches  tres  diverscs  des  Mathcinaticjues.  Ce  n'est  pas  Tensemble 
de  CCS  travaux  que  M.  Heffter  a  eu  en  vue  en  coinposant  son  inte- 
ressante  Introduction  a  la  theorie  des  equations  differentielles 
lineaires  d  une  variable,  niais  blen  les  fondements  memes  de 
cette  theorie.  11  a  voulu  reprendre,  pour  la  simplifier  et  la  rendre 
plus  s^^stematique,  rexposillon  des  principcs;  il  a  mis  dans  cette 
exposition  une  large  part  de  travail  personnel,  qui  se  fait  jour  des 
les  premieres  pages  du  livre. 

C'est  I'etude  de  la  faron  don  I  se  comportenl  autour  d'un  point 
les  intcgrales  d'line  equation  differentielle  lin^aire  qui  est  Tobjet 
propre  de  Taulcur. 
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Supposanl  cclle  equalion  (^crite  sous  la  forme  normale 

ou  P|,  P|,  . .  . ,  P^  representent  des  series  enlicres  en  x  qui  ne 
saonulenl  pas   toules   a   la  fois   pour    x  =  o,    Taulcur   monlrc 

comment  on  peut  satisfaire  a  celle  Equation  par  une  serie  tic  la 

forme 


>i 


ik) 


ou  At  preod  les  valcurs  a,  a  +  i,  a  +  2,  . .  • .  II  Irouvc  ainsi  des 
equations  r^currenles  entre  les  coefficients  c  et  montrc  tout  d'abord 
que  I'exposant  initial  a  doit  verifier  Vequation  deter minanle,  J^e 
point  a:  =  o  est  un  point  de  determination  dc  Tcqualion  difle- 
renlielle  si  T^quation  d^terminante  est  de  degre  n.  Les  racines 
ue  cette  Equation  se  separenl  en  groupes,  cliaque  groupe  elant 
forme  de  racines  dont  les  diflft^renccs  mutuelles  sont  entieres. 
^'  -^  =  o  est  un  point  regulier  de  T^qualion,  c'esl-a-dire  si  celle- 
ci  peut  se  mcttre  sous  la  forme 

^"  Po5/>i,  -  -  'tPit^itPn  sont  des  series  entiercs  en  x  dont  la  prc- 
roitre  comporte  un  terme  independant  dc  :r,  Tequalion  deter- 
minante  a  pour  racines  les  nomhres  o,  1 ,  .  .  . ,  /i  —  i . 

L  auteur  forme  ensuite  les  conditions  n^cessaires  et  suffisanles 

pour  qu^une  s^rie  verifiant  Tequation  difTerentielle,  au  moins  for- 

meliement,  corresponde  a  une  racine  de  Tequalion  determinanle; 

ces  conditions  sont  verifiees  au  moins  pour  une  racine  de  cliaque 

groupe,  elles  le  sont  pour  cliaque  racine  dans  le  cas  des  points 

r6guliers;  si  les  series  existent,  elles  sont  convergentes,  au  moins 

dans  un  certain  domaine;  c'est  ce  qui  arrive  en  particulicr  pour 

les  points  r^guliers.  Ces  points  acquis,  M.  HefTler  developpe  la 

notion  du  systime  fondamental  d^ integrates,  montrc  comment 

celles-ci  peuvent  se  continuer  analjliquement,  comment  elles  se 

iransformcnt  quand  on   decrit  un   circuit  ferme  et  parvient  a  la 

noiiOQ  (lu  groupe  de  r equation  dij/'erentielle, 

tl  <5tudie  ensuite  la  forme  des  inlegralcs  aulour  d'un  point  sin- 
gulierde  Tequalion  difTerentielle.  On  sail  (|ue  le  point  j:  =  <)  est 
lel  pour  Fequation  dillerentielle  supposee  mise  sous  la  forme  {\k) 
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quand  la  seric  /?«  est  niille  pour  x  =  o.  II  designe  sous  le  noin  de 
fonclion  qui  se  comporte  (V une  faqon  determine.e  au point  x=^o 
toute  fonction  qui  peut,  dans  les  environs  de  ce  point,  se  mettrc 
sous  la  forme 

^*i ,  ^*2i  •  •  • »  ^'/i  etant,  a  un  facte ur  pres,  de  la  forme  x*,  des  series 
cntieres  en  x.  En  un  poinl  de  determination,  aux  groupes  de  racines 
correspondent  des  groupes  d'integrales  qui  admeltent  ia  forme 
pri^cedente.  Ces  groupes  se  partagenl  en  sous-groupes,  tels  qu'un 
clement  appartenant  a  un  sous-groupe  reproduise,  quand  on 
decrit  un  circuit  ferme  autour  d'un  point  de  determination,  des 
rombinaisons  lineaires  des  elements  de  ce  sous-groupe.  Si,  d'ail- 
Icurs,  les  inlegrales  d'une  equation  dinerenlielle  lin^aire  se  com- 
porlent  d'une  fa^on  diHerminee  autour  d'un  point,  ce  point  est  un 
point  de  determination,  dans  le  sens  pr^c^dent. 

L^auteur  passe  ensuite  a  I'etude  de  Tequation  fondamentale, 
c'est-a-dire  a  Tcquation  du  degre  /i,  toute  pareille  a  celle  qui  se 
pr^sente  dans  la  tlieorie  des  inegalilcs  seculaires,  et  dont  les 
racines,  (|uand  elles  sont  loutes  dislincles,  sont  les  coefficients 
par  lesquels  se  multiplient  les  elements  d'un  certain  sjst^me  fon- 
damental  d'integrales  quand  la  variable  decrit  un  circuit  ferm^. 
La  roclierche  de  ces  coefficients  depend,  si  Ton  veul,  de  la  reduc- 
tion simullanee  do  deux  formes  bilinraires,  en  sortequela  theorie 
des  diviseurs  elemenlaires  de  M.  Weierslrass  Irouve  ici  son  appli- 
cation. A  cliaque  |)oint  de  determination  correspond  une  equation 
fondamentale,  dont  les  racines  coa  sont  liees  aux  racines  Ta  de 
Tequation  determinante  par  la  relation 

to^j  =  e*'"a'^'         (a  =  1 ,  2 n). 

A  des  racines  /«,  r^ ,  /'a'-.  •  •  •  q"i  formenl  un  groupe  de  A' 
elements,  corres|)ond  une  racine  multiple  o>a,  d'ordre  A',  el  un 
roupe  de  k  integrales;  aux  c/iiiseurs  e  tv  men  ta  ires  correspondent 
les  sous-^roiipes.  Celte  theorie  sVtend  d'ailleurs  en  partie  au 
cas  ou  la  variable  decrit  un  circuit  ferme  quelconque,  puisque,  a 
un  pareil  circuit,  correspond  encore  une  equation  fondamentale. 

En  un  point  d'indeterminalion,  certaines  inlegrales  peuvenl 
cependanl  se  comporler  dune  f;M;on  delerminee.  L'etude  dececas 


MELANGES.  179 

se    relie  a  la  qucslion  de  la  reductibilite  dcs  equations  difl*(5- 

reoliclles  iin^aires.  L'auleur  consacre  a  ce  sujct  quelques  pages 

iflt^ressantes,  ouil  expose  les  resullats  oblenus  par  M.  Frobenius. 

Ua  Chapitre  parliculier  est  consacr^  k  la  faQon  donlsecomportcnt 

les     inl^grales  a  I'inOni.  En  (in  les  derni^res  pages  de  son  livre  se 

rapportent  a  ia   classe  d'^quations  difT^rentielles  lin^aircs  aux- 

qa^lles  est  attache  le  nom  de  M.  Fuchs,    et  dont  Tequation  de 

la    s^rie  hyperg^om^lrique   constitue  I'exemple  le  plus  simple. 

Quelques  propositions,  dont  ia  demonstration  aurait  g^n^  la  suite 

des  id^es,  sent  r^unies  et  ^tablies  dans  un  appendice. 
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XAPPORT  SUR  LES  PR0GR£S  DE  LA  TH£0RIE  DES  INVARIANTS 

PROJECTIFS; 

Par  M.  Fr.  MEYER  (de  Clausthal). 


Traduction  annotee  par  H.  FEHR. 


*-^  present  Rapport  est  une  traduction  abregee  de  celui  que  publia  le 
professeur  Fr.  Meyer,  en  iSgsj,  dans  le  tome  I  du  Jahresbericht  der 
^dischen  Math.  Vereinigung,  Cependant,  les  indications  bibliogra- 
pni<|UQ3 qui  font  precisement  la  richesse  du  Memoire  allemand  sont  res- 
lees  lesmemes;  les  reductions  n'ont  ete  efTectuees  que  sur  les  comptes 
"^"o  Us  de  certains  travaux  bien  connus  aujourd'hui  et  dont  on  pent 
"^^tleurs  retrouver  Tanalyse  dans  le  Bulletin,  Si  certains  passages 
®°^  ^lereduits,  nous  croyons  cependant  avoir  conserve  le  caractere 
que    ^1  ^igygp  g  donne  a  son  Ouvrage.  Toulefois,  nous  nous  sommes 
P^'^^^^isd'ajouter  ^a  et  la  des  Notes  concernant  particuliercment  les 
P      *ications  parues  en  France. 

^   travail,  cerit  M.  Meyer,  est  loin  d't^lrc  oomplet.  En  premiere  ligne, 

*"**<)uvera  que  la  critique  nocessaire  y  fail  dcfaut.  Mais  jc  crois  rendre 

yt^lus  grand  service  au  public  malhcmalicicn  en  cxposant  d'une  fa^on 

iBApersonnellc  cc  que  les  difTercnts  savants  ont  produit  qu'cn  indiquant  ce 

^^  *ts  auraienl  dO  produire.  De  plus,  j'ai  surlout  chcrche  a  fairc  ressorlir 
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riants,  c'esl-^-dirc  de  formes  invariantes  conlenanl,  outre  les  coef- 
ficients def  (ct  ceux  des  formes  lineaires  auxiliaires),  encore  les 
variables. 

Cayley  (*)  s'engagea  dans  cetle  nouvelle  voie  et  ^tablit  imme- 
diatement  une  methodc  symbolique  lui  permettanl  de  d^duire 
d^une  forme  unique  un  nombre  quelconque  d^invariants.  II  donna 
a  sa  m(Jthode  le  nom  de  calcul  des  hyperdeterminants, 

«  G'est  de  cette  decouverte  de  Cayley,  ^crit  Salmon  (2),  que 
date  la  naissance  de  TAIgcbre  moderne.  » 

Peu  de  temps  avant  (i844)  Eisenstein  (')  avait  d^ja  reconnu 


diflTercnt.  En  effectuant  sur  les  formes  proposdcs  des  diflT^rcnliations  totaleSi  il 
ramene  le  probleme  k  T^quivalence  de  formes  difTcrcntiellesde  m^me  ordre,  mais 
le  moins  dlevc  posssible.  Toulefois  le  rapporteur  nc  pcut  passe  rallier  ^  I'opinion 
de  Salmon  (p.  344;  (Edition  fran^aise,  p.  49^)  d'aprds  lequel  Boole  ait,  par  ceci, 
fohd^  le  principe  que  les  invariants  des  polaires  sont  des  covariants  de  la  forme 
primitive. 

(•)  Collected  Math.  Papers^  vol.  I,  p.  80-95,  gS-na.  —  Le  second  de  ces  Mi- 
moires  parut  en  1846.  —  Dans  le  premier  ISIdmoire  (p.  80-94).  la  mithode  se 
trouve  dt^veloppie  k  ce  point  que  Ton  pent  reconnaltre  que  toute  forme  binaire 
d'ordrc  pair  posscde  un  invariant  quadratique.  Pour  terminer,  I'auteur  attribue 
k  Boole  le  m6rite  d'avoir  decouvert  le  premier  invariant  cubique  d*une  forme 
biquadratiquc.  Cf.  Salmon,  p.  343  (edition  fran^aise,  p.  49^)*  Voir  aussi  plus 
bas  la  Note  sur  Eisenstein. 

Les  determinants  a  plusicurs  dimensions  se  trouvent  deja  introduits  par  Caylcy 
en  1843  (/.  c,  p.  63-79,  secondc  Partie);  les  abreviations  adoptees  forment  ici 
une  premiere  cspece  de  representation  symbolique.  Plus  rdcemment,  Escherich 
{^Wien,  Denkschrift,  XLIII,  1880),  Gegenbauer  (m«ime  recueil,  XLIII,  p.  i5-32, 
1881)  et  Zajaczkowski  (Varsovie,  1881)  ont  encore  appliqu(§  ^  la  formation  des 
invariants  les  determinants  ^  plusieurs  dimensions  examines  par  Gasparis,  Ar- 
menantc,  Padova,  Zelifuss  et  d'autres. 

Le  second  Mimoire  pr^scnle  de  reels  progres.  Comparer  Salmon,  Lesson  r4. 
L'idee  fondamentale  est  que  I 'on  pent  concevoir  le  determinant  fonctionnel 
de  n  fonctions  (i  n  variables,  comme  etant  le  rcsultat  d'une  operation  diffe- 
rentielle  effectude  sur  une  skule  fonction,  a  saK'oir  le  produit  de  ces  n  fonc^ 
tions  ecrite  chacune  au  moyen  d'une  scrie  dijferente  de  variables. 

La  methode  symbolique  qui  en  resulle  n'est  elTectivemcnt  qu'une  abrcviation 
dans  la  representation  d'opdrations  rcelles.  II  en  est  autremcnt  plus  tard  dans 
les  travaux  de  Gordan,  qui  a  litcndu  ce  proccide  aux  formes  symboliques.  L'opi- 
ration  diffti  rent  idle  dc  Cayley,  appcl(3c  par  les  Allemands  il-ProcesSy  est  devcnuc 
de  nos  jours  d'une  grandc  importance  (C/.,  II,  C.  b.  du  present  Rapport). 

(»)  Salmon,  p.  343  (tidition  francaisc,  p.  4oO- 

(»)  Journ.  flir  Math.,  XXVII.  —  Le  covariant  quadratique  et  Ic  discriminant 
d'une  forme  binaire  cubique  figurent  deji'i  dans  la  Note,  p.  73-79,   datdc  dc  d^- 
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Ics  invarianls  cl  les  covarianls  les  plus  sim))les  dcs  formes  bi- 
naires  cubiqiies  el  biquadratiqucs;  en  appliquanl  d'une  fa^on  ele- 
gante la  tlieorie  des  dt'lenninanls,  qui  venait  d'etre  compl^t^e  par 
Jacobi,  Hesse  ( ' )  fit  nne  elude  approfondie  du  covariant  qui  porte 
son  nom,  et  decouvrit  le  rcile  que  joue  eelui-ci  dans  la  th^orie  des 
courbes  planes,  en  particulier  celle  du  troisi^me  ordre. 

11  est  important  de  rappeler  que,  dans  le  couranl  de  celte  mdme 
annee  (i844)'»  Grassmann  (2)  pr^senla  la  ih^orie  k  laquelle  il  a 
donne  le  nom  de  Ausdehnungslehre.  Les  idc^es  sur  la  notation 
au  mo^en  de  crochets  {Liickenausdriickc)  et  sur  les  coordonn^es 
de  plusieurs  especes  ren ferment  le  germe  de  la  nouvelle  forme 
qii'a  prise  la  th^orie  des  invariants. 

Indirectement,  la  theorie  de  Galois  (')  sur  legrouped'une  Equa- 
tion a  aussi  exerct^  une  ccrtaine  influence. 

Si  Aronhold  (* )  est  le  premier  qui  ait  determine  Ics  invariants  des 

cerobre  i843;  comparer  ^  ccla  son  travail  (p.  8i-io4)  portant  egalcmcnt  la  date 
de  dtkrembre  i843:  Ics  deux  invariantes  1,  j  de  la  forme  biquadratique  sc  trouvent 
dans  la  Note  connue  Sur  la  resolution  des  equations  des  quatre  premiers  de- 
gres  (p.  8i-83,  i"  Janvier  iH44)«  Ccpendanl  Salmon  (  p.  343,  <5dit.  fr.,  p.  4li2)  con- 
teste  que  la  propriett^  de  Tinvariance  de  ces  fonctions  ait  ^td  connue  par  Eisen- 
fttcin.  Celui-ci,  pourtant,  k  la  (in  du  dernier  travail  citd,  annonce  pr^cisement  une 
prochainc  Note  sur  les  proprietes  tres  remarquables  de  ces  fonctions  homo- 
genes  et  leurs  transformations.  Celte  Note  parut  en  eflfet  dans  le  m<imc  vo- 
lame,  p.  3i9-3ii,  oil  Tauteur  attribue,  d'une  fa^on  bien  precise,  la  propriele  de 
rioirariance  aux  deux  covarianls  et  au  discriminant  de  la  forme  cubique. 

Mais  il  est  bien  reronnu  que  c'cst  IJoole,  le  premier,  qui  ait  exprim^  le  discri- 
minant de  la  forme  biquadratique  en  fonction  des  deux  invarianls  i  et  j  ( Cayley,  I, 
p.  94;  Salmon,  p.  3\i). 

(«)  Journ.  fiir  Math.,  WVIII,  p.  ^8-107. 

(')  Les  m^rites  de  Grassmann  se  trouvent  exposes  dans  sa  bio*;raphie  dcrite  par 
Sturm  dans  les  Math.  Ann.,  \IV  {voir  en  part.  p.  20).  Consuller  aussi  \cs  Math. 
Ann.,  VII,  p.  11.  Schlegel  a  publie  un  Traite  d'Algebre  d'apres  les  idees  do 
Grassmann  (Leipzig,  1875);  un  mOme  essai  a  cUe  fait  par  Schendcl  (Halle, 
i885).  Ces  deux  Ouvrages  contiennent  cependant  des  erreurs. 

En  France,  les  avantagcs  de  la  melhode  de  Grassmann  ont  ete  signaled  (>8f>9) 
par  Cremona  dans  les  A^oc/c.  Ann.,  (0,  Xl\,  p.  33H-3()i.  Tout  recemment  les  bases 
dc  celle  tlK^orie  ont  H^  exposees  aver  bcauroup  de  rlarle  par  (^ar>allo  :  //.  Soc. 
Math.,  I.  XV,  p.  i58;  IS'ouv.  Ann.  (3),  t.  \;  i8«)i ;  p.  2it)-3.>5,  p.  34i-345el  I.  \I, 
p.  8-37.  loir  aussi  Caspari,  dans  le  nuUetin,  p.  3n2-'.i4"»  1889.  II.  F. 

(')  Les  recherclies  de  Galois,  publiees  deja  en  iSi9nesont  cependant  devenues 
{C<^neralemenl  accessibles  qu'en  184^)  ( Liouville,  \I).  D'ailleurs  Icur  influence 
sur  la  theorie  des  invarianls  ne  s'est  fait  sentir  que  dans  une  pc^riode  plus  re- 
rente. 

(•)  Journ.  fiir  Math.^  \\\1\,  p.   i4o-i.'»9.  —  Deux  ans  plus  lard,  Aronhold 


i84  PREMlfeUE  PAIITIE. 

formes  cul)i(|iics  lernaircs  ct  leiir  rapport  au  discriminant  (1849)) 
nous  Irouvons  d^j^  dans  la  sc^Tie  des  publications  de  Sylvester  (*) 
de  i85i  a  i854,  les  bases  d'une  tlieorie  gcn^rale  ren ferment  Ics 
branches  les  plus  diverses  de  cette  partie  de  la  Science. 

En  introduisanty  dans  un  but  bien  determine,  a  cdt^  des  va- 
riables primitives,  celles  qui  sont  transformees  par  la  substitution 
inverse,  on  a  cre^!  Ti'tude  des  con tre variants  el  des  concomitants. 
II  en  r^sulle  une  s^rie  de  nouvelles  operations  permettant  de  cal- 
culer  des  formes  invariantes,  en  particulier  le  principe  (*)dela 
difT^rentiation  reciproque  (sjmbolique  et  non  symbolique). 

De  plus  Sylvester  etablit  les  bases  (i85i)  de  I'^tude  des  formes 


remit  a  la  I'acultd  dc  IMiilosophic  dc  Kccnigsber^  un  manuscrit  qui  n*a  jamais 
M  publid,  dans  lequci  la  theorie  des  invariants  <l*tait  cxposec  d'aprds  unc  base 
uniforme.  D'apres  sa  correspondancc  avcc  Cayley,  Aronhold  dcvait,  dejA  k  cc 
momenl-1^.  <itrc  en  possession  d*^qualions  diff^renlielles  v<irifi«ies  par  les  inva- 
riants. C/.  Salmon,  p.  344)  edit,  fran^.,  p.  494- 

(•)  Canibr.  and  Dublin  Math,  y.,  VI,  p.  186-200,  289-393;  i85i ;  t.  VII,  p.  ni- 
97;  iSSa;  I.  VIII,  p.  62-04,  356-269;  i853;i.  lX,p.  85-io3;  i854;c/.  Caylcy,  t.  VII, 

4o-5i,  97-9*^- 

Les  travaiix  de  Sylvester  ont  cl<S  precc^des  de  deux  Memoires  dc  IJoolc,  I.  VI, 

p.  87-io(),  107-113;  i85i,  dans  lesquels  Tauteur  resume  les  resultats  obtenus  pr^- 

c<^demment,  en  les  romplt^tant  par  quelques  propositions  nouvelles  (c/.  Salmon, 

343). 

Cost  dans  les  Memoires  de  Sylvester  que  Ton  Irouve  pour  la  premiere  fois  les 
nonis  do  invariants,  covariants,  concomitants^  t.  VI,  p.  290;  les  expressions  co/i- 
i^rcdienty  contra ^rcdicnt,  I.  \\l,  p.  b'i;  discriminant  {Phil.  Mag.,  p.  4t>6*»  18,11; 
combinant,  t.  VIII,  p.  63). 

Une  rlasse  speriale  de  rontrevarianls,  \q%  formes  adjointcs,  se  rcnconlrent  dcja 
dans  les  lra\au\  de  llrrinite,  Journ.  Jiir  J/a</t.,"\L,  p.  263;  i83i.  Sylvester  les 
nonime  e'vectants,  I.  VII,  p.  iSi. 

(M  II  resullc  du    fail   (lue    x    el  —  sont  rouL'redienls,  e*est-a-<lire  srtuniis  aux 

•        On- 

nuimes  substitutions;  que   si  r<»n  reuiplare  les  variables  x  d'unc  forme /(.r)  par 

les  (iirlNres  j»ar  rapport  au\   //,  d'une  forme  'iin)^  on  obtifiil  iiii  eontrevariunt 

siniuitane  (le  /  et  5  (I.  VII,  p.  191).  n<*  plus,  pui><|iii' Irs  puissanres  et  les  produits 

'>"  '>" 

x7.  jr?    S  X.  ...  sont  aussi  roni;rc<lienls  a  — r'  i r—. — »  *••»  "Jn   pourra  en- 

'       *  '  (Ju]^     t)u^    '*>//, 

eore  elVeeliier  relle  substitution  dans  une  forme/(j:)  d'ordrc  n  (I.  VI,  p- 96-179). 
Cf.  Salmon,  p.  3j6,  etlit.  fraur..  p.  < '7.  Le  rontirvariant  obtenu  de  ecltc 
faroii  a  ele  appele  plus  lard  par  (ionlafi  :  «"  ieberschiebung  von  f  Uber  9. 

Jordan  traduit  er  l«Tiue  par  Trxfuession  di*  compose  dc  f  avcc  ^  en  desi;:nant 
le  uiodr  de  formation  [».ir  composition  des  covariants  {Jonrn.  de  .Math.,  (3), 
t.  li,  p.  17S;  iS-6.  CaNJiN  ft  Salmon  emploimt  \c>  ivriuvMh':  transvectants  et  de 
transvection,  e\pn-»ions  (|iu>  Ton  i*i-truu\r  daii>  >almon-Ctiemiu,  p.  \'n).     II.  V. 
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canoniques  (*)  ct  en  fait  rappHcation  a  la  represcnialion  dcs 
formes  binaires  d'ordre  impair  (sp^cialemcnt  des  quinliques)  par 
une  somme  de  puissances.  Dans  ie  cas  important  des  formes  qua- 
draticjues  d'un  nombre  quelconque  de  variables,  il  ouvre  de  nou- 
velles  voies  de  reclierches  en  formulant  la  loi  d'inertie  (^). 

Dsi^ns  ses  travaux,  I'auteur  anglais  reconnait  deja  Timportanee 
Axjk  |>rincipe  (^)  des  diviseurs  elementaires  (i85i),  comme  celle 
de   la    notion  du  combinanl  (i853)  (^). 

II  ^tabiit  les  Equations  difTt^rentielles  aiixquelles  satisfont  les 
forma. tions  invariantes  de  formes  quelconques,  en  faisant  usage 
d*un^  m^lhode  de  transformations  injinitesimales  (iSSa)  (*). 
D^s  progres  rapides  accomplis  dans  cette  partie  de  la  Science, 
il  est.  r^sult^  une  terminologie  assez  ^tendue,  que  Ton  doit,  en 
grandc  partie,  k  Sylvester  et  qui  se  trouve  expos^e  par  ce  g^o- 
m6ti*^  dans  son  grand  Memoire  (")  sur  les  fonctions  de  Sturm 
(i853> 

L*fiinn^e  1854,  avec  laquelle  se  termine  cetle  premiere  s^rle  de 

travaijax  de  Sylvester,  doit  ^tre  consid^r^e  comme  Tune  des  plus 

ropoirianles  de  cetle  premiere  p6riode.  Elle  est  surtout  marquee 


^*)  -f^hiL  Mag,y  p.  391-410;  nov.  i85i,  tirage  i  part  rhcz  Hell,  Londres,  i85i. 
Conipairer  Cambr.  and  Dublin  Math,  /.,  t.  VI,  p.  193,  19'!,  198,  293;  k  la 
R'S*^  ■  ^3,  Tauteur  indique  que  Ie  tcrme  dv:  forme  canoniqite  est  dix  k  Hermile. 
L.a  irepr^ntation  de  la  forme  cubique  quatcrnairc  en  une  somme  de  cinq  cubes 
est  indiqu^  pour  la  premiere  fois  k  la  p.  199  du  Cambr.  and  Dublin  Math.  J., 
^**    *^o«V  les  citations  dans  la  biographie  de  CIcbsch,  Math.  Ann.,  VII,  p.  17. 

(•>  ^hit.  Mag.,  i8.ri,  II,  p.  i38;  Phil.  Trans.,  i853,  p.  V>7-'>48.  —  D'aprds 
Borch^r^jj  (journ.  fur  Math.,  LIII,  p.  270-283;  1807  ),  Jacob!  d<fvait  deja,  en  1847, 
^'^■^^•tre  Ie  principc  en  question.  Consulter  la  demonstration  de  Hermite,  mcme 
Rcrucil^  p.  271,  et  Salmon-Fiedler,  p.  47<-  Dans  les  Phil.  Trans. ,  i853  (/.  c), 
^Jlvcster  applique  la  loi  de  I'incrtie  au  be'zoutien,  et  en  tire  une  discussion  pour 
la  i^^alit^  des  racines  dc/=  o.  Voir  Salriion-Chemin,  '191 ;  Hermite,  C.  P.,  i85!?, 
H;  ^€>u,rn.fur  Math.,  LIl,  p.  39-61 ;  i85r>;  Sylvester,  Phil.  Mag.{\  ),  IV,  p.  i38  ; 
Jacobi  (iSJ:),  voir  Journ.  fur  Math.,  LIII,  p.  275-280;  1857. 

'*)  ^hil. Mag.f  p.  119-140,  mai  i85i;  applications  aux  coniques  et  aux  quadri- 
ques.  Sylvester  examine,  k  Taide  de  ce  principc,  Ie  problcme  de  Tcquivalence  des 
forrnes  quadratiques,  Phil.  Mag.y  p.  265-3o5;  avril  i85i;  p.  4»5,  mai  i85i. 

^*)  Oambr.  and  Dublin  Math.  /.,  VIII,  p.  G3.  Dans  les  Annali  di  Mat.  [(i) 
h  p.  344-348;  iQ58]  Betti  a  donn6  pour  les  combinants  un  systcme  d'equations 
"*"**^niielles  caracteristiques. 

^*)    Voir  plus  haut  la  Note  sur  Aronhold  p.  i83,  note  (*).  Salmon,  p.  34'|  (edit. 
fran^.,  494). 

^*)  PhU.  Trans.,  p.  543-548;  i853.  — Dans  les />a/?er*,  IV,  p.  595-608  (Kxtrait 
dc  f-^Encycl.  Brit.;  i860),  Cayley  donnc  IVxpIicalion  dcs  principaux  nouvcaux 
\eniies. 
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par  les  travaux  si  imporlants  d'Hermile,  qui  (l*ail1ciirs,  d6ji  en 
i85i,  avail  enrichi  la  theorie  par  Finlroduction  de  ia  notion  des 
^vectants  (*)  et  qui,  par  ses  belles  rccherches  sur  la  tli^orie  des 
nombres  avail  sem^  dc  nombreux  germes  (*)  pour  I'^lude  de  la 
ih^orie  des  formes. 

Hermile  ^lablil  la  loi  de  rectprocite  {^),  en  verlu  de  laquelle 
dans  le  champ  binaire,  les  formes  invarianles  se  rangent  d^une 
fa^on  remarquable  par  couples. 

En  choisissant,  dans  le  cas  des  formes  binaires  d^ordre  impair, 
comme  nouvelles  variables  deux  covariants  lineaires,  il  rain^ne 
celles-la  k  \di  forme- type  dans  laquelle  les  coefficients  sont  eux- 
memes  des  invariants. 

En  relation  ^troite  avec  ce  qui  precede,  se  trouvent  les  sjst^mes 
de  formes  associees;  toute  autre  formation  invariante  de  la  forme 
primitive  est  uuefonction  rationnelle  de  ces  formes  associees  (*). 

L'ctude  des  formes  du  cinqui^me  ordre  oUVe  a  Hermite  le  pre- 
mier exemple  d'un  invariant  gauche  (^).  II  en  donne  J'expres- 
sion  en  fonction  des  trois  autres  invariants  et  en  fait  une  belle 
application  a  la  discussion  de  la  realite  des  racines  de  requatioa 
du  cinquieme  degre  (/.  c,  p.  198  et  suivantes)  (®). 

Dans  un  travail  subs(^*quenl(")  public  aussi  en  iSof,  cet  illustre 
savant,  partant  encore  d'abord  d'une  question  dc  la  theorie  des 
nombres,  traite  Ic  problcme  de  transformer  une  forme  quadra- 
tique  ternaire  en  elle-meme  au  moycn  d'une  substitution  lin(5aire 


(')  Journ.  fiir  Math.,  XL,  p.  2G3.  Cambr.  and  Dublin  Math.  /.,  VI,  p.  392. 

(»)  Journ.  fiir  Math.,  XL  ct  XLI;  iS5o,  i85t. 

(')  Cambr.  and  Dublin  Math.  J.  L\,  p.  172-:?! 7,  voir  en  part.  p.  173-175. 
L'exlension  an  cas  de  plus  dc  dcu\  >ariahk's  a  elt^  examine  seulcnient  reccmmenl 
par  Deruyls,  lielg.  Hull.,  (3),  XXII,  p.  11 -23;  1891;  mais  landis  que  cette  ex- 
tension ne  reussit  que  pour  des  formes  spociales,  Ilurwitz  vicnl  d'cn  donner  une 
autre  tout  k  fait  gt^nerale  {Math.  Ann.,  XLV,  p.  3Si-'|o4:  i^g'i);  cc  travail  jclle 
aussi  une  nouvelle  lumierc  sur  les  autres  opt^rations  dilTcrentielles. 

(*)  Journ.  fiir  Math.,  LII,  p.  i-38.  Lc  tcrme  de  covariants  associe's  se  Imuve 
inlroduit,  p.  23. 

{')  Cambr.  and  Dublin  Math.  J.,  IX,  p.  186  el  suivantes.  —  Le  role  que  joue 
ret  invariant  dans  la  resolution  des  e<|ualions  du  cin(|uieme  degre,  a  tHe  dcvcloppe 
par  llermite  dans  le  Journ.  fiir  Math.,  I.  LL\,  p.  3o',-:5«>5. 

(•)  Plus  tard,  llermite  en  a  eneore  donne  un  exposi^dans  les  Comptes  rendus; 
18G.'),  1866,  voir  aussi  sa  Note  dans  Salmon-Chenun,  p.  ^y^^yhC)-^^ . 

(')  Cambr.  and  Dublin  Math.  J.,  IX,  p.  G3-G7.  —  Comparer  Briosrhi,  Journ. 
fitr  Math .,  LII ,  p.  1 33 - 1  \  1 :  1 8,')(). 
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effect u^c  sur  les  variables.  Les  coefficients  de  cclle  subslitulion 
sont  cxprimds  en  fonclion  d\in  cerlain  nombre  de  paramelres 
arbiti*aires.  Cette  question  avait  d^ja  et^  entiereinent  resolue,  en 
1846,  par  Cayley(*)dansle  cas  particulier  important  d'unesomme 
de  caiT^s.  Par  conlre,  Cajley  ^tendit  les  rt^siiltats  d'Hermite  aux 
formes  quadratiques  a  n  variables  (')  (i855). 

Dansune  autre  voie.  Tannic  i854  nous  a  encore  laiss^  des  tra- 
vaux.  importants.  D'une  part,  Cajley  donne  une  demonstration  (3) 
des  Equations  difTdrentielles  (cities  plus  haut)  satisfaites  par  les 
iovai-iants  des  formes  binaires  consid^r^s  comme  fonctions  des 
coefGoienls,  tandis  que,  de  son  c6t^,  Brioschi  (*)  ^tablit  les  Equa- 
tions oorrespondantes  par  rapport  aux  racines  de  ces  formes. 

£12 (in,  c'est  avec  I'ann^e  i854  que  commence  la  sdrie  des  tra- 
vaux.  de  Cayley  {^)^  Memoirs  upon  Qiiantics,  se  terminant  provi- 
soirennent  en  1861  par  le  VII®  Memoire.  Leur  diversity,  jointe  k 
la  fa^oD  compli^te  dont  soul  traites  certains  cas,  constitue,  encore 
de  Qos  jours,  une  source  feconde  de  recherches  pour  Talg^briste 
Gomncic  pour  le  g^om^tre. 

Cajrley  consid^re  les  formations  invariantes  des  formes  binaires 
comixx«  solutions  emigres  et  rationnelles  de  leurs  equations  dilTE- 
rentielles.  Dans  son  second  Memoire  (i856)  il  aborde  deja  le  pro- 
bleme  important  (•),  a  savoir  :  peut-on,  pour  une  forme  donn^e, 
determiner  a  priori  le  nombre  des  formes  invariantes  lineaire- 
ment  ind^pendantes,  qui  lui  correspondent.  II  obticnt,  en  effet,  ce 
noinl>re,  Etant  donnas  I'ordre  et  le  dcgrE  de  ces  formes,  au  moyen 


''^  ^ourn.  fiir  Math,,  XXXII,  p.  119-123. 

'    )    J'tiwrn.  fiir  Math.,  L,  p.  288-299. 

^    9  ^ourn,  fiir  Math.^  XLVII,  p.  109-124. 

'*'  -^nnali  di  Tortolini,  V,  p.  207-211,  en  part.  209.  Comparer  Ik'Ui,  Annali 
wi  iVa^^^  ^j^  1^  p^  129-184;  i858.  Dans  le  m6me  journal  (I.  IX,  p.  8j;  1809)  Brioschi 
cionifte  i)Qg  demonstration  rigourcuse  dc  I'dqualion  dinerentielle  de  Cayley  pour  Ic 
cas  des  invariants  des  formes  binaires  et  dans  les  Annali  di  Mat.,  (1),  I,  p.  160, 
P**"**  les  formes  k  n  variables. 

'  '  Les  six  premiers  jMemoires  sc  Irouvcnt  dans  le  t.  II  des  Coll.  Pap.,  p.  221- 
^'>4»    185.^;  p.  260-275,  1806;  p.  3io-335,   i856;  p.  5i3-526,  i858;  p.  5'.>7-557,  i838; 

.~^9>  1859.—  Le  mot  quantic  correspond  au  mot  francais  forme  (allcm.  Form ), 
^oir  Sdimon-Chemin,  p.  i43. 

^'^^ulUr  aussi  les  notes  critiques  el  bibliographiqucs  que  Cayley  ajoute  lui- 
ro*i»ie  dans  la  nouvelle  Edition. 

^    I   Cayley  prend  comme  point  de  depart  les  notions  de  covariants  asyzygeti- 

9«<^«  el  irreductiblcs,  p.  2-5o. 
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dcs  coefficients  tin  d^veloppemenl  de  la  fonction  gene  rat  rice  {^)^ 
qui  avail  ddj4  scrvi  a  Enter  pour  la  decomposition  des  nombres. 
II  est  vrai  que  cette  s6rie  est  bas^e  sur  une  formule  numerative, 
non  entierement  d^montr^e. 

Ce  travail  seul  de  Cajley  a  donn^  lieu  k  une  foule  de  recherches 
qui  ont  et6  ponrsuivies  jusqu'en  ces  derniers  temps  (voir  dans 
ce  Rapport,  IP  Partie,  A.  c). 

Cependant,  Cayley  ne  put  r^ussir  k  achever  d'une  mani^re  g^- 
n^rale  le  probl^me  si  important  pose  par  lui  pour  la  premiere 
fois,  et  qui  consiste  k  rdduire  la  s^rie  iilimit^e  des  formations 
invariantes  d^une  forme  binaire  donnee,  a  des  fonclions  emigres 
et  rationnelles  d'un  nomhre ^ni  d'entre  elles  (2). 

Le  IV"  M^moire  (i858)  contient,  au  moins  pour  des  cas  parti- 
culiers,  le  principe  fondamental  de  la  composition  dedeuxformes 
{voir  p.  017).  L'auteur  en  donne  une  expression  simple,  non 
symbolique  qui,  ces  derni^res  annees,  a  de  nouveau  pris  une  place 
importante. 

La  resolution  (^)  elegante  des  Equations  du  troisi^me  et  du 
quatrieme  degre,  basee  sur  la  theorie  des  invariants,  donna  au 
devcloppemcnt  de  celle  theorie  encore  si  jeune  une  s^rieuse  im- 
pulsion (i858).  Lcs  applications  des  m^thodes  alg^briques  des 
formes  binaires  k  la  Geometric  (^)  moderne  exercerent  aussi 
(|uclquc  influence. 


(')  Lii  fonrlion  geni^ratiire  est  niisc  sous  la  forme,  p.  3G0, 


(1  —  -s)  {i  —  xz)  (1  —  x'z).  ..{i  —  x"*z)* 

lorsqu'on  la  iransfoniit'  ronvenablcmeiil,  elle  donne  encore  le  nomhrc  des  cova- 
riants  irrediirlihles. 

La  dt'monstration  du  llieoreiue  relalif  au  nombie  des  covarianls  asyzyReliques 
d'ordre  |jl,  a  ele  eoniplelee  l^eaucoup  plus  lard  par  Sylvester  {Phil.  Mag.;  1H78). 

(')   Voir  son  M<inioire,  p.  a5a,  253,  aOH,  270. 

(»)  V*  Afe'nioire.  Cclte  restdulion  resulte  directement  des  syzygics  apparlenant 
aux  formes  cubiqucs  el  bi({uadraliques.  D'ailleurs  il  faut  aussi  tenir  comptc  des 
Iravaux  pr^liminaircs  de  Boole  {Canibr.  Math.  7.,  Ill,  p.  116),  de  Eisensteio 
{Journ.  fiir  Math.y  I.  XWIl,  p.  89),  de  Jlesse  {Journ,  fiir  Math.,  WXVIIl, 
p.  2»ijs)  el  de  Sylvesler  {Cambr.  and  Dublin  Math.  J.,  VI). 

Cependant  rimportance  de  cetie  melhode  de  resolution  a  ^t^  beaucoup 
exagerec  :  la  ilieoric  dcs  formes  ne  fouruit  recllement  la  parlie  int(^grale  du  pro- 
bleiiic  que  si  Ton  consid^re,  comme  Ta  fail  Klein,  le  ^roupe  apparlenant  & 
I'equation  couime  un  groupe  de  collincation  dans  un  espacc  d'ordre  sup^rieur. 

(♦)  Cellc  partie  a  ele  exposce  avcc  beaucoup  de  details  par  Fiedler  (Leipzig, 
iSGa). 
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En  parliculicr,  il  est  rcconnu  que  Ics  Iravaux  dc  Cayley 
(VI*  ^^^^moi^e,  iSSg)  sur  ia  determination  radtrique  projective 
pourl^cspace  ^  deux  ct  a  trois  dimensions,  ont  scrvi  plus  tard  de 
baseaiu  ddveloppement  de  la  Gdomdtrie  non  euclidienne  (*). 

Aces  travaux  sjstdmatiques  sc  rattachent  encore  d'autres  Mr- 
moires  du  mdme  auteur.  Nous  nous  bornerons  k  les  mentionner  : 
recherohes  sur  la  partition  des  nombres  (2)  (i855-i85G);    un 
M&noire  important  sur  les  fonctions  symdtriques  (')  (i85y)  avec 
les  regies  relatives  a  leur  poids  et  a  leur  degre,  travail  qui  peut 
^tre  consider^  comme  une  introduction  a  la  thdorie  des  pdninva- 
nants    divelopp^e   plus    tard;    de    plus,   la   transformation   (*) 
f<^coQde  de  la  methode  d'dlimination  de  Bdzout  (iSSy)  ct  I'exten- 
sion  au  cas  des  formes  binaires  (*)  d'ordre  pair  de  la  methode 
caDonisanle  de  Sylvester  (1857). 

Dans  cette  m^me  direction  se  place  immediatement  la  d6cou- 
vcrte  importante  de  Roberts  (")  (1861),  d'apr^s  laquelle  un  cova- 
nani  (binaire)  est  entierement  caracterisd  par  son  terme  princi- 
pal    qu'il   a    appeld    source   (leading    term,    Leilglied).    Cette 
remarque  permet  de  remplacer  toute  relation  (syzygie)  cntre  co- 
vanaots  par  la  mdme  relation  entre  les  sources  et  reciproquement. 
La  source,  de  m£me  que  les  invariants,  est  une  fonction  symo- 
Inqae   des  racines,  mais  ne  doit  verifier  esscnticllcment  qu'unc 
seule  Equation  diflerentielle.  Roberts  a  etudi<$  en  [detail  Tappli- 
catioa  de  sa  mdthode  aux  formes  binaires  du  cinqnieme  ordre  ('). 
AJ>ordons  encore,  autant  qu'il  peut  en  etre  question,  cc  qui  est 
relati£  ^m  formes  prdcitc^es  et  aux  Equations  du  cinquieme  ordre 
pendant  cette  periode  (i854-i86i). 


t  '  ^'cst  i  Klein  que  revienl  le  mcrilc  d'avoir  rcconnu  le  premier  rimporlancc 
rondarnenulc  des  rcsultats  dc  Cayley;  voir  Math.  Ann.,  l.  IV  el  VI. 

'  '  ^Q-ptrSf  t.  II,  p.  a35-2{9  (i855),  47-02  (i858).  Voir  en  parliciilicr :  Sylves- 
ter, Qu4Xrt,  Math,  /.,  I,  p.  i4i-i32  (i835,  juillcl),  ainsi  que  Briosrhi  rt  Sylvester 
dans  les  Annali  di  Tor.,  t.  VIII  (iSS;),  Bcllavilis  dans  les  AnnoH  di  Mat., 
I.  n  ("859),  Bruno  dans  le  Journ.  fiir  Math.,  t.  LXXXV  ct  les  Math.  Ann.. 
^*  ^^ V.  Hellavitis  donne  un  apergu  bibliographiquc.  Cunsultcr  aussi  llageii  : 
Synoj^sU  der  hoheren  Mathematik,  Berlin,  1891,  p.  3. 

<')   Papers,  U  II,  p.  4i7-1'^9.  Cf.  p.  .'|54-/,G/;. 

(•)  -Journal  fur  Math.,  I.  LIII,  p.  306-36;,  ou  Papers,  t.  IV,  p.  38-39. 

(')  -Journal  fur  Math.,  t.  LIV,  p.  48-58  et  p.  ag-.?,  011  Papers,  t.  IV,  p.  43-53, 

(•)   Quart,  Journ.,  i.  IV  (1S61),  p.  168-178,324-328. 

V)  Annali  di  Mat.,  (i),  t.  Ill,  p.  35o-344;  i860. 

i^^U.  des  Sciences  matfie'm.,  1*  scric,  t.  XVIII.  ( Aoiil  iHi/i.)  i4 
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C'est  encore  ici  Hermite  qui  trace  Ics  nouvelles  voies  suivies, 
apr^s  liii,  par  Brioschi  ct  Caylcy.  D^ja  en  i856  Hermile  se  sen 
d'line  transformation  ratlonnelle  des  variables  dans  laquelle  le 
numerateur  est  un  covariant  du  d^nominateur,  pour  r^duire  I'in- 
l^grale  ellipllque  de  premiere  espece  a  une  forme  normale  ( * ) ;  deux 
ans  plus  tard  ce  meme  savant  ram^ne  la  transformation  de  Tschirn- 
liausen,  depuis  longtemps  en  usage  en  Alg^bre,  a  une  forme  inva- 
riante  (^)  g^n^rale,  de  fagon  a  mellre  en  Evidence  le  caract^re 
d'invariance  de  T^quation  iransform^e  qui,  de  plus,  doit  d^pendre 
d'un  nombre  de  param^tresle  moindre  possible. 

La  determination  des  dilKrentes  r^solvantes  d'une  Equation 
propos^e  devient  alors  ^vidente.  Dans  le  cas  du  cinqui^me  ordre, 
ces  r^solvanles  sont,  commc  Ton  sait,  I'^quation  modulaire  et 
ceile  du  multiplicateur,  qui  se  prdsentent  dans  la  transformation 
du  cinquieme  ordre  des  fonctions  elliptiques  ('). 

Mais  ce  ne  fut  que  plus  tard  (*),  qu'Hermite  pr^senta  a  ce 
point  de  vue  un  expos^  syst^matique  des  Equations  du  cinquieme 
ordre  ( 1 865  a  1866). 

Aux  trois  ^minents  savants  Caylej,  Sylvester  et  Hermite,  que 
nous  avons  le  plus  souvent  cit^s  jusqu'ici,  vient  se  joindre,  a 
partir  de  i854,  Tltalien  Brioschi  (5),  sans  cependant  les  ^galer; 
il  compl^la  et  continua  leurs  recherches  dans  les  directions  les  plus 
diverses.  Mentionnons  ses  Iravaux  les  plus  importants.  En  1867,  il 
etablil,  pour  Ic  resultant  et  le  discriminant  des  formes  binaires,  le 
systeme  remarquable  d'dquations  differentielles  (^),  dont  on  a 
fait,  tout  recemment,  une  application  dans  la  thdorie  des  fonc- 
tions hyperelliptiques  ( ^ ) . 


(')  Journ.  fur  Math.,  t.  LII,  p.  H.  Fo/>  Biuosciii  dans  \cs  Annali  di  Afat.,{i). 
I.  IV,  p.  192  (1861)  et  Pitlarelli,  Horn.  Ace.  L.  fi.,  (4),  t.  IV',  p.  5o(j-5i3,  703-705: 
1888. 

(')  Comptes  rendus,  t.  XLVI,  p.  9G1  (i8j8).  Cayley,  Journ.  fiir  Math., 
t.  LVIII,  p.  269  (18G1)  ou  PaperSy  t.  IV,  p.  259-269. 

(')  Consuller  par  cxemplc  Clebscii,  Binaere  For  men,  §§  114,  115. 

(♦)  Comptes  rendus,  i803,  1864. 

(»)  Consuller  principalemcnt  son  expose  general  d'une  llieorie  des  formes  binaires 
dans  les  Annall  di  Mat.,  1"  serie,  t.  I,  p.  296-309,  349-363  (i858);  I.  II,  p.  82-85, 
•<63-a77  (1859);  I.  Ill,  p.  160-168  (i860);  t.  VI,  p.  186-19}  (1861).  —  Le  tirage  a 
part,  publie  a  Home  en  1861,  est  epuise. 

(•)  Journ.  fiir  Math.,  t.  LIII.  p.  372-376.  Voir  une  Noie  dc  Noelher,  dans  I'edi 
lion  alleinande  de  Bruno,  §  25. 

(»)  Voir  WiLTiiEiss,  Math.  Ann..  I.  XWIII.  p.  279;  18S8. 
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On  doil  encore  a  Brioschi  iine  extension  de  la  ihdorie  de  la 
representation  tjpi que  (*),  d'apr^s  Hermitc,  tout  partlculierc- 
ment  en  ce  qui  concerne  les  formes  ternaires. 

Si  nous  prenons  en  consideration  le  d^veloppement  remar- 
quable  pris  peu  k  peu  par  les  r^sultats  isol^s  de  notre  th^orie^ 
nous  devons  £ti*e  d'aulant  plus  reconnaissant  a  Salmon,  qui,  d^ja 
aaparavant  (^),  avait  fourni  des  travaux  remarquables  en  Algebre 
comme  en  G^om^trie,  d'avoir  r^uni  ce  vaste  materiel  en  une  mo- 
nographie  (')  serr^e  (iSSg).  Get  Guvrage  s'est  r^pandu  en  Alle- 
magne  (i863),  grace  a  la  traduction  {*)  entreprise  par  Fiedler, 
qui  d'ailleurs,  dej^en  1862,  avait  public  un  Traite  ^l^mentaire  {^) 
accordant  une  large  place  aux  applications  de  la  th^orie  deGaylej 
a  la  Geom^trie  projective.  Alam^me  epoque,  Brioschi  (")  donna 
un  travail  d'ensemble  sur  la  th^orie  des  formes  binaires,  qui  ren- 
contra  en  Italic  de  nombreux  adeptes.  En  France,  ce  fut  Baziu 
qui  contribua,  par  sa  traduction  (')  de  TGuvrage  de  Salmon,  a 
r^pandre  ces  m^thodes  de  I'Alg^bre  ( 1868). 

Tandis  que  les  math^maticiens  anglais,  francais  et  italiens 
echangeaient  activemcnt  leursid^es,  donnant  par  la  continuelle- 
ment  une  nouvelle  impulsion  a  cctte  branchc  de  la  Science,  iln'cn 
^laU  pas  de  m^me  en  Allemagne,  ou  Ton  resta  longtemps  station- 
naire. 


(|)  Annali  di  Mat.  (i),  1. 1,  p.  i58-i()3;  i858;  en  part.  p.  i63  ;  reprdscnialion 
typique  des  formes  i  n  variables.  Quant  ^  la  representation  typique  des  formes 
qoadraiiques  ternaires^  d<Sduites  d'unc  cubique,  voir,  par  exemple,  Coniptes 
rtndus,  ,863. 

V  /     ConsuUer  le  Cambr.  and  Dublin  Math.  /.,  t.  II,  p.  74;  t.  IX,  p.  82. 

^Daos  sa  premiere  Edition  des  Higher  plane  Curves,  1862,  Salmon  calciilc 
oaDord  les  invariants  et  les  covariants  des  formes  binaires  au  moyen  des  fonc- 
tiOBS  s^mitriques.  La  deuxieme  «^dition  de  Higher  Algebra,  i8f)5,  renferme  un 
nooTel  expose  des  systemes  complets  pour  les  formes  binaires  simultan^es  les 
P*"*  sitnples. 

^  f     Dublin,  iSSg.  —  La  quatridme  Edition  parut  en  i885. 

^  '     l^ipzig,  i863.  —  Deuxieme  Edition,  1877. 

^*^     ^ipzig,  1862. 

y  )  ^0(>  plus  haut^  p.  190,  note  (5).  —  Un  expose  c^lementaire  de  la  Iheoric  a 
M  dotini  par  Battaglini  dans  les  Atti  di  Aapoli,  1867  (suite  dans  Ic  Oiorn,  di 

^  '  J^aris,  1868.  —  La  dcuxieme  edition,  d'aprcis  la  qualriemc  edition  anglaise, 
wl  due  a  0.  Chcmin.  Paris,  1890.  -  II.  F. 
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Bicn  que  les  mdthodcs  projcclives  <le  Hesse  (*)  et  de  Sleiner 
sc  rapprochcnl  beaucoup  du  champ  d'^ludc  des  algdbristes  Stran- 
gers, leur  conception  n'avail  cependant  pas  encore  trouv6  la 
forme  adequate  a  laquellc  ici,  plus  que  dans  tonte  autre  branche 
des  MathSmatiques,  on  doit  attacher  unc  grande  importance. 

Cettc  transition  a  6le  marquee  sculement  en  i858  par  un 
exempic  (^)  classique  dc  Aronhold,  dans  Icquel  I'auteur  fait  res- 
sortir  de  la  thcorie  de  Hesse  sur  les  formes  cubiques  temaires 
leurs  propri^lSs  d'invariance  en  les  prdscntant  sous  une  forme 
bien  d(^finie,  affranchic  de  tout  ce  qui  pouvait  paraitre  artificiel. 

Plus  tard  (i863),  Aronhold  exposa  dans  toute  leur  gdnSralitS 
les  idSes  fomlanientales  dc  ses  recherches  (^).  Nous  donnerons 
un  apcrgu  de  cct  imporlantM^moire.  La  place  que  nous  lui  accor- 
dons  peut  se  justifier  en  ce  sens  qu'il  a  exercc  une  influence  no- 
table sur  Tonlrc  adoptd  pour  le  present  Bapport. 

Les  eflbrls  dc  Aronhold  tendent  a  ramener  a  un  point  de  vue 
unique  les  formations  invariantes  de  natures  si  diverses,  afin 
d^etablir  par  \k  non  seulement  leurs  relations  rSciproques,  mais 
encore  afin  de  justifier  leur  existence.  L'auleur  prend  comme 
point  (le  depart  le  probleme  (*)  qu'il  formule  dans  les  termes 
suivants : 

Solent  V{x  I  rt),  F'(^  |  cd)  deux  fonctions  homo  genes  quel- 
conques  et  tout  a  fait  g6n6rales,  d'^ or dr e p  par  rapport  aiix 
variables  respectivement  x^^  x^i  • .  •,  ^/i,  et  5i,  $2?  •  •  •>  \n\  on 
demande  de  determiner  les  relations  entre  les  coefficients  a 
et  a'  pour  que  les  deux  fonctions  puissent  etre  transformies 
V  une  dans  V autre  par  une  substitution  lineaire. 

Nous  soulignons  les  mots  tout  a  fait  g^jn^^rales,  car,  faute 
J'avoir  loujours  ^te  strictement  observes,  ils  ont  donnS  lieu  a  des 


(')  Consulter  les  biog^raphies  de  IMiiekcr,  Ilcssc,  CIcbscli,  citecs  d  plusicurs 
reprises. 

(')  Journ.  fur  Afafh.,  t.  I^V,  p.  97-191. 

{')  Journ.  fur  Math.,  I.  LXFI,  p.  .»Si-3'|5. 

(♦)  I*.  j8',  283.  —  Ce  meme  jirohleine  pour  deux  ou  plusicurs  couples  dc 
foruies  se  Irouve  deja  dans  Boolt!,  bicn  i\wv.  fi^rmule  d'une  facon  moins  precise. 
(Ca/nOr.  and  Dublin  Math.  J.  Ill  el  I\  .   V'ttir  I.  Ill,  p.  nf).) 
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malcntcndus  (*).  D'apr^s  Ic  j)roblenic  meme,  on  nc  pcul  disposer 
des  coefficients  n  ct  a' que  sous  ccrlaines  reserves;  les  condi- 
lions  chcrch^cs  seront  n(5ccssaircs  dans  tous  les  ens,  mais  non 
suffisanles  pour  des  formes  V  et  F'  absolumcnt  quelconqucs,  ce 
i|uc  Aronhold  a  claircnient  montri^  pour  les  formes  culiiqiies  tcr- 
naires  dans  [dusicurs  passages  (^)  de  son  M^moire  dc  i858. 

Si  nous  supposons  elimincs  les  coeffieients  de  substitution  entre 
les  conditions  de  la  transfoniiabilitc,  nous  pourrons  ordonner  les 
^  |ualions  finales  de  telle  fa^on  que  le  second  membre  devienne 
ind^pendant  <les  2.  (]e  fait  so  trouve  tradiiit  par  rexistenre  de  n^ 
equations  lin^aircs  aux  d^rivces  partielles  ('),  qui  pcuvent  ^trc 
Iransforni^cs  de  manicrc  a  nc  plus  contenir  les  quantites  o.  Ilcci- 
proqucment,  on  en  d^duit  que  les  relations  algcbriques  cx]»rimant 
la  transformation  pcuvent  ^tre  roprcscnt(!ies  par  des  ocralilcs  entre 
des  fractions,  ^galit^s  dans  lesquellcs  Tune  des  fractions  est  exac- 
tenicnt  la  rocrac  fonction  rationncllc  des  coefficients  a  de  V  que 
Fautre  j>ar  rapport  aux  coefficients  a'  dc  la  transformcc  F'. 

Par  CCS  fractions,  —  s<dutions  rationnclles  des  Equations  dif- 
f6reDtielles  cities,  —  se  trouve  ddterminco  Texistence  des  inva- 
riants absolus  de  F.  Mais  on  o1>tient  do  plus  Ic  nombre  de  ccs 
invariants  rationnellement  inddpendants,  gr&ce  a  une  ^tude  ap~ 
profondio  (pii  a  montr^  que  ces  /i^  Equations  diff^rentielles  dtaient 
lin^airenient  indcpendantes  (*). 

Les  invariants  ordinaires,  dont  on  partit  d'une  fagon  empi- 
rique  jusqu'4  Aronhold,  se  pr^sentent  a  posteriori  commc  num^- 


(*)  Un  tcl  malcntendu  semble  rcssortir  des  attaques  que  Veltmann  a  dingoes 
contre  la  demonstration  de  Aronhold  (voir  Schlomilch.  Zeitschr.,  WII,  p.  277- 
298;  1877,  ct  XXXIV,  p.  32i-33o;  1889).  Cf.  IB.  a. 

(»)  Koir,  par  ex.,Journ,  fur  Math.,  LV,  loc.  cit.y  p.  160. 

(•)  T.  LXII,  p.  287-288,  293.  —  Plus  tard,  Maurcr  a  examine  rticiproquement 
dans  quel  cas  un  pareil  systeuic  pouvait  definir  des  invariants  {Munch.  Btr., 
p.  io3-i5o;  1888). 

(^)  Aronhold  en  a  donn(^  unc  demonstration  simple  ct  dircctc  dans  le  Journ. 
fiir  Math.,  LXIX,  p.  185-189.  La  demonstration  do  Christoffel,  t.  LXVIII,  p.  246- 
353,  a  ete  retire  par  Tauteur  Iui-m6mc  ct  rcmplact^e  par  unc  autre  {Math.  Ann., 
XIX,  p.  380-290;  1881).  —  Ce  n'est  que  plus  tard  qu'il  a  etc  ciamind  si,  entre  ces 
n*  ^nations  difTercnticlles,  il  cxistait  des  relations  d'ordrc  sup^rieur;  Study  a 
dcmontrc  que,  pour  le  cas  n  =  3,  loulcs  les  equations  sont  des  consequences  dc 
deux  d'cntrc  elles.  Voir  son  iraitc  :  Mcthoden Leipzig,  p.  167;  1889. 
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rateur  et  denominaleur  des  invarianls  absolus  :  ils  salisfont  a  uq 
sjsteme  correspondant  de  n^  equations  differenlielles. 

Ce  syst^me  (comme  cclui  qui  a  ^te  rappele  plus  haul)  est  un 
systeme  complet,  d'apres  la  demonstration  de  Clebsch  (i865), 
c'est-a-dire  qu'il  est  impossible  de  lui  adjoindre  de  nouvelles 
Equations  lineaires  par  differentiation  ou  elimination  des  d6rivees 
d'ordre  sup^rieur  (*). 

Tandis  que  I'extension  a  un  systeme  de  formes  (^)  ne  pr^sente 
pas  de  difficultes  essentielles,  Aronhold  r^ussit  a  decouvrir  des 
proprietes  remarquables  {^)  des  contrevariants  {zugehorige 
Formen)  ct  des  concomitants  mixtes  {Zwischenformen)';  c'esl 
ce  qui  lui  permit  d'etablir  les  relations  ^troiles  qui  lient  les  di- 
verses  formes  invariantes. 

Dans  ces  d^veloppements,  il  est  de  toute  importance  qu'il  n'y 
ait  entre  les  coefficients  de  la  forme  originale  aucune  relation 
lineaire;  ceci  permet  de  remplacer  cette  forme  par  la  puissance 
correspondante  d'une  forme  lineaire  (p.  292-293),  gr&ce  k  quai 
les  operations  diff*erentielles  s'eff*ectuent  alors  tres  facilement. 

Quant  a  la  forme,  la  methode  symboHque  ainsi  introduite  ne 
diff*ere  pas  essentiellement  de  celle  primitivement  employee  par 
Cayley,  mais  ce  n'est  que  grace  aux  bases  sur  lesquelles  Aronhold 
a  etabli  la  thdorie  que  celle-ci  a  pu  recevoir  le  developpement 
remarquable  qu'elle  a  trouve  des  lors  en  AUemagne. 

C'est  ici  que  Clebsch  inlervient  avec  beaucoup  de  succes.  Le 
Memoire  de  Aronhold  (i858)  lui  permet  de  faire  rcposer  (*)  la 
iheorie  uniquement  sur  celte  methode  symbolique  (1861)  et  de 
ramener  Tetude  des  formes  d'ordre  superieur  a  celle  des  formes 
lineaires. 

Avec  la  methode  des  Anglais,  on  se  conlente  de  fournir  des 
formes  invariantes  en  nombre  quelconque;  celle  de  Clebsch,  au 
conlraire,  representant  symboliquenicnt  les  invarianls  par  un  en- 
semble de  determinants,  permet  non  seulement  d'cn  deduire 
toutes  ces  formes,  mais  encore  clle  sert  a  definir  ces  dernieres,  en 


(')  Journ.  fitr  Math.,  L\V,  p.  257-2G8. 

(')  T.  L\II,  §§  8  ct  10.  —  ConsuUerl.  \\XI\,  p.  ijo  cL  suivanles. 

(•)  T.  LXII,  5^§  11  el  I'l. 

(*)  Journ.  fur  Math.,  LIX,  p.  i-(\-. 
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se  limitanl  toulefois  au  cas  ou  il  ny  a  qu'unc  s^rie  dc  variables, 
et  celles  qui  Icur  correspondent  par  duality. 

En  se  basant  sur  le  caractere  g^n^ral  de  ectte  m^lhode,  Clebsch 
sc  Irouve  conduit,  entre  aulres,  au  principe  de  translation  (*) 
(Uebertragungsprincip)  y  th^or^me  bien  connu,  qui  permet 
d'^tablir  une  relation  ^troile  enlre  les  formes  de  n  et  celles  des 
n  -h  I  variables. 

A  la  m^me  6poquc,  Clebsch  donne  une  s^rie  d'applications 
iDteressantes  a  la  G^om^trie  des  courbes  et  des  surfaces  alg^- 
briques;  nous  cilerons,  comme  particulierement  remarquable, 
son  travail  (^)  sur  le  probleme  des  normales  dans  le  cas  des 
figures  du  second  ordre. 

Nous  pouvons  restreindre  au  strict  n^cessaire  les  renseignc- 
ments  sur  les  travaux  de  Clebsch,  vu  qu41  existe  deja,  a  ce  sujel, 
un  expos^(^)  d^taille,  metlanten  lumiere  les  diflerentes  branches 
qui  se  rattachent  aux  ceuvres  du  grand  savant. 

LesM^rooiresprecit^s  de  Clebsch  (1861)  et  de  Aronhold  (i863) 
donnent  naissance  a  une  nouvelle  ^poque,  que  Ton  reconnait  en 
ce  que  noire  Science  prend  alors  un  d^veloppement  systemalique 
qui^  d^s  ce  moment,  a  son  centre  en  Allemagne. 

On  constate,  peu  a  peu,  deux  directions  principales  qui,  en 
certains  points,  se  distinguent  tr^s  nettement  Tune  de  Tautre. 

L^one,  inauguree  par  Clebsch,  se  propose  d'approfondir,  a  I'aide 
des  m^thodes  de  ce  dernier,  T^tude  du  champ  illimitd  des  formes 
invariantes,  aOn  de  determiner  les  rapports  que  celles-ci  peuvent 
avoir  entre  elles;  I'autre  prend  comme  point  de  depart  le  pro- 
bleme de  ^equivalence  pose  par  Aronhold,  c'est-a-dirc  celui  de 
la  transformabilite  lin^aire  d'une  forme  dans  une  autre. 

En  attendant,  il  se  passe  encore  quelques  annees  avaut  qu'il  se 
produise,  des  deux  c6tes,  un  mouvement  sensible.  On  s'accorde 
pourfaire  partir  celui-ci  de  I'annee  1868,  cpoque  a  lacjuelle  furcnt 
publi^es  la  demonstration  (^)  de  Gordan  sur  le  nombrc  fini  des 
svst^mes  de  formes  biuaires,  eties  recherches  ile  Weierstrass  sur 


( •)  Loc.  ril.,  ^  7. 

(»)  Journ.  Jiir  Math.,  L\ll,  p.  04-109;  i863. 

(»)  Math,  Ann.,  VII,  p.  i->o:  voir,  en  part.,  p.  37-5o:  i^''/\. 

(•)  Journ,  Jiir  Math.,  L\l\,  p.  3i3-35.|. 
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I'dquivalencc  dcs  formes  et  faisccaux  de  formes  biiineaires  (et 
quadratiques)  bas^s  sur  I'etude  des  diviseurs  ^Mmentalres  (*). 

II  J  a  done  lieu  d'exposer  seulcmcnt  plus  loin  et  en  rapporl 
avcc  Ics  rechcrches  de  la  nouvcUe  ^poque,  Ics  travaux  (*)  de 
Clebsch  et  de  Gordan  (1867)  surles  representations  typiques  des 
formes  binaires,  ainsi  que  ceux  de  Kronecker  (')  et  de  Christof- 
fel  (^)  sur  les  formes  biiineaires,  bien  que,  en  apparence,  ces 
M^moires  appartienncnt  a  I'ancienne  ^poque.  {A  suivre). 


(«)  Berl.  Ber.,  p.  3io.338;  i8(i8. 

(»)  Armali  di  Mat.  (2),  I,  p.  23-79. 

(')  Kronecker,  Journ,  fiir  Math.,  LXVIII,  p.  273-285. 

(*)  Christoffel,  Jd.,  p.  253-272. 
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G.  KIRCHOFP.  —  VORLBSUNGEN  UBBBR  MATHEMATISCHE  PUYSIK.  1 V^'' Und  letzter 

Band  :  Thtorle  der  fVdrme;  herausgegeben  von  D""  Max  Planck  (Lemons 
DE  Phtsiqub  m atuematiqub.  IV*  et  dernier  volume  :  TMorie  de  la  chaleur; 
public  par  le  \f  Max  Planck),  Gr.  in-S*",  x-aio  p.,  Leipzig.  B.-G.  Teubner; 
1894. 

G.  Kirchhoff  avail  form6  le  projet  de  r^unir  et  de  publier  Ten- 
semble  de  ses  Legons  sur  la  Physique  mathimaiique ;  il  n'a  mis 
ce  projet  k  execution  que  pour  le  premier  volume  de  son  oeuvre, 
pour  celui  qu'il  a  intitule  Mecanique;  apres  sa  mort,  ses  ^l^ves 
ont  voulu  r^aliser  le  plan  qu'il  s'^lait  trac^  et,  en  s'aidant  des 
notes  dont  il  faisail  usage  dans  ses  Cours,  nous  faire  connaitre  sa 
pens^e  sur  Tensemble  des  problemes  de  la  Physique  ih^orique; 
M.  Kurt  Hensel  s'est  charg^  de  publier  les  Leqons  sur  VOptique; 
M.  Max  Planck,  apr^s  avoir  reproduit  les  Legons  sur  V Electri- 
citiet  le  Magnitisme,  nous  donne  aujourd'hui  le  IV*^  et  dernier 
Volume  de  celte  serie,  consacr^  aux  Leqons  sur  la  chaleur.  La 
hanle  competence  de  M.  Max  Planck,  professeur  de  Physique 
th^orique  k  TUniversil^  de  Berlin,  auleur  d'importantes  re- 
cherches  touchant  la  Thermodynamique,  nous  est  un  sikr  garant 
dc  Texactitude  avec  laquelle  ce  livre  reproduit  la  pens^e  de  G.  Kir- 
chhoff. 

G.  Kirchhoff  consacre  les  premieres  pages  k  marquer  la  division 
d«  son  OBuvre  en  trois  parties,  qu'il  nomme  la  pure  theorie  de  la 
chaleur,  la  Thermodynamique,  la  theorie  mecanique  de  la 
^^^ieur;  ces  pages  nous  semblent  jeter,  sur  la  maniere  dont 
^*  Kirchhoff  concevait  la  Physique,  un  jour  qu'on  chercherait 
P^^t-itre  en  vain  dans  toute  autre  partie  de  son  ceuvre;  aussi 
^'^yons-nous  bien  faire  en  donnant  aux  lecteurs  du  Bulletin  des 
^^i^nces  mathematiques  la  traduction  in  extenso  de  ces  pages. 

I. 

<*   Le  but  de  la  Physique  est  d^^tudier  certaines  classes  de  ph(5- 
'homines,  nomm^s  phenom^nes physiques,  de  les  classer  dans  un 
Bull,  des  Sciences  mathem.j  3*  serie,  t.  Will.  (Scptcnibre  1894)       i3 
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ordre  facile  a  einbrasser  du  regard,  ct  de  lesexposer  de  la  mani^re 
la  plus  simple  possible.  Parmi  loiis  les  ph^nom^nes  physiques, 
Ics  plus  simples,  c'est-a-dire  les  plus  imm^diatement  accessibles  a 
rentendemcnt,  sont  les  p  he  no  m^nes  de  mouvement,  qui  forment 
I'objet  de  la  Mecanique,  Ce  sont  ceux  qui  exigeot  le  plus  petit 
Dombre  de  concepts  fondamentaux;  ils  supposent  seulement  les 
notions  d'espace,  de  temps  et  de  matiere.  Une  foule  d'autres  do- 
tions,  il  est  vrai,  inlerviennent  dans  I'^tude  de  ces  ph^nom^oes  : 
lelles  sont  les  notions  de  vitesse,  d^acc^^l^ration,  de  force,  de 
travail,  etc.  Mais  ce  ne  sont  pas  des  notions  premieres;  ce  sont  des 
notions  qui  se  d^duisent,  par  un  procdd^  mathdmatique  rigoureux, 
des  concepts  premiers.  Elles  s'introduisent  parce  qu'elles  servent 
a  ^noncer  plus  ais^ment  les  lois  du  mouvement.  Dans  les  autres 
parties  de  la  Physique,  nous  vojons  intervenir  de  nouvelles  no- 
tions, essentiellement  distinctes  des  pr^c^dentes;  ainsi,  en  Op- 
tique,  interviennent  les  notions  d'intensit^lumineuse,  decouleur, 
d'etat  de  polarisation.  II  est  vrai  que,  si  Thypoth^se  qui  se  trouve 
^  la  base  de  la  tli^orie  ondiilatoire  de  la  lumi^re  est  exacte,  ces 
notions  se  peuvent  ramener  a  cedes  de  la  Mecanique;  la  lumi^re 
consiste  alors  en  vibrations  dont  la  force  vive  repr^sente  Pinten- 
sit6  lumineuse,  dont  la  durde  caractdrise  la  couleur  et  dont  la 
direction  determine  Tdtat  de  polarisation.  Cetle  hjpothise  est  si 
simple;  les  consequences  que  Ton  en  pcut  ddduirerigoureusement 
concordent  si  bien  avec  Texperience,  quoiqiie  cette  concordance 
n'ail  pas  lieu  dans  tous  les  cas,  que  cclte  hypothcse  semble  tres 
propre  a  servir  de  point  de  depart  dans  Fexposition  des  phdno- 
menes  optiques. 

»  On  a  fail  Thypothese  que  tous  les  phenomenes  physiques,  et, 
en  parliculier,  ceux  qui  sont  occasionnes  par  la  chaleur  et  qui 
nous  occuperout  dans  ces  Legons,  sont  reductibles  a  des  mouve- 
ments,  en  sorlc  que  loute  la  Physique  se  ram^ne  a  la  Mecanique. 
Si  cclte  reduction  elait  efTeclude,  on  aurail  alleint,  dans  Texpos^ 
de  la  Physique,  au  plus  haul  degre  de  simplicile  qui  se  puisse  con- 
ccvoir;  celle  reduction  de  la  Physique  a  la  Mecanique  est  done  un 
but  (|u*il  est  exlrememenl  d(5sirablc  d'atteindre.  Mais  ce  but  n^est-ii 
pas  iiiusoire?  Tous  les  phenomenes  physiques  sont-ils  vraiment 
rt^ductibles  a  des  mouvemenls?  Cette  question  est  <^quivalente  a 
celle-ci    :  les    plus   pelites   parties    de   la   matiere   peuvent-elles 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.         199 

^prOQver  des  modifications  aulres  que  des  changements  de  po- 
sjiioD  dans  Tespace?  II  semble  que  le  t^moignage  imm^diat  de  nos 
sens  nous  permetle  de  trancher  cette  question  par  raffirmalive; 
les  changements  d*etat  d'agr^gation,  de  propri^tes  chimiques,  de 
temperature,  d'6tat  ^lectrique,  d^autres  propri^t^s  encore,  nous 
paF'^isseni  ne   pas  dtre  des   mouvements;  mais  le  temoignage 
inxn^diat  de  nos  sens  n*est  pas  competent  pour  juger  la  question. 
Hdme  lorsqu'on  les  suppose  arm^s  de  tons  les  mo}^ens  que  Tart  a 
cr6^9  pour  les  aider,  nos  sens  ne  peuvent  percevoir  les  volumes 
doo.1  les  dimensions  sont  inferieures   k  certaines  limites;  ils  ne 
peuvent  reconnaitre  ce  qui  se  passe  k  Tintdrieur  d'un  tel  volume. 
Us  per^oivent  seulement  une  sorte  de  mojenne  des  ^venements  qui 
se  produisent  a  la  fois  dans  un  grand  nombre  de  ces  petits  volumes ; 
lis  reQoivent  la  m^me  impression  que  si  la  mati^re  remplissait 
Vespace  d'une  maniere  continue,   que  si  le  mouvement  variait 
d^un  point  a  Tautre  d'une  maniere  continue;  c'est  seulement  le 
long  de  certaines  surfaces,  le  long  des  surfaces  de  contact  de  deux 
corps  difTi^rents  qu'il  nous  est  possible  de  reconnaitre  de  brusques 
changements  dans  la  nature  et  dans  le  mouvement  de  la  mati^re. 
A^rint^rieurdesespaces  qui,  par  leur  extreme  pctitesse,  ^chappent 
4 Dotre  perception,  se  produit-il  des  differences  dans  la  nature  ct 
le  mouvement  de  la  maticre?  Les  plus  petites  parties  de  la  mati^re, 
parexemple,  sont-elles  s^parees  par  des  espaces  vides?II  nous  est 
impossible,  en  tout  cas,  de  nous  en  apercevoir;  s'il  se  produit  des 
variations  dans  d'aussi  petits  espaces,  nous  ne  pouvons  les  re- 
coDDaitre  comme  telles.  II  est  possible  que  les  variations  de  tem- 
perature, de  I'^tat  d'agr^gation,  etc.,  consistent  en  des  mouve- 
ments qu'^prouvent  les  unes  par  rapport  aux  autres  les  plus  petites 
parties  dela  maticre.  C'est  pr^cis^ment  rhypolhese  quel'on  prcnd 
pour  base  lorsque  Ton  admet  que  tous  les  phenomenes  physiques 
sont  r^ductibles  a  des  mouvements. 

*  Vous  vous  attendez,  peut-^tre,  a  ce  que  je  commence  par 
pr^ciser  Thypoth^se  en  question  touchant  les  ph^nom^nes  de  la 
cnalcur,  pour  en  d^duire  ensuite  les  consequences  et  comparer 
ces  consequences  aux  faits  observes.  Mais  il  est  impossible  de 
iuivre  cette  m^thode,  du  moins  actuellement;  car  Timage  que  les 
phjsiciens  se  sont  faite  du  mouvement  qui  constitue  la  chaleur 
est  encore  trop  obscure,  et  I'on  ne  pent  encore  la  soumcttre  au 
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calcul  d'une  maniere  pleinement  satlsfaisante.  C'est  dans  le  cas 
des  gaz  que  cette  representation  a  acquis  sa  plus  grande  perfeclion. 
On  admet  que  les  molecules  des  gaz  (qui  sont  en  nombre  immense 
dans  les  plus  pelits  volumes  dont  nous  puissions  encore  percevoir 
les  dimensions)  s'agitent  en  d^sordre  comme  des  mouches  qui 
bourdonnent  en  essaim.  Chacune  de  ces  molecules  marche  en 
ligne  droile,  jusqu'^  ce  qu^elle  en  choque  une  autre  qui  la  relance 
dans  une  autre  direction.  La  nature  de  ces  chocs  est  encore  ir^s 
obscuro;  selon  la  constitution  que  Ton  attribue  aux  molecules, 
on  est  amen^  a  se  les  rcpr^senter  d^une  mani^e  ou  d'une  autre. 
Plus  grande  est  notre  ignorance  touchant  le  mouvement  des  mo- 
lecules dans  les  corps  solides  ou  (luides;  une  seule  h^poth^se 
demeure  certaine;  c'est  qu'ici  encore  r^gne  un  extreme  d^sordre, 
en  sorte  qu'au  m^me  instant  des  molecules  extr^mement  voisines 
les  unes  des  autres  presentent  toutes  les  vitesses  et  toutes  les  di- 
rections de  mouvement  possibles.  Si  Ton  observe  que  Finstrument 
matli^matique,  sous  sa  forme  actuelle,  n'est  pas  assez  puissant 
pour  determiner  avec  precision   le   mouvement   de  trois  corps 
celestes  regardes  comme  des  points  materiels  qui  s^attirent  suivant 
la  loi  de  Newton,  on  comprendra  aisement  que  Thjpoth^se  tou- 
chant la  constitution  des  corps  que  je  viens  d'exposer  n'est  guere 
propre  a  servir  de  point  de  depart  a  des  deductions  rigoureuses; 
qu'elle  ne  pent  guere  servir  a  rendre  plus  nette  la  definition  des 
notions  auxquelles  ont  conduit  les  phenomenes.  Pour  parvenir  a 
comprendre  nettemcnt  ces  notions,   il  nous   faut  partir  d'hypo- 
theses  immedialement  issues  dc  Texperience  et  dont  les  cons^ 
quences  se  laissent  aisement  soumetlre  au  calcul.  Voila  pourquoi 
nous  conserverons  tout  d'abord  une  h^pothese,  qui  se  retrouve 
egalement  a  la  base  de  la  Mecaniquc,  et  qui  est  la  suivante  :  les 
corps   ne  se  composent  pas  dc  molecules  distinctes;  la  mali^re 
remplit  d'une  maniere  continue  Tespace  qu'occupent  les  corps;  si 
les  diverses  parties  dc  la  maticrc  se  meuvent  les  unos  par  rapport 
aux  autres,   le  mouvement   varic  d'une  maniere  continue  d*un 
point  a  I'autre.  Tant  que  nous  operons  de  la  sorte,  nous  devons, 
il  est  vrai,  renoncer  a  ramener  a  la  Mecunique  les  notions  de  la 
tlieorie  de  la  clialeur;  il  nous  Taut  admeltre  que  les  parties  de  la 
matic're  sont  susceptibles  d'eprouver  non  seulemcnt  des  change- 
nients  de  position  dans  Tespacc,  mais  encore  d^autres  modiGcations 
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(qualitadves),  et  parmi  ces  modifications  nous  devons  ranger  les 
variations  de  la  temperature. 

»  A  parler  rigoureusement,  il  ny  a  pas  de  ph^nom^ne  phy- 
sique dans  lequel,  k  cdt^  des  mouvements,  d'aulres  modifications 
de  la  mati^re  ne  semblent  se  produire;  au  point  de  vue  auquel 
noQs  nous   sommes  plac^   plus  haut,  nous  pouvons  aussi  bien 
dire  ine  se  produisent.  Jamais  les  changements  de  temperature  ne 
font  entierementdefaut;  dans  toutmouvement  intervientlc  frotte- 
ment  et  le  frottement  engendre  de  la  chaleur.  Mais,  dans  beau- 
coup  de  ph^nom^nes  de  mouvement,  les  variations  de  la  tempd- 
r&lare  et  des  autres  propri^tds  de  la  matiere  ont  peu  d^importance ; 
ce    sent  ces  phenom^nes  qui  forment  Tobjet  de  la  Afecanique, 
ou,  selon  une  locution  qui  me  semble  preferable,  de  la  pure  Mi- 
c^^nique.  D'un  autre  c6te,  il  ne  se  produit  jamais  de  variations  de 
temperature  sans  qu'il  se  produise  des  mouvements;  car,  lorsque 
la  temperature  d'un  corps  varie,  son  volume  varie  egalement;  et 
tout  changement  de  son  volume  entraine  un  mouvement  relatif  de 
&es   divcrses  parties.  Mais,  dans  beaucoup  de  phenomenes,  les 
nioavements  qui  accompagnent  les  variations  de  temperature  sont 
d'unc  nature  telle  qu'on  peut  les  laisser  de  c6te.  Ces  phenomenes, 
c'est-^-dire  les  phenomenes  dans  lesquels  on  n'a  a  considerer  que 
des  variations  de  tempiraturej  forment  Tobjet  d'une  branche  de 
la  Physique  qui  nous  occupera  au  debut  de  ces  Legons  et  que  I'on 
p€ut  justement  nommer  la  pure  theorie  de  la  chaleur.  Nous 
coQsidererons  ensuite  la  tMorie  mecanique  de  la  chaleur,  c'est- 
^-dire  les  phenomenes  dans  lesquels  on  a  a  la  fois  a  considerer  des 
^^uialioDS  de  temperature  et  des  mouvements.  » 

II. 

Ge  que  G.  KirchholT  nomme  la  pure  theorie  de  la  chaleur 
coincide  avec  ce  que  I'on  nomme  habiluellement  la  theorie  de  la 
concluctibilite  calorijique.  Apres  avoir  pose  les  principes  fonda- 
mentaux  de  cette  science,  il  consacre  deux  Legons  a  Fetude  de- 
ttiUee  du  cas  ou  les  surfaces  isothermes  sont  des  plans  paralleles, 

ccsUi-dire  Jq  ^as  ou  la  temperature  3  satisfait  a  Tequation  aux 

d^rivees  partielles 

=:  a'  • 

Ot  dz^ 
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II  inl6grc  celte  Equation  po urdi verses  formes  de  conditions  aux 
limiles  et  applique  les  r^sultats  Irouv^s  k  T^lude  d'un  certain 
nombre  de  probl^mcs  int^ressants  :  oscillalioDS  diurnes  de  la  tem- 
perature du  sol,  ^poque  de  la  solidification  de  T^corce  terrestre 
(d^apr^s  W.  Thomson),  etc.  II  traite  ensuite  le  problime  de  la 
conductibilit^  dans  une  barre  dont  la  section  est  tr^s  petite  par 
rapport  k  sa  longueur;  ce  probl<^me  depend,  comme  Ton  sail,  de 
r^quation  aux  d^rivees  partielles 

dt  dz*      •' 

L'etude  de  T^tat  stationnaire  donne  la  th^orie  de  la  m^thode 
employee  par  Desprez,  puis  par  Wiedemann  et  Franz,  pour  de- 
terminer les  coefficients  de  conductibilit^;  T^tude  de  T^tat  va- 
riable, au  contraire,  rend  compte  de  la  m^thode  beaucoup  plus 
parfaite  imagin^e  par  F.-E.  Neumann. 

G.  KirchhofT complete  cetle  ^tude,  tr^s  sommaire  et  tres  simple, 
de  la  conductibilite  au  sein  des  substances  isotropes  en  examinant 
le  problc^me  du  mouvement  dc  la  clialeur  dans  un  prisme  rectan- 
gulaire  dc  section  finie,  dont  les  faces  sont  soumises  au  rajonne- 
ment,  et  dans  une  sph(^re  a  laquelle  les  surfaces  isothermes  sont 
suppos(5es  concentriques. 

Passant  ensuite  au  cas  dcs  substances  cristallis^es,  il  ^tablit 
brievcmcnt  les  principaux  theoremes  de  Lam^  toucliant  les  Equa- 
tions du  mouvement  de  la  chaleur  dans  ces  substances,  et  il  dE- 
montre  que,  dans  une  plaque  ind^finie,  limit^e  par  deux  plans 
paralleles,  on  pent  obtcnir  un  mouvement  de  la  chaleur  ou  les 
ligncs  isothermes  tracent  k  la  surface  de  la  plaque  des  ellipses 
concentriques  et  homotheliqucs. 

Malgr6  leur  extreme  concision,  on  pent  dire  que  les  qualre 
premieres  Lemons  de  G.  Kirchhoff  renCerment  tout  ce  qu'il  peul 
<^tre  utile  au  phvsicicn  de  connaitre  sur  la  theorie  de  la  conducti- 
bilitc;  on  ne  doit  pas  oublier,  en  effet,  que  celte  tliEorie  a  servi 
bien  nioins  au  progrt's  de  la  Phjsique  qu'a  Tolude  des  Equations 
aux  dcrivccs  partielles,  Etude  a  laquelle  elle  a  fourni  de  nombreux 
problomes. 
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III. 

Apr^s  ce  bref  expos^  de  la  pure  theorie  de  la  chaleur,  G.  Kir- 
chhoflT  aborde  la  thiorie  micanique  de  la  chaleur;  dans  les  pre- 
mieres Lemons  qu'il  consacre  k  cette  science,  il  continue  a  re- 
garder  la  temperature  comme  une  quality  des  corps,  sans  se  sou- 
cier  de  la  ramener  au  mouvement;  on  sait  que,  depuis  un  certain 
Dombre  d^annees,  cette  mani^re  de  faire,  qui  d^lache  le  plus  com- 
pletement  possible  la  theorie  de  la  puissance  motrice  du  feu  ou 
thermodynamique  de  toute  hjpothese  touchant  la  nature  m^ca- 
oique  de  la  chaleur,  tend  de  plus  en  plus  a  pr^valoir  dans  la  science ; 
Feoseignement  de  G.  KirchhofTn^a  certainement  pas  ^t^  Stranger 
k  cette  tendance. 

La  premiere  Legon  de  Thermodynamique  (la  V*  de  tout  I'Ou- 
vrage)  est  consacr^e  k  exposer  tr^s  succinctement,  trop  siiccincle- 
ment  peut-dlre,  les  deux  principes  sur  lesquels  repose  cette 
science  :  le  principe  de  la  conservation  de  T^nergie  et  le  principe 
de  Carnot,  donnas  tons  deux  comme  des  lois  extraitcs  de  Texp^- 
rience  par  Tinduction;  dans  cette  m^me  Legon,  se  trouve  la  ded- 
nilion  de  la  temperature  absolue,  presentee  selon  la  m^thodc  de 
W.  Thomson,  la  definition  de  T^nergie  interne  et  de  Tentropie. 

La  deuxieme  (VI*)  Legon  de  Thermodynamique  est  consacr^e 
aux  applications  les  plus  g^ndrales  des  deux  principes;  KirchhoflT 
y  montre,  en  premier  lieu,  comment  toutes  les  Equations  de  la 
Thermodynamique  peuvent  s'obtenir  en  ecrivantque(ErfQ  —  rfC^) 

et  ^  sent  deux  diflerentielles  totales;  puis  il  introduit  la  notion 

A*inergie  libre  o\i potentiel  thermodynamique  interne;  regret- 
tons,  a  ce  propos,  que,  tout  en  citant  le  memorable  travail  de 
M.  Helmholtz,  il  ait  omis  de  rappeler  les  droits  anlerieurs  de 
M.  Massieu  et  de  M.  Gibbs;  il  ^tablit  les  conditions  de  possibility 
d*uDe  transformation  et  montre  qu^elles  ne  sont  pas  d^accord  avec 
le  principe  du  travail  maximum;  il  etudie  ensuite  les  syst^mes 
dont  retat  physique  ne  depend  que  de  deux  param^tres,  et,  en 
particulier,  les  gaz  parfaits. 

Cette  etude  est  poursuivie  dans  la  trotsieme  (VII*')  Legon,  ou 
sont  expos^es  les  rechcrches  de  Joule  sur  la  compression  adia- 
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batique  de  Teau  el  sur  la  traclion  adiabatique  des  corps  solideSt 
ainsi  que  les  experiences  de  Joule  et  W.  Thomson  sur  I'^cou— 
lemenl  des  gaz  voisins  de  P^lat  parfait. 

La  quatri^me  (VIII*)  Legon  est  consacr^eauxpropriet^s  essen— 
tiellcs  de  la  vaporisation  :  tension  de  vapeur  satur^e,  relation  d 
Clapeyron,  chaleur  sp^cifique  de  la  vapeur  satur^e,  energie  in* 
terne  d'un  sjst^me  renfermant  un  melange  de  liquide  et  de  vapeur 
saturde. 

Les  travaux  de  Van  der  Waals  et  de  Clausius  sur  la  continait6 
enlre  T^tat  liquide  et  T^tat  gazeux  et  sur  la  determination  des  ^1^* 
men  Is  de  la  vapeur  satur^e  au  mojen  de  Tisoth^rme  theorique 
forment  Tobjet  d'une  partie  de  la  cinqui^me  (IX*)  Le^on;  la  fin 
de  cette  Legon  est  consacr^e  k  ^tudier  I'influence  que  la  pression 
exerce  sur  la  temperature  de  fusion  et  sur  la  chaleur  de  fusion. 

La  sixieme  (X*)  Le^on  est  un  expose  abrege  du  Memoire  de 
G.  Kirchhoflf  sur  la  dilution  de  Tacide  sulfurique;  elle  sugg&re 
une  remarque  que  nous  avons  deja  eu  occasion  de  faire  k  propos 
d^autres  Ouvrages  didacliques  du  grand  physicien,  k  savoir  que 
celui-ci  est  d'une  remarquable  sobriete  dans  Texpose  de  ses 
propres  travaux;  il  evite  toujours  de  leur  donner,  dans  son  en- 
seignement,  une  place  hors  de  proportion  avec  celle  qu'il  accorde 
aux  travaux  d'aulrui;  peut-etre  meme  pourrait-on  Taccuser  de 
manquer  de  mesure  a  son  detriment  ct  de  ne  pas  mcttre  en  une 
suiTisanle  clarie  riniporlance  de  certaines  de  ses  recherches. 

La  septieme  (XI*)  Legon  est  une  de  celles  dont  la  nouveauie 
saisira  le  plus  les  leclcurs  accoutumes  a  la  Thermodjnamique  : 
elletraile  d'une  nianiere  generate  del'application  de  cette  science 
aux  iluides  en  mouvcmenl,  en  tenant  coinpte  de  la  viscosite;  les 
equations  generates  obtenues  dans  cette  Lec^on  sont  appliquees 
dans  la  suivante  a  divers  problC^mes  importants  :  ecoulement  d*un 
gaz  par  un  orifice,  ecoulement  d*un  jet  de  vapeur  humide,  etc. 

IV. 

Ici  s'arreic  le  developpement  de  la  Thermodvnaitiique  propre- 
menl  dile  el  commence  Texpose  des  recherches  faites  parlesphj- 
siciens  touchanl  la  nature  de  la  chaleur.  G.  KirchhoflTse  borne  a 
trailer.  Ires  completemenl  d'ailleurs,  la  iheorie  cinelique  des  gaz; 
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il  n«  parle  pas  des  efTorts  tenths  par  M.  Boltzmann,  par  Clausius 
et  par  M.  H.  von  Helmhollz  pour  ramener  la  loi  de  Carnot  aux 
pjriisicipes  fondamenlaux  de  la  Dynamique. 

8  cinq  premieres  Lemons  touchanl  la  ih^orie  cin^tique  des 

soQt  consacr^es  k  exposer,  avec  une  grande  perfeclion  de 

fov*KEie,  la  th^orie  de  Maxwell.  Nous  y   trouvons   d'abord  deux 

d^KMBonslrations  de  la  loi  de  distribution  des  vitesses  des  mol^- 

colc^s  k  un  instant  donn^  (loi  de  Maxwell),  puis  Tapplication  de 

3  loi  aux  propri^t^s  fondamenlales  d^un  gaz  ou  d'un  melange 

az  en  ^quilibre  conduisant  dans  ce  dernier  cas  a  la  loi  d'Avo- 

iro.  La  ih^orie  est  dtendue  ensulte  aux  gaz  en  mouvement, 

coimformiment  au  mode  d'exposilion  de  Maxwell.  Arrivant  au 

C 
Yildu  rapport  Y?^  des  deux  chaleurs  spdcifiques,  G.  KirchhofT 

lire  que  la  th^orie  cin^tique  attribuerait  k  ce  rapport  la 
'^^l^ur  inacceptable  |  si  les  molecules  ^taient  assimilees  k  de 
***>cnDles  points  mat^riels;  avec  Clausius,  il  admet  que  leur  forme 
"^^i  t  ^trc  plus  compliqu^e  et,  suivant  un  calcul  de  M.  Boltzmann, 
'*■  I^x*ouve  que  Ton  peul  alors  retrouver  pour  le  rapport  des  cba- 
'^**«*s  sp^cifiques  la  valeur  i,4o  donn^e  par  Texp^rience. 

our  rendre  compte  des  lois  du  froltement  interieur  et  de  la 

ductibilit^  calorifique  des  gaz,  G.  KirchhofT  admet,  avec  Max- 

^'^'^'l ,  que  les  molecules  des  gaz  se  repoussent  avec  une  force  in- 

^^■^scment  proportionnelle  k  la  cinquieme  puissance  de  la  distance. 

'-    applique  les  consequences  de  cette  hypoth^se  au  melange  de 

gaz  et  a  la  dilTusion. 

m^thode  suivie  par  Clausius  dans  Texpos^  de  la  th^orie  ci- 
"^^^-i  cjue  des  gaz  permet  de  rendre  compte  du  frottement  interieur 
^  ^  ^  «  la  conductibit^  calorifique  des  gaz,  sans  faire  intervenir  cette 
^**^^^  repulsive  inversement  proportionnelle  a  la  cinquieme  puis- 
e  de  la  distance.  Mais  cette  m^thode,  k  laquelle  G.  KirchhofT 
acre  sa  derni^re  Legon,  parait  conduire  a  des  contradictions. 

P.   DuHEM. 


ao6  PIIBM1£:RC  PARTIE. 


H£)R0N  D*ALEXANDRIE.  —  Les  Mecamques  ou  l'£levatbvr,  publi6es  pour 
la  premiere  fois  sur  la  version  arabe  do  Costd-ibn-LOqd,  et  traduites  en 
frangais  par  M.  le  baron  Carra  de  Faux.  Petit  in-8",  194  pages  de  texte 
frangais,  no  de  texte  arabe.  Paris,  Leroux,  1894. 

On  savait  par  Pappus,  qui  nous  en  a  conserve  d'importants  ex- 
traits,  que  Heron  d'Alexandrie  avail  rddig^  trois  Livres  de  Mica- 
niques  ou  plutdt  d!* Introductions  mecaniques,  car  ce  dernier  litre, 
indiqu^  par  Eutocius,  semble  plus  authentique.  Le  texLe  grec  de 
cet  Ouvrage  est  perdu,  mais  il  en  exisle  une  version  arabe  re- 
montant au  ix*'  si^cle  et  dont  le  niath^maticien  et  orientaliste 
Golius  a  apport^  en  Occident  un  manuscrit  dalant  du  xv*  si^cle. 
11  en  fit  une  traduction  laline,  reside  in^dite,  sauf  un  court  frag- 
ment public,  en  1785,  par  Brugmans  dans  les  Memoires  de  la 
Societe  royale  de  Goettingue,  On  n'a  pu  retrouver  cette  traduc- 
tion qui  parait  avoir  ^t^  peu  intelligible. 

La  publication  du  texte  arabe,  d'apres  le  manuscrit  de  Golius 
actuellement  ^  la  Biblioth^que  de  Leyde,  n'en  6tait  pas  moins 
d'autant  plus  desirable  que,  pour  les  ^l^ments  de  la  M^canique 
chez  les  Grecs,  nous  ne  poss^dons  absolument  aucun  Ouvrage  qui 
puisse  le  remplacer.  Cette  tache  a  et^  entreprise  par  M.  Carra  de 
Vaux  dans  le  Journal  Asiatique;  il  a  donn^  en  ni^me  temps  une 
traduction  frangaise  qui  rend  d^sormais  TOuvrage  de  H^ron  par- 
faitement  accessible  et  comble  ainsi  une  grave  lacune  de  noire 
connaissance  de  la  Science  antique. 

La  premiere  revelation  que  nous  apportenl  les  Mecaniques  de 
H^ron  est  malheureusement  de  nature  a  causer  une  certaine 
deception ;  malgre  quelques  doutes  qui  s^etaient  ^lev^s,  on  pouvait 
jusqu'a  present,  d'apr^s  les  aulres  Ouvrages  altribu^s  a  Tauteur, 
le  considerer  comme  un  savant  original  et  appartenant  encore  a  la 
p^riode  anlerieure  a  la  conqu^te  deTOrient  par  les  Romains.  D^ 
sormais  on  doit  le  juger  tout  aulrement;  ses  Mecaniques  sont 
dvidemment  une  compilation  qui  laisse  singulierement  a  desirer; 
malgr6  son  renom  el  sa  competence  reelle,  Tauteur  n'est  qu^un 
mathematicien  de  troisienie  ordre,  inf^rieur  sans  contredit  k 
Pappus,  lequel  pourtant  n'esl  guere,  Ini  aussi,  qu'un  compilateur. 
Enfin,  Heron  est  probablement,  au  plus  lot,  du  second  siecle  de 
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oolre  ire;  M.  Carra  de  Vaui  en  iDdiqiie  une  preuve  decisive  : 
TauWurdes  flf^cnnit/itex  d^cril,  cnmme  un  nppnreil  liieu  connu, 
In  peliU'  pressc  k  vis  cl  sans  levier  qui,  d'apr^s  Hine  (/fist,  nal., 
XVIII,  3i),  aiirail  4le  invenl^e  dii  lemps  de  re  dernier.  II  suffit, 
d'atitrc  part,  de  remarqucr  la  fagon  dgnl  H^ron  parle  des  ancietis 
(pages  108,  ti3,  eic.)  pour  reconuatlre  qu'il  est  au«.'>!  ^loign^ 
d'Archim^de  et  de  Clt'rsibins  qtie  Ptolimce  I'^lail  d'Hipparqiie. 

Le  carnct^rc  de  compilalion  que  jc  signalaig  lout  ^  I'heure  e;L 
•ggravi  par  le  d^sordro  dans  leqiiel  nous  esl  parvenu  le  premier 
Li«nr,  sinnn  toul  I'Oiivrage;  le  tradnctciir  arabe  n  certainement 
rendu  avec  fidelity  ct  avcc  unc  intelligence  &nr(isanle  le  texte  qn'il 
■vail  sons  Ics  ycus;  mais  ce  texte  t^Iait  ac^phale,  comme  il  le 
ntnarqoe  lui  m^me,  et  le  cnpiste  grec  seinblc  n'avoir,  pour  le 
premier  Livre  stirtnut,  fail  que  des  exlrails,  en  siipprimant  les 
pr^uliules,  les  transiliona  cl  les  considerations  d'ordrc  g^n^ral,  II 
fiiit  ajouter  que,  par  suile  de  I' i  in  perfection  dii  texie  primitif,  et 
de  cettc  circnnstancc  que  le  nianiiscrit  arabe  est  de  dale  rt^centecl 
dl^fectuetiK,  nn  certain  nombrc  dc  di^tails  de  la  iraductJon  fran- 
naisK  sont  forc^incnt  doulcux  ou  obsciirs.  I^  publiculiiin  du  Icxte 
arabe  <5tail  done  essenllelle  el  il  est  il  desircr  que  les  elTorls  des 
orienialtsles  parvienncnt  k  dciaircJr  ce  qui  resie  encore  sujcl  i 
CwDlrutcrse. 

Dans  r^tat  actuel,  le  manuscril  arabe  parte  un  litre  qui  doJt  se 
tnduire  psrcclui  iT^'tdvateur  el  correspond  au  grec  gapsuAns;. 
II  d^buleex  obrupto  par  unCliupitre  (l)consacr^  k  la  description 
Tbii  train  d'engrennges  pouvanl  angmenler  la  puissance  dans  le 
npport  d«  I  a  ^o.  Le  icite  grec  de  ce  passage  existe  cominc 
dernier  Oiapilre  du  irail^  de  H^ron  Siir  la  Dioptre  (public  par 
Vincent,  J^otit-ei  et  extraits,  XIX,  en  i85hi),  auquci  il  a  i5l^  ^vi- 
deniineiit  ratlacfae  par  une  simple  lantaisie  dc  copisle.  D'aiiire 

irl,  dans  son  Livre  II  des  Alt' caniq ties,  91,  H<;ron  revicnt  sous 

le  autre  forme  siir  la  mdmc  qucslion. 

Nouji  «avonj  pcrtinemment  par  Vilruve  que  le  lerme  barulcus 

:  s'appliquait  pas  k  line  macliinc  specialo,  mais  a  I'ensemblc  des 
proc£di^«  pour  In  tracliun  00  IVI^vation  des  fardeiiui.  Pappus, 
TaaUv  part,  parle  d'lin  Ouvragc  de  Heron  qui  aurait  porli  ce 
dtrc.  £uil-c-e  seulement  iinc  partie  des  Micaniquei,  celle  qui 
noocmail  plus  particuliercmcni  le  raanccuvre  des  (ardeaux,  ou 
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bien  ^tait-ce  un  traits  special?  M.  Carra  de  Vaux  se  range  a  la 
premiere  hypoth^se,  que  je  partageais  moi-m^me,  avant  d'avoir 
pris  connaissance  de  I'ensemble  des  Micaniques;  aujourd^hui  la 
seconde  me  paratl  plus  probable.  Nous  aurions  done,  de  fait, 
un  fragment  de  ce  Barulcus  de  H^ron,  que,  apr^s  une  lacune 
(r^serv^e  pour  un  litre  au  minium  qui  n*aura  pas  ^t^  mis),  le  co- 
piste  grec  aura  fait  suivre  de  Tensemble  des  Mecaniques, 

Le  premier  Chapilre  (II)  que  nous  poss^dions  de  ce  dernier 
ouvrage  est  consacr^  :  k  rexplication  des  circonstances  du 
mouvement  de  deux  cercles  egaux  ou  in^gaux  se  commandant  par 
roulement;  k  celle  de  la  difference  du  roulement  simple  et  du 
roulement  avec  glissement ;  k  celle  de  la  composition  de  deux  mou- 
vements  rectilignes;  questions  d^j^  trait^es  dans  Ics  Micaniques 
d'Aristote. 

Suit  (III)  une  description  des  moyens  h  employer  pour  d^crire 
une  figure  plane  ou  solide  semblable  a  une  figure  donn^e  et  dans 
un  rapport  donnd  avec  celle-ci.  A  ce  propos,  H6ron  donne  son 
elegante  construction  des  deux  moyennes  proportionnelles,  qu'il 
a  egalcment  reproduite  dans  ses  Belopcetca  (armes  de  jet),  et  qui 
a  et6  conserv^e,  d'autre  part,  par  Pappus  et  par  Eutocius.  Quant 
aux  appareils  qu'il  indique,  ils  semblent  plus  ing^nieux  que  pra- 
tiques, surtout  celui  destin^  aux  figures  solides  (*).  Mais,  a  une 
epoquc  ou  la  main-d'oeuvre  ne  complail  guere,  ils  peuvent  avoir 
eie  reellemenl  employes;  en  tout  cas,  la  question  parail  plutdt 
concerner  I'histoire  de  Tart  grec,  pour  les  reproductions  a  diff^- 
rentes  echclles  de  statues,  etc.,  que  Thisloire  dela  M^canique  pro- 
prement  dite. 

Viennent  ensuite  (IV)  des  remarques  assez  peu  coordonn^es  sur 
la  possibilite  de  mouvoir  un  fardeau  avec  une  force  aussi  petite  que 
Ton  veut  (par  la  consideration  du  plan  incline);  sur  les  moyens 
employes  pour  diminuer  le  frottement  dans  la  traction  des  far- 
deaux;  sur  la  force  necessaire  pour  leur  elevation  au  moyen  d'une 
poulic  simple  ou  surun  plan  incline.  Heron  considere  un  cylindre 
et  parait  lombcr  dans  une  erreur  analogue  a  celle  de  Pappus;  mais 
toules  ces  questions  sonl  Irailees  tr^s  succinctement. 


(')  Os  descriptions  sont  au  reste  asscz  obscures  t\  r<^ciameraient   une  elude 
approfondie  que  ni<^rite  le  sujel. 
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Nous  arrivons  k  la  definition  du  centre  de  gravity  (V)  et  k  la 

(/^monstration  de  son  existence ;  cette  partie  doit  d^river  du  trait^ 

perdu  d'Archim^de  Sur  tes  balances;  mais  H^ron  cite  ^galement 

(loo  ddinltion  physique  du  centre  de  gravity  due  au  stoi'cien  Posi- 

doKxius. 

»a  fin  du  premier  Livre  (VI)  est  consacree,  en  dehors  de  details 

<^ts  sur  les  conditions  d'^quilibre  d'un  levier  (droit  ou  courbe) 

act^ionn^  par  des  forces  parallMes,  a  la  question  de  la  repartition 

suflr    Jes  supports  du  poids  d'une  poutre  charg^e  uniformement  ou 

«  Le  point  de  depart  de  toute  cette  exposition  est  bien  encore 

<  fois  dans  les  travaux  d'Archimede  et  H^ron  nous  apprend 

q*Ji^    le  geom^tre  de  Syracuse  avait  ^crit  un  traite  special  Sur  les 

^*^ji:^^orts.  II  me  semble  toutefois  difficile  de  croire  qu'il  en  ait  re- 

P^'o^uit  exactement  la  doctrine;  sa  solution,   pour  le  cas  d'une 

P^>^-i  Ire  reposant  sur  deux  appuis  qu'elle  d^passe,  est  en  effet 

^■*>^onee,  tandis  qu'il  est  bien  clair  qu'Archimede  poss^dait  tons 

^^s      ^l^raents  n^cessaires  pour  r^soudre  exactement  ce  probl^me. 

V^  t^  ^fejit  au  cas  de  plusieurs  supports,  je  me  contente  de  remarquer 

^'^    a]  est  traite  en  admettant  que  la  repartition  se  fait  toujours 

^^^■^■rm  jne  si  la  poutre  etait  coupee  au-dessus  de  chaque  support.  II 

^^*-     ^r^s  possible  qu'Archimede  ait  etudie  les  consequences  de  cette 

othese,  mais  peut-on  croire  qu'il  I'ait  admise  categoriquement? 

Livre  II  s'ouvre  (Chap.  I)  par  la  description  des  cinq  ma- 

^*^*«^es  simples,  treuil,   levier,  moufle,  coin,  vis  sans  fin;  nous 

r^^^^^^dions  dej&  dans  Pappus  le  texte  grec  de  cette  description. 

^^*  ^  la  theorie  de  ces  machines  (II),  fondee  sur  la  consideration 

^      I'equilibre  des  forces  parallMes  agissant  sur  des  cercles  con- 

^■^  ^riques.  U  est  explique  (III)  comment  on  doit  s'y  prendre,  en 

^^*"*^binant  au  besoin  diverses  machines  simples,  de  meme  genre 

^^     ^Je  genres  differents,  pour  mouvoir  une  resistance  donnee  avec 

^^^    puissance  donnee.  Le  principe  que  Ton  perd  en  vltesse  ce 

^^^^    I'on  gagne  en  force  est  nettcment  pose  et  developpe. 

-^^i^ous  retrouvons  ensuite  (IV),  avec  un  certain  etonnement,  une 

^^c  de  questions  (17)  tout  k  fait  analogues  a  celles  des  Meca- 

**y  ^es  d'Aristote;  six  au  moins  sont  d'ailleurs  empruniees  a  cet 

^'^^I'age  et  resolues  dans  le  m^me  esprit.  Par  exemple  :  «  Pour- 

H^Oi  arrache-t-on  les  dents  avec  des  pinces  et  non  avec  la  main? 


^  ^trquoi  les  galets  sur  les  rivages  de  la  mer  sont-ils  arrondis?  etc.  » 
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Enfin  le  Livre  se  termine  (V)  par  la  determination  du  centre  de 
gravity  de  la  surface  des  polygenes,  et  de  celui  de  poids  places  au 
sommet  de  poljgones.  La  repartition  du  poids  du  triangle  hori- 
zontal sur  des  supports  soutenant  les  sommets  est  donn^e  exacte- 
nient.  Ce  Chapitre  derive  ^videmment  d'Archim^de. 

Le  Livre  III  est  le  plus  int^ressant  au  point  de  vue  de  la  M^ca- 
nique  pratique  des  anciens,  mais,  au  contraire,  le  plus  pauvre 
comme  ih^orie.  II  d^crit,  en  premier  lieu,  les  proc^d^s  employes 
pour  rei^vation  des  pierres  de  taille;  cette  description,  dont  le 
debut  est  copie  k  la  (in  du  Livre  VIII  de  Pappus,  compile  les 
indications  fournies  par  Vitruve.  Comme  nouvelles  donnees,  on  j 
voit  que  les  anciens  ^vitaient  d'enrouler  des  cordes  autour  des 
pierres  de  taille.  Ou  bien  ils  praliquaicnt  k  la  partie  sup^rieure 
une  entaille  en  queue  d'hironde  ou  ils  introduisaient  un  coin 
muni  d'un  crochet ;  ou  bien  encore  ils  se  servaient  d'un  syst^me  de 
tiges  de  fer  dont  ils  engageaient  les  extr^mit^s,  recourb^es  a 
angle  droit,  dans  des  entailles  pratiqu^es  a  la  partie  inf^rieure  de 
la  pierre.  L'Ouvrage  se  termine  par  la  description  des  presses  S 
levier  et  k  vis  employees  dans  les  exploitations  agricoles  pour  la 
fabrication  deThuile  etdu  vin.  Cette  partie,  dont  quelques  details 
restent  malheureusement  obscurs,  pr^sente  un  int^r^t  historique 
considerable. 

La  rapide  analyse  que  nous  venons  de  donner  de  I'Ouvragc 
suffit  pour  marqner  son  caract^re  de  compilation,  assez  mal  or- 
donnee  en  somme.  II  est  a  peine  utile  de  dire  que,  dans  cette 
compilation,  Heron  a  pn  introduire  des  morceaux  r^dig^s  par  lui- 
m^me,  notamment  pour  les  descriptions  d^appareils  nouveaux, 
ceux  qui  ne  sont  pas,  par  exemple,  indiques  par  Vitruve.  Les 
auteurs  dont  il  s'est  servi,  en  dehors  d'Archim^de,  doivent  natu- 
rellement  ^Ire  cherches  dans  la  lisle  des  mecaniciens  que  donne 
Tarchitecle  remain,  el  les  principaux  sonl  sans  doute  Ct^sibios, 
que  Heron  a  utilise  dans  ses  autres  Ouvrages,  et  surtout  Philon  de 
Byzance,  dont  les  ecrits  subsislaienl  a  c6ie  des  siens  et  leur  etaienl 
assimiies  au  temps  de  Pappus  el  meme  de  Proclus. 

Je  ne  crois  pas  avoir  besoin  d'insisler  a  nouveau  sur  Finterei 
qui  s*attache  a  la  publication  de  M.  Carra  de  Vaux  et  sur  Timpor- 
tance  majeure  qu*elle  presentc  pour  I'histoire  de  la  Mecanique, 
qui  presentc  encore  tant  d'obscurites.  Mais  je  remarqucrai  inci- 
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deroment  que,  si  I'^poque  ou  vivait  Heron  d'Alexandrie  doit  ^Ire 
descendue  d'envlron  deux  si^cles,  celle  de  son  pr^tendu  maitre 
CUsibios  semble  devoir  ^Ire,  an  contraire,  recul^e  d'au  moins  un 
si^cle.  II  a  v^cu  tres  probablement,  ainsi  que  son  contemporain 
Philon  de  Bjzance,  sous  les  premiers  Piol^m^es,  el  non  pas  sous 
le  second  Evergete,  ainsi  que  I'affirme  un  auteur  cit^  par  Alh^n^e 
(le  grammairlen).  Cetle  derniere  afGrmation  repose  probablement 
sur  une  confusion  qu'Ath^n^e  lui-m^me  soupgonnait,  I'orgue 
hjdraulique,  construil  par  Ctesibios  dans  le  temple  de  V^nus- 
Z^plijritis  a  Alexandrie,  ajant  ^t^  c^l^br^  par  un  poete  contem- 
porain de  Theocrite.  D'autre  part,  il  serai t  tout  a  fait  inexplicable 
qae,  dans  leurs  Ouvragessur  les  machines  de  guerre,  Ctesibios  et 
Philon  de  Bjzance.  s'ils  avaient  v^cu  apres  Archim^de,  n'eussent 
pas  fait  la  moindre  allusion  au  c^lebre  siege  de  Syracuse. 

Pall  Takwery. 


JULU  FIRMICI  MATERNf  Mathbseos  Libri  VIII.  Primum  rccensuit  Carolus 
SiTTL.  Pars  I,  libri  MV.  246  pages.  Leipzig,  Teubner,  1894. 

Julius  Firmicus  Maternus  n'a  pas  ^crit  sur  les  Math^matiques, 
raais  simplement  sur  TAstrologie.  Son  Ouvrage  dale  des  derni^res 
annees  de  Conslantin  le  Grand  (enlre  333  et  33^),  mais  il  semble 
que  nous  ajons  une  seconde  edition  d^di^e  en  354  a  un  Mavortius, 
consul  d^sign^.  Le  lexte,  pour  les  qualre  premiers  Livres,  repose 
5ur  des  manuscrits  donl  les  plus  anciens  remontenl  aux  x*^  et  xi** 
Slides;  pour  les  qualre  derniers,  au  contraire,  on  n'a  pas  de  copies 
ant^rieures  au  xv'  si^cle. 

La  publication  d\ine  edition  critique  ^lait  d'autant  plus  desi- 
rable que  Firmicus  a  utilise  des  autcurs  que  nous  ne  possedons 
plus;  son  traile  est  par  suite  une  source  precieuse  pour  Thistoirc 
de  TAstrologie,  qui  est  actuellement  un  chaos,  mais  qu^il  I'audra 
d^brouiller  pour  dtendre  notre  connaissance  de  TAstronomie  an- 
tique. Malheureusement  Firmicus  semble  parfois  avoir  singuliere- 
roent  interpr^le  les  lextes  grecs  qui  lui  out  servi;  j'en  donnerai 
un  exemple  :  Livre  II,  Chap.  IX,  il  donne,  pour  sept  climats  dis- 
lincts,  le  temps  dc  lever  dc  chacun  des  douze  signcs;  mais  il  tra- 
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duit  par  annus  le  grec  ^povo^  (temps),  qui,  dans  ce  cas,  d^signe 
la  trois  cent  soixanti^me  partie  du  jour  sid^ral.  On  voit  par  la 
combien  las  renseignements  historiques  utiles  qu'il  pent  fournir 
sont  sujets  k  caution. 

Le  texte  a  ^t^  ^tabli  avec  soin  par  M.  Sittl;  mais  il  ^tait  en  si 
mauvais  ^tat  et  les  manuscrits  paraissent  tellement  d^fectueux 
qu'il  y  aurait  encore  besoin  d'un  assez  grand  nombre  de  correc- 
tions plus  ou  moins  conjecturales;  j'indiquerai  les  suivantes,  qui 
me  semblent  indispensables  :  P.  17,  1.  24)  lire  patimur  ea 
au  lieu  de  petimur  et.  P.  20,  16,  commenta  au  lieu  de  com- 
meata.  P.  56,  29,  CCCXXX  au  lieu  de  DCCXXX.  P.  63,  8, 
CCCLX  au  lieu  de  CCCIX,  P.  65,  2,  signa  XII  au  lieu  de 
signa  VII,  P.  78,  17,  vivendi  au  lieu  de  videndi.  P.  83,  17, 
mobile  au  lieu  de  nobile,  P.  222,  8,  horoscopo  au  lieu  de  hora. 

P.  62,  22,  le  texte  des  manuscrits  Signis  solidis  a  malencon- 
treusement  ^t^  corrige,  depuis  T^dilion  princeps,  en  Signis 
solis;  voici  la  traduction  du  passage  :  a  Les  hexagones  les  plus 
puissants  sont  ceux  pour  lesquels  les  signes  interm^diaires  soni 
tropiques  ou  doubles ;  ceux  au  contraire  qui  passent  sur  les  signes 
solides  sont  sans  efficacit^.   » 

Si  malheureusement  une  longue  lacune  du  livre  11  de  Firmicus 
nous  prive  des  details  qu^l  donnait  sur  la  nomenclature  astrolo- 
gique  concernant  les  signes,  nous  savons,  par  assez  d'autres  au- 
tears,  que  les  Grecs  appelaient  tropiques,  le  B^lier,  le  Cancer, 
la  Balance,  le  Capricorne;  doubles  (S((7(i)[jLa),  les  G^meaux,  la 
Vierge,  le  Sagitlaire  et  les  Poissons;  solides  ((jTepei)  le  Taureau, 
le  Lion,  le  Scorpion  el  le  Verseau.  On  sait  ^galement  queraspect 
hexagone  est  celui  de  deux  signes  s^par^s  par  un  seul  interm^- 
diaire;  le  sens  de  la  phrase  est  d^s  lors  suffisamment  clair  et  il 
n*y  a  pas  a  toucher  au  tcxtc  des  manuscrits. 

Paul  Tannery. 
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STAPPORT  SUR  LES  PROGRfS  DE  LA  TH£0RIE  DES  INVARIANTS 

PROJECTIFS; 

Par  M.  Fr.  MEYER  (de  Claustual). 


Traductioa  annotce  par  H.  FEHR. 
{Suite). 


PASSAGE  A   LA  NOUVELLE   P^RIODE   DE   1868  AU  TEMPS   PRESENT. 

^^DO^e  1868  offre  encore  d'autres  fails  remarquables.  Avanl 

*^**t.^  il  est  important  de  remarqiier  que  ce  n'est  qu'a  parlir  do 

*^^lt,^  dale  qu'il  devient  possible,  grace  k  la  publication  Fort^ 

^c^^^dUe  der  Mathematik,  fondee  par  Ohrtmann  et  Muller  (*), 

P^*l>l  ication  unique  en  son  genre  dans  les  Sciences  math^inaliques, 

^  ^v-oir  une  vue  gdn^rale  sur  ce  qui  se  public  dans  celle  science. 

l^ains  le  courant  de  celle  m^ine  annee  paraissenl  deux  Trail^'s  : 

^^9.M.e  Geometric  des  liaumes  de  Plucker  (2)  el  Geometric  der 

*^'^^^e  (')  de  Reje,  qui  ont  eu  pour  efl'el  d'augmenter  largement 

I  **iH  uence  de  la  Gdom^lrie  sur  I'Algebre.  A  ce  sujel,  nousdevons 

"^^ULionner,  comme  modelc,  le  travail  remarquable  de  Klein  (*) 

(*8Ci8)  dans  lequel  ce  dernier  applique  a  un  faisceau  de  formes 

fl**aclraliques  la  reduction  precitee  de  Weierstrass,   afin  de  r^- 

P^riiif  en  plusieurs  esp^ces  les  complexes  lin^aircs  du  second  ordre. 

Le   theoreme  de  Gordan  sur  le  nombre  fini  des  systemes  de 

fornnes  une  fois  d^montre,  il  y  avail  a  (aire  une  etude  analogue 

pour  d^autres  formes  parliculicres.  Cela  donna  lieu  a  une  foule  de 


C*)  Lc  premier  Cahier  du  premier  Tome  (compte  rendu  dc  Tanndc  1868)  parut 
en  f^vrier  1871.  A  partir  du  Tome  XX,  les  Fortschr.  der  Math,  sont  publids  par 
lAmpe  avec  la  collaboration,  etc. 

(.*)   Le  lome  11  a  ^le  public  lannc^e  suivantc  par  Klein. 

V)  Ouvrage  Iraduit  en  fran9ais  par  O.  Cliemin.  Paris,  1881,  chez  Dunod,  editeur. 

(*)  Dusertation  Bonriy  reproduite  dans  les  Math.  Ann.,  XXllI,  p.  539-678. 

I  Bull,  det  Sciences  niatheni.,  1*  scrie,  t.  XVIII.  (Scptembre  i8cj4.)       16 
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travaux  auxqiiels  Clebsch  el  Gordan  prirenl  pari  en  premiere  ligne, 
el  necessila  la  cr(^alion  d^uiie  nouvelle  piiblicalion,  des  Alat/iema- 
tische  Annalen  (premier  Cahier,  d^cembre  1868)  qui,  des  lors, 
a  loujours  parliculieremenl  favorise  noire  th^oric. 

DELIMITATION  DU  SUET   (  *  ). 

Nous  adoplerons  comme  bases  du  pr^senl  expos^  les  deux  di- 
reclions  fondamenlales  que  nous  venons  d^indiquer  :  Vequis^alence 
el  Yaf finite  des  formes  (Formenverwandtschali). 

II  Ti\  a  gu(!:re  de  brancbe  en  Malhemaliques  dans  laquclle  la 
tli(5orie  des  Iransforinations  linealres  n'ail  p^nelr^  avec  succ^s  : 
aussi  esl-il  nccessaire  de  bien  delimiler  le  champ  de  nos  conside- 
ra  lions. 

Depuis  1870  les  Iravaux  (^)  de  Klein  el  de  Lie  onl  eu  sp^ciale- 
menl  pour  but  de  monlrer  comment  les  propri^tes  des  expres- 
sions qui  restcnl  invariantes  pour  une  classe  quelconque  de  trans- 
f'ormalions  elaienl  essentiellement  d^linies  par  le  caractdre  du 
groupe  de  ces  derni(>rcs,  c'csl-a-dire  par  la  propri6le  parliculiere 
de  la  mullipllcili^  finie  des  trnnsformalions  qui  se  reproduit  lou- 
jours pour  une  combinaison  quelconque  de  cclles-ci. 

Dans  le  cas  des  transformations  lin^aires,  le  caractere  du  groupe 
ressorl  dune  faron  Ires  ncile,  car  il  esl  evident  a/>/'io/7  que  deux 
Iransformalions  lincaires,  eirectuecs  Tunc  aprcs  Taulre,  peuvent 
toujours  elre  rcniplacees  par  une  seule.  A  cha([uc  groupe  de  sub- 
stitutions lineaires  des  variables  corrcspondrail  a  la  rigueur  une 
llicorie  spt'ciule  (^)  des  invariants;  aussi  ne  prendrons-nous  eu 
consideration  que  les  principales  classes. 


(')  L'onlro  n<lo{)tc  pour  les  cilulions  de  cc  para^raphc  cl  du  i>uivaiit  n'a  qu'un 
cararU'rc  provisoiiv. 

(*)  Voir,  parcM'inpIe,  Math.  Ann.^  IV,  p.  r)(>-S.'|,  187J,  et  parlirulicrcmcnl  Klein, 
Erldn^er  Proi^ranim  de  187J. 

Dans  re  qui  suit,  nous  aurons  souvcnl  a  rcnvovcr  au  Traite  dc  Lie,  Thcorie 
tier  Trans furnuitionsgruppcn^  I.  I,  II  cl  III,  Loipzi^',  iHSS,  iS<)o  cl  i><y3,  public 
par  Kniirl.  Nous  Ic  ritcrons  pour  abr<^f,'tT  snivanl  Lik-Knukl.  Voir  atissi  LiE- 
iscuKFU.us,  AnKvcndun^cn  dcr  Gruppentheorie,  Lripzi;j:  iSij.'J. 

(<on)[iaror  a  rria  la  part  que  prend  Kronerker  dans  oetle  question  fondamcn- 
tale,  voir  licrl.  llcr.,  p.  y<j  et  suivanles,  iSijo. 

(')   II  est  vrai  que  dans  ee  ^cni)  il  u'a  ele  produil  encore  (|ue  fori  pen  dc  chose, 
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En  Algebrc,  on  examine  surlout  les  formes  donl  Ics  coefficients 
sont  consid^r^s  oii  comme  ind^pendamment  variables  on  comme 
dependant  d'un  certain  nombre  de  paramelres  arbilraires  :  d'une 
facon  analogue,  on  pent  ^galement  envisager  comme  variables 
continues  les  coefficients  de  la  substitution  lin^aire  a  laqiiellc  on 
sou  met  les  variables  de  la  forme.  Dans  ce  cas,  on  aura  un  groupe 
caniinu  etfini  ( * ). 

Oependant  cettc  regie  presente  des  exceptions  importanles. 
A.  In  si  pour  les  formes  transformables  lin^airement  en  elles-mclmes, 
ii  se  presente  des  substitutions  dont  le  nombre  est  fini  et  dont  les 
coefficients  possedent  par  consequent  des  valeurs  numeriques 
fixes.  Cesgroupes,  portant  le  nom  de  groupes  de  Galois,  sepre- 
senleront  aiissi  dans  le  probl^me  de  T^quivalence.  lis  etablissent 
en  in^me  temps  un  lien  avec  la  theorie  des  Equations. 

Parcontre,  dans  la  llieorie  des  nombres  et  dans  les  branches 
qui  en  dependent  (dans  la  theorie  moderne  des  fonctions  auto- 
morplies),  la  variabilite  des  coefficients  des  groupes  de  transfor- 
mations se  trouve  r<$glee  par  les  lois  arithmeliques;  cette  parlic 
rentre  done  dans  le  champ  des  variables  discontinues. 

Les  invariants  (arilhmetiques  et  tiansccndants)  qui  apparlien- 
nent  ^  ces  sortes  de  groupes  disconlinus  (•^)  demandent  ik  etre 
traiies  par  des  methodcs  essenliellement  diflerentes  de  cellcs  qui 
se  prdsentent  en  Alg^bre;  d'ailicurs  les  problemes  qui  s'y  ralta- 
cnent  prennent  une  autre  direction,  aussi  ne  feruns-nous  qifef- 
fleurer  ce  sujet. 

-*!  en  est  de  meme  des  nombrcuses  recherches  sur  les  formes  et 
equations  difleren  tie  lies  oblenues  en  soumetlantlcs  variables  inde- 
pendantes  a  des  transformations  absolument  quelconques.  Dans 
ce  cas  les  differenliellcs  des  variables  sc  Iransformcnt  bien  encore 


Cir  les  methodcs  d<^vclopp<^cs  jiisqu'ici  font,  soil  direrlcment,  soil  indircrtomcnt, 
un  Usage  conlinucl  de  dirTercnlialions  par  rapport  aux  coefficients  dc  subslitii- 
Iwms,  CCS  dcrnicrs  elant  par  consequent  pris  dans  toutc  leur  gcneralite. 

Tout  r^emmcnt  Maurer  a  cararlerise  <l'iinc  facon  ^'cnrrale  les  dilferenlrs  classes 
^«  Ktoupesde  substitutions  {Journ.  fiir  Math.,  CVII,  p.  S<)-iir);  1R91). 

\  )  Pour  cc  qui  est  dc  la  repartition  des  gn»upesde  transformations,  comparer 
Ue-Emoel,  I,  Introduction. 

V  )  K  cc  sujet,  nous  renvoyons  brievcment  aux  travanx  de  Poinrarc  et  Pirard, 

dune  part,  el  ^  ceux  dc  Klein,  IIur>vit7M   Kricke,  Hianchi,  Stoulf,  etc.,  d'autre 

pan. 
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lineairenirnl  el  Ton  poiirra  encore  jiisqira  iin  certain  point  (') 
appliqiier  la  iheoric  alp>hri(|iie  dcs  invariants,  inais  les  coefliclents 
dc  siil)stiliilion  conlicnnent  Ics  fonclions  des  variables  ellc^ 
mt^mcs,  dont  le  caraclrre  arhilraire  n'est  reslreint  que  par  ccr- 
laines  conditions  d'int<'^rabilile. 

Nous  nc  nous  arrtHcrons  done  a  ces  groupes  in/in  is  que  daas 
ccrlains  cas  ou  Icur  caraclere  spt'cifiqiic  n'intervieiit  pas  et  oil  Too 
pent  nicttrc  en  (Evidence  les  deveioppemcnts  de  la  (h^orie  des 
formes. 

Dans  le  champ  de  rAl^^rbre  proprement  dite,  il  convient  mime 
de  faire  certaines  restrictions. 

Depuis  les  travaux  remarquables  de  Cremona,  d^ine  part,  elceui 
de  Riemann,  d'aulre  part,  la  thoorie  des  courbes  ct  des  siirfaci^ 
olgcbricpies  (c'est-a-dirc  celle  Acs  fonclions  a  unc  ou  a  deux  vi- 
riables)  offre  une  serie  de  pro[)ri(Hes  importantes,  ne  dependant 
ni  de  subslitulions  lineaires  des  variables,  ni  en  g<^neral  de  lran»- 
formalions  (algebriques)  unirormes. 

II  est  vrai  qu'en  principe  ces  dernirres  peuvent  t^lre  ramence* 
a  des  transformations  lineuircs  [c'esl-a-dire  aux  ^-Gebilde  (*)]' 
cepondanl  Texamen  <les  queslions  de  ce  genre,  au  point  de  vue  d* 
la  tbeorie  des  invariants  projectifs,  n'a  etc  entrepris  que  reccn^^ 
menl. 

Inversement,   ccrlainc^s    queslions,    depassant  dans  une  autr^^ 
voie  les  limites  de  TAIgebre,  sont  inevitables. 

Un  des  llu'oremes  les  plus  iniporlanls  de  Lie  indique  que  Foi^ 
pent  loujours />/Y>/o/?i,'^^.v  (^)  b;  champ  d'un  groM|)e  de  transfor- 
mations conlinu  et  (iiii,  en  lui  joignanl  l<*s  deri\ees  (justpra  nn 
ordre  quelconque)  des  variables  non  independantes  prises  par 
rapport  aux  variables  independanles.  Les  invariants  de  celtc  na- 
ture, appeles  imaridnis  (li//rr<*nliris,  presenteni,  si  le  groupe 
priniitif  est  projectif,  une  grande  analogit!  avec  les  invariants  ordi- 
naires.   (]eci   justilie  done  la  place  (|ue  nous  accordons  s«r  ce 


(')  Lit*  Iiii-iiii^iiie,  qui  a  It*  plus  rxaiiiinr  1<*  (trttltliino  vi\  question,  ne  s'elcnd  pas 
4lu\iiiit:i;;c  >ur  Irs  r<)n>i<l(-riitions  rrlativrs  a  la  lliroric  <lrs  fornu'S. 

{')  I'uir  jMMir  ilrs  <l(''\rl(qt|trin('Mt>  a  rr  sujrl,  par  t'xnnplf,  !«•  Trailo  de  Kleix- 
I'lUcKK,  Mndulfttnktwiwn.  Ill*  l*aiiir,  ('.liaji.  II,  Lcip/.i;;,  iS<j(»,  oi,  pour  lo  cas 
parli«-ulirr  <Iu  i;«nn'  /;  -    S,  \Vii.thi;ls'<,  Math.  Ann.^  WWIII,  p.  i-i3;  1891. 

(')  Li».-KN<i}  L,  I,  (Ili.ip.  \\V. 
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point  aux  travaux  de  Halphen  et  de  Sjlvester  el  des  disciples 
qu'a  formes  ce  dernier. 

Enfin,  quant  aux  applications  de  notre  ih^orie  aux  autres  bran- 
ches matli<^matiques,  ce  dont  relendue  exigerait  un  rapport  spt^cial, 
il  ne  peut^tre  question  que  de  certains  points  qui  nous  paraissent 
lout  particulierement  int^ressants  et  qui  permettront  parlam^me 
d'illustrcr  et  de  donner  plus  de  vie  a  ce  rapport. 

Si,  dc  cette  fagon,  le  champ  des  substitutions  projectives  se  pr6- 
sente  comme  relativement  restreint,  son  importance  cependant  se 
montrera  dans  des  directions  tres  diverses. 

D'ailleurs  la  m^thode  specifujue  developpee  ici  pourra  pr^ci- 
s^ment  servir  de  modele  pour  d'autres  theories. 

Non  seulement  T^tude  des  substitutions  lineaires  et  de  leurs  in- 
variants forme  une  introduction  naturclle  a  celles  des  transforma- 
tions plus  g^n^rales,  mais  encore  on  se  proposera  toujours,  par 
une  marche  inverse,  de  ramener  au  premier  cas  ces  probl^nies 
plus  g^neraux. 

A  ce  sujet  rappeions  seulement  qu'^  toutgroupe  continu  etfini 
correspond  un  groupe  projectif,  isomorphe  par  rapport  au  premier, 
el  que  le  probleme  de  la  dt^tcrmination  des  groupcs  d'une  struc- 
ture donnee  apparlient  prccis^ment  a  la  theorie  des  invariants  de 
cerlaines  formes  Irilin^aires. 

DEVELOPPEHENT  PAR  DEGRE   DE   LA   NOTION  D*INVARIANCB. 

£lanldonn<^  un  syst^me  de  formes,  si  Ton  soumet  lesdilT^ rentes 
series  de  variables  a  un  certain  groupe  de  substitutions  lineaires, 
oes  dernieres  repr^sentent  un  groupe  de  substitutions  (holoedri- 
<]uemenl  isomorplie)  des  coefficients  ,donnes.  Tout  invariant  ho- 
mog^ne  de  ce  groupe  de  coefiicients,  c'esl-a-dirc  toute  fonclion  ana- 
Ijrtique  des  coefficients,  homogene  par  rapport  a  chaque  serie  de 
croefiicients,  qui  ne  change  pas  pourles  transformations  du  groupe, 
serail,  dans  Ic  sens  le  plus  g^n^ral  du  mot,  un  itwariant  absolu 
flu  sjsl^me  de  formes. 

En  parliculier,  si  le  groupe  primitif  des  variables  est  le  groupe 
projectif  g^n^ral  (les  coefficients  ^tantde  nature  quelconque),  les 
invariants  rationnels  du  groupe  de  coefficients  sontles  fractions, 
d^lermin^es  par  Aronhold,  dans  lesquellcs  les  num^raleurs  el  les 
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denominateurscorrespondcntaux  invariants  ordinaires(ourelalifs) 
enliers  etralionnels  du  sysl^me  de  formes. 

Si  done  on  veut  faire  entrer  dans  la  definition  ci-dessus  ces 
derni^res  formes  (et  les  invariants  relatifs  en  general),  il  suffit  de 
remplacer  le  groiipe  des  variables  par  le  sous-groupe  que  I'on  ob- 
tient  en  donnant  au  determinant  de  la  substitution  des  premieres 
la  valeur  fixe  un. 

Apr^s  ces  considerations  qui  permettent  d^envisager  k  un  point 
de  vue  unique  les  cas  speciaux  indiques  plus  bas,  nous  revenons 
au  devcloppement  historique  en  tragant  bri^vement  les  princi- 
pales  Stapes. 

On  partit  naturellement  des  fonctions  enti^res  et  rationnelles 
des  coefficients,  qui,  par  une  transformation  lin^aire  des  varia- 
bles, se  trouvaient  reprodultes  a  une  puissance  (entiere)  pres  du 
module  de  la  substitution.  Le  cercle  de  ces  formes  fut  bientdt 
agrandi  en  ce  que  Ton  introduisit  encore  comme  arguments  les  va- 
riables primitives  etleurs  congr^dientes. 

A  c6t^  de  cette  definition  relative  plut^t  a  la  forme,  vient  se 
placer,  plus  tard,  cette  autre  plus  materielle  de  Cay\ey  qui  consi- 
dere  les  fonnes  invarianles  comme  solutions  entieres  et  ration- 
nelles de  leurs  Equations  diflTerentielles. 

II  vient  cnsuile  une  troisieme  definition  due  a  Clebsch,  envisa- 
geant  ces  formes  comme  un  ensemble  de  produits  s^^mboliques. 

De  plus,  dans  la  premiere  mani^re  de  definirles  invariants,  on 
a  supprim^.  pourle  factcur  provenanl  de  la  transformation,  le  ca- 
racterc  special  et  inulile  d'etre  une  puissance  du  module  de  la 
substitution,  en  exigeant  simpleruent  qu'il  depende  d'une  facon 
genorale  des  coefficients  de  la  transformation  (mais  non  de  ceux 
de  la  forme);  cela  rcsulte  d'ailleurs  de  la  premiere  propriete 
citee,  comme  Tout  d^montre  plusicurs  autcurs  ('). 

Puis,  on  examina  les  formes  primitives  contenant  plusieurs  se- 


(*)  Clebsch,  Bincire  Formen,  p.  3ofi;  1872.  Guam,  Math.  Ann.j  VII,  p.  334;  "87 5. 
D'OviDio,  Batt.  Giorn.y  W,  p.  187-19.J;  1S77.  Capklli,  Mem.  d.  Linc.f  p.  58j; 
1882,  HoELDEU,  Bockien.  Mitt.,  I,  p.  59-65;  1884.  EI'LIot,  Mess.,  XVI,  p.  5-8;  1888. 
Mansion,  Mess.,  XVI,  p.  127-129;  Brux,  S.  sc,  XII,  A,  p.  47-49i  1887-88.  Study, 
Methoden,  p.  32  el  suivanlcs;  1889.  Dehuyts,  Theorie  gcnerale  des  formes 
alge'briques,  p.  49;  L.i<^gc,  1891.  Voir  aussi  ia  dcmonslralion  de  Kronecker,  ^eW. 
Ber.^  p.  609  el  suivanlcs;  i88y. 
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ries  de  variables,  cclles-ci  dtanl  soumiscs  seulement  aux  transfor- 
inalions  congr^dientes  ou  conlragredientes. 

En  1872  (*  ),  Clcbsch  etablil  parallelemcnl  les  variables  qui  cor- 
respondent  aux  ditl'^renls  elemcnls  du  premier  ordre  dans  Tespace 
a  n  dimensions. 

Plus  tard,  Gordan  (^)  et  (lapelli  (')  ont  616  conduits  a  consi- 
dererles  formes  que  l^on  oblient  en  eO'ecluantsur  plusieurs  series 
de  variables  des  subslilulions  independantes  enlre  elles. 

Tant  que  les  formes  invariantes,  deduiles  d'un  sjsl^me  donn6 
de  formes,  sont  enlieres  et  rationnelles  par  rapport  aux  diffe- 
rentes  series  de  variables,  on  peut  les  oblenir  facilement,  d^apres 
Qebsch  et  Aronhold,  au  moyen  de  la  notion  primitive  de  Tinva- 
riance  (dans  le  sens  ^troit)  :  dans  ce  but,  il  suffit  d^adjoindre  au 
s^'stf^me  donn^  des  formes  iineaires  auxiliaires. 

Une  generalisation  effective  ne  devient  possible  que  si  Ton  6tend 
cetle  notion  fondamentale  de  Tinvariance  au  champ  irrationnel  et 
transcendant.  Si  nous  restons  dans  les  limites  de  TAIgebre,  nous 
n'avons  principalement  a  tenir  conipte  que  dc  racines  d^^quations 
irreduclibles  dont  les  coefficients  sont  des  invariants  entiers  et 
rationoels.  Les  recherches  les  plus  recentes  (^)  de  Ililbert,  Klein 
et  Gordan  ainsi  que  celles  dc  Frobenius  montrent  que  de  telles 
formes  irrationnelles  se  presenteut  elTectivement  si  Ton  suppose 
la  forme  primitive  donn^e  sous  une  certaine  forme  canonique  irra- 
lionnelle  ou,  ce  qui  revient  au  mcme,  si  Ton  fait  une  extension 
convenable  du  champ  priniitifde  rationnalite  des  coefficients. 

Dans  son  Traite  {*)  (1889),  Study  a  fait  ressorlir  avec  beau- 
coup  de  clarte  les  ditfercnls  degres  de  la  notion  de  Tinvariance,  en 


(»)  GoUinger  Abh.,  XVII,  p.  i-ib. 

(')  GoKDAN,  dans  ic  cas  de  la  resolution  des  equations  du  cinquieme  ordre, 
Math.  Ann.,  XIII,  p.  'i■^S-\t,!^^  en  part.  p.  379;  1878. 

Capelli,  dans  Tetude  des  formes  binaires  doublemcnt  quadratiques,  Batt.  G., 
XVII,  p.  69-i'j8:.  1879. 

Lc  systenie  ^tudie  par  Gordan  dans  le  cas  d'unc  certaine  forme  doublement 
liaeaire  permel  4  Klein  ct  Fricke  {Modul/unktionen^  t.  II,  p.  127  el  suivantcs; 
iH()3)  d'elablir  des  equations  modulaires.  Comparer  Klkin,  Lerons  sur  I'ico- 
taedre,  p.  233  ct  suivantcs^  ct  Leipziger  Dissertationen,  Fischer  (1 885)  ct  Fiedler 
(i885),  ou  encore  Wolf.  Zeit.,  W\,  p.  1^9-3^9. 

(*)   Voir  au  Cliap.  II,  B.  de  cc  llupport. 

(•)  Consuiter  d'abord  les  Leipzig.  Ber.,  1887,  puis  Tintroduction  dc  son 
Trailc,  Methoden^  Leipzig,  1889  {Thc'oric  des  formes  ternaires). 
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les  placant  en  parallMe  avec  les  bases  arilhm^tiques  des  dilfi^- 
renles  esp^ces  de  grandeurs  alg^briques,  d'apres  Kronecker.  En 
particulier,  eel  habile  g^ometre  rdussit  ^  presenter  une  conception 
bien  precise  de  la  notion  si  delicate  des  covariants  irrationnels. 

Christoflel  (*)  el,  lout  r^cemment,  Maurer  (*),  ont  fail  des 
eObrls  dans  une  autre  voie,  en  considt^rant  des  invariants  tels,  le 
groupe  des  coefficients  restant  projectif,  que  les  expressions  don- 
nant  la  transformation  des  variables  deviennent  rationnelles.  La 
forme  caract^rislique  des  Equations  difT^rentielles  resle  encore  la 
m^me. 

Enfin,  il  faut  encore  mentionner  la  determination  des  formes 
invarianles,  enlieres  el  rationnelles,  basee  sur  leurs  sources.  Ces 
dernieres  sont  les  invariants  d*un  certain  sous-groupe  du  groupe 
primilif  et  satisfont,  par  consequent,  k  une  partie  des  Equations 
difTerentielles  des  invariants  ordinaires. 

Ces  dernieres  annees,  Mac-Mahon  el  Cay  ley  ont  ^tabli,  pour  Ic 
cas  des  formes  binaires,  une  theorie  sp^ciale  des  p^ninvarianls 
(seminvarianls).  En  verlu  de  leur  melhode  symbolique  assez 
curieuse,  celle  theorie  est  en  relation  ^Iroite  avec  celle  des  fouc- 
lions  (^)  symdlriques.  D\in  autre  c6le,  Sylvester  el  Perrin  ont 
r^duil  ces  formes  k  des  expressions  encore  plus  simples  ('). 

La  signification  des  sources  permet,  d'apr^s  Faa  de  Bruno  (*) 
et  Ililberl  (^),  de  determiner  les  formes  correspondanles  k  Taide 
d'un  precede  unique  que  Ton  pcul  mcnie  elendre  aux  formes  de 
plus  de  deux  variables.  (/I  suivre). 


(')  CiiiusTOFFEL,  Math.  Ann.,  \IX,  p.  280-290;  1881.  Mauuer,  Miinch.  Ber., 
p.  i(»3-i5o;  1888,  et  Joiirn.  filr  Math.,  CVII,  p.  8y-ii<3;  1891. 

(')  Caylky,  Quart.  J.,  \I\,  p.  i3i-i38;  i883.  Anier.  J.,  VII,  p.  i-a.j,  p.  59-73; 
i88'|.  Mac-Mahon,  Amer.J.,  VI,  p.  i3i-i64;  i883;  I.  Vll,  p.  26-47;  1884 ;  t.  VIIl, 
p.  1-18;  i885. 

(')  Sylvester,  Amer.  7.,  V,  p.  79-137;  1882;  Perrin,  Bull.  Soc.  Math.y  XI, 
p.  H8-107;  i883. 

(*j  Amer.  J.,  Ill,  p.  iSj-iG^;  1882,  ou  Journ.  fi'ir  Math.,  XC,  p.  186-188;  cf, 
Sthoii,  Math.  Ann.,  WII,  p.  402;  i^<S3. 

(*)  Math.  Ann.,  \\\,  p.  15-29,  en  part.  p.  17. 
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KRONECKER  (L.)-  —  Vorlesungen  ueber  Mathematik.  Herausgegeben 
onter  Mitwirkung  einer  von  der  K.  Preussischen  Akademie  der  Wissen- 
Bchaftea  eingesetzten  Commission.  —  Erstor  Band  :  Forlesungen  fiber  die 
Theorie  der  eirtfctchen  und  der  vielfachen  Integrate,  Herausgegeben  von 
Netto,  I  vol.  in-8°;  x-345  p.  Leipzig,  Teubner,  1894. 

La  publication  des  Icqods  de  Kronecker  ne  peut  manquer  d'etre 

bien  accueillie,  et  il  faut  se  r^jouir  qu*on  n'ait  point  tard^  k  Ten- 

Creprendre.  C'est  M.  Netto  qui  s'esl  charg^  du  premier  volume, 

reJatif  a  la  theorie  des  integrates  simples  et  multiples,  et  Ton  peut 

souliaiter  qu'il  n*en  reste  pas  \k.  Le  travail  d'arrangement  qu^il  a 

eu    ^  faire  n'6tait  pas  sans  dirficult^s  :  Kronecker  est  revenu  en 

eflTei.,  dans  son  enseignement,  cinq  fois  sur  ce  m^me  sujet;  dans 

les     notes,   ^videmment  tres  completes,  que  M.  Netto  a  cues  k 

s^    disposition,  dans  les  papiers  de  Kronecker,  dans  celles  de  ses 

publications  qui  se  rapportaient  au  sujet,  il  a  fallu  choisir,  grouper, 

coordonner,  M.   Netto   a   su  nous    donner   un   livre    qui    n'est 

nullement  un  recueil  de  morceaux  sdpar^s,  mais  ou  la  pens^e 

s^  suit  et  se  d^veloppe  :  il  semble  d'ailleurs  avoir  conserve  avec 

un  soin  pieux  le  style  m^me  du  maitre,  ses  digressions  pleines 

d  aper^us  historiques,  de  vues  philosophiques  et  ou  se  m61e  par- 

fois  UD  grain  d'ironie  et  de  malice.  A  lire  ces  legons,  on  comprend 

I  action  que  Kronecker  a  eue  sur  ses  auditeurs. 

Sans  doute,  ce  Volume  ne  renferme  rien  d^absolument  nouveau 

*t  K^ronecker  a  d^velopp^  ailleurs,  souvent  avec  plus  d'^tendue, 

laplvipart  des  sujets  qui  y  sont  traitt^s ;  mais  il  y  a  grand  plaisir  a 

lelire  sous  cette   forme;  renchainen>ent  de   ses  id^es  se   saisit 

mieux  que  dans  ses  communications;  il  se  laisse  aller  d^ailleurs, 

de  temps  en  temps,  k  dire  le  fond  de  sa  pensee,  et  c'est  tout 

profit  pour  le  lecteur. 

Le  Volume  conlient  dix-neuf  logons  dont  nous  allons  tres  som- 
mdirement  indiquer  les  sujets.  Le  probleme  du  Calcul  integral  est 
pos^  comma  le  probleme  inverse  du  Calcul  diffdrentiel;  il  est  rat- 
tache  k  la  recberche  de  la  limite  d'une  somme;  Kronecker  insiste 
avec  le  plus  grand  soin  sur  la  notion  de  limite;  il  donne  la  con- 
Bull,  de*  Sciences  mathem.,  1*  scric,  l.  XVIII.  (Oclobre  1894.)  17 
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dllion  de  Riemann  pour  qu'une  fonclion  soil  int(^grablc  cntre  des 
limites  donn^es,  (^'tudie  la  difT^rentialion  ct  riDt^gration  sous  le 

signe   /  ,  raltache  a  celte  derni^re  question  la  notion  d'lnt^grale 

double,  traite  du  changement  de  variable  et  donne  rapplication 

classique  a  I'int^grale    /       e"^^  dx\  il  s'arr^te  sur  I'int^grale  cur- 

viligne,  portant  sur  unc  difKrenlielle  exacte,  et  relative  k  un  con- 
tour ferm6,  ^tablit  de  diverses  mani^resla  proposition  fondanien- 
tale  relative  a  de  telles  inlegrales,  proposition  donl  le  th^or^me 
de  Cauchy  sur  les  integrales  k  variable  complexe  n'est  qu'une 
simple  transformation  :  en  quelques  mots  heureux,  il  caract^rise 
le  r6le  et  Fimportance  de  ce  th<5or^me.  II  traite  ensuite  avec  de- 
tail des  deux  th^oremes  de  la  moyenne.  Trois  legons  tr^s  int^res- 
santes  sont  consacrdes  a  Tintegrale  de  Dirichlet  et  aux  series  tri- 
gonomdtriques.  Apres  avoir  ddduit  la  formule 

Iim     /      f{x) —  dx=/(o)- 

du  second  ihdor^me  de  la  moyenne,  et  avoir  traite  des  cundilions 
sous  lesquelles  elle  est  valable,  il  donne  des  indications  sur  un 
Mdmoire  d'Hamilton  qui  remonte  a  i843,  et  qui  semble  Irop  peu 
connu.  Avant  M.  P.  du  Bois-Reymond,  Hamilton  avait  eu  I'idde 
de  meltre  a  la  place  du  sinus  d'autres  fonclions,  oscillant  coinme 
le  sinus,  el  qu'il  appelle  des  Jluctuasing  functions.  Rronecker, 
apres  avoir  etabli  la  forniulc  fondamenlale  de  Fourier  et  de  Diri- 
chlet, raltache  k  cellc  formule  Finlegrale  de  Poisson,  critique  la  de- 
monslralion  do  Lagrange,  expose  rapidemenl  celle  de  Dirichlet 
el  donne  diverses  applications,  l^^n  particulier,  la  formule  bien 
connue 

/I  \        V^  sin2/H'7: 

tl  —  1 

(ju'il  est  aise  d'oblenir  direclement  en  partant  du  ddveloppement 
(Ic  lo^(i  — re^vTc/^  suivanlles  puissances  do  r,  conduit  inverseinent 
a  une  nouvelle  dcmonslralion  de  la  formule  de  Fourier;  unc 
autre  application  anieno   rauleur  a  parlor  des  nombres  de   Ber- 
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noullii  auxquels  il  est  conduit  par  la  considc^ration  des  sommes 


^  sinaat'TT  ^  cos 2 am 


a7r)«« 
a=i  a=i 


Une  autre  belle  application  se  rapporte  aux  sommes  de  Gauss, 
dont  revaluation  fournit  une  demonstration  si  simple  dc  la  loi  de 
reciprocity. 

Deux  lemons  sont  ensuite  consacrdes  aux  quadratures  mecani- 
ques  et  aux  formules  sommatoires,  notamment  a  la  formule  d^Eu- 
ler-Maclaurin.  Kronecker  expose  rapidement  les  recherches  de 
Newton  et  de  Cotes,  de  Gauss  et  de  Jacobi  sur  les  quadratures 
approchees.  La  formule  de  Maclaurin  pent  etre  regard^e  en  un 
certain  sens  comme  r^pondant  au  probl^me  inverse  de  celui  que 
resolvent  ces  recherches;  Kronecker  Toblient  d'abord  par  induc- 
tion; il  donne  quatre  formes  du  reste.  En  partant  de  la  relation 
evidente 

f  f''^(x)g{-x)dx~-   f  f{x)g^n)(^x)dx 

h  =  x     -^^ 

dont  il  indique  d*ailleurs  diverses  applications  simples  et  inieres- 
santes,  Kronecker  etablit  la  formule  sommatoire  generate 

kszr 

k  =  r  ^  j-r 

=  y/'     nx)^'k(x)dx-^    C     fn)(^a:)ff(-x)dx, 

ou  Ton  doit  supposer 

OU  9|  {x)o2{x)y  . . . ,  Or{x)  sout  dcs  fouclions  dbnnees  admettant 
des  derivees  entre  Xq^  Xr  ct  ou  cnfin  la  /i**""®  dt'rivee  ^f"~*^(j:)de 
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]a  fonctlon  g{x)  est  d^termin^e  par  les  conditions 

^v«-i)  ( _.  x)  =  OA-(a?),         pour        Xk-i  <x<  xj,, 

\  K  ^^  Ij2f  ■•■^r*^* 

On  d^duitde  1^,  en  particulier,  la  forme  qu'a  donn^e  Poisson^ 
la  formule  de  Maclaurin  dans  son  M^moire  Sur  le  calcul  nume" 
rique  des  integrates  definies^  et  cette  formule  m^me  fouroit  a 
Kronecker  i'occasion  de  diverses  remarques  int^ressantes. 

Uauteur  ^tablit  ensuite  les  consequences  les  plus  importantes 
pour  la  th^orie  des  fonctions  du  th^or^me  de  Cauchy  sur  Tint^- 
grale,  prise  le  long  d'un  contour,  d'une  fonction  d'une  variable 
complexe.  En  dehors  de  ces  applications,  fort  classiques,  signa- 
Ions  un  raoyen  tr^s  Elegant  pour  parvenir,  en  consid^rant  Tinl^ 
grale 


J  r^^^^' 


a  revaluation  des  sommes  de  Gauss.  II  passe  ensuite  aiix  fonc- 
tions Sr  dednies  par  la  relation 


/l  =  -+-oo 


a(5,^)  =  2et"^'"'""(^"^^]"': 


n  =  — 


le  fait  que  le  rapport 


n=z<o 


—  iqHz  -  ^-OjT(i  -  y'")(»  —  ^*'*-')(i  -  <7*«^-*) 


n  =  l 


ou  Ton  suppose  z  r=  e^^',  est  ind^pendant  de  JJ,  est  d^duit  de  ce 
que  ce  rapport  reste  fini  quel  que  soit  ^,  et  qu'il  est  toujours  uni- 
forme  et  conlinu,  ainsi  que  sa  d^rivee. 
La  consideration  de  la  fonction 


^-'      IpLi     ^         trl    Lv. 


ou  m,  n  doivenl  prendre  toules  les  valeurs  emigres  positives  et 
negatives  et  [jl,  v  loules  les  valeurs  impaires  et  positives  et  celle  de 
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6t^  KTmdue  a  la  limite  d'un  anneau  circulaire  concentrique  k  Torigine, 
aDCZM-^au  dont  la  circonf^rcnce  irtt^rieure  s'approchera  du  point  o, 
tan.^3lis  que  la  circonf^rence  ext^rieure  grandira  ind^finiment, 
per^iExiet  d'^tablir  la  relation 

2r'(o,  w)3r(5  H-T),  w)  .  (^-+-n)7ci+-w7c< 
1 L-:^ i—l -  =  2icie  «  ¥{q,T,y), 


06  ^^ ,  7\  soQt  li^s  k  x^y  comme  ^  a  .z;  cette  relation  contient  la 
sui'^r.siDte 

(fi,  V  =1,  3,  5,  ...) 

dom  -^  Kronecker  donne  ensuite  une  demonstration  arithm^tique, 
et  dont  on  connait  le  r6le  capital  dans  la  tli^orie  des  fonctions 
ellip^  miques. 

I^^ux  legons  se  rapportent  ensuite  k  T^tude  des  int^grales  de  la 
foriar^c 


/ 


z 


cl  e^H^  particulier  k  celles  pour  lesquelles  f{z)  est  dgale  a  i;  on 
renc centre  loutd'abord  le  logarithme  integral  d^fini  par  I'egalil^ 


We-l 


-^      dx 


C  dx 

—  \        e*  — 


ou  5     est   un   nombre   positif,   et  qui  fournit,   pour  la   fonction 
"^~  ^  — log$  un  d^veloppemenl  interessant  en  s^rie  enti^re,  puis 

r^g^iiie 

ou  1^  param^tre  \  et  la  variable  d'integration  y  sont  r^els,  et  ou 
sgtt^  d^signe,  selon  Tbabitude  du  maitre,  +1  ou  — i,  suivant 
que    5  est  positif  ou  negatif.  A  ectte  egalile  se  ratlachcnt,  entre 
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autres,  les  formules 


I       ax  =  lim    I      c** oj?  =  -  seno. 


«/'o  *— ^  *^0 


I     r    *  sinaarcosPa?  , 

I            /*             sin  flc  ^  cos  B  «I7  i 

=  -  lim    /        e^' ^  d!ir  =  -  fi-*- sgn(a  — B)l 

(«,  P>o); 

qui  seront  d'un  usage  continuel  dans  les  derni^res  legons  sur  les 
int^grales  multiples,  pour  permelire,  par  Temploi  d'un  facteur 
de  discontinuile,  de  ramener  les  limites  d'int^gration  k  dtre  — « 
el  4-00.  Une  premiere  el  importanle  application  de  cette  derni^re 
notion  concerne  la  determination  des  coefficients  Cn  d'une  s^rie 
de  la  forme 

/i  =  0 

dont  la  somme  z¥[z)  est  donn^e,  et  ou  les  X„  d^signenl  des 
nombres  positifs  qui  croissent  avec  n.  Les  derni^res  legons  sent 
consacr^es  aux  intdgrales  multiples;  I'auteur  traite  d^abord  du 
changement  de  variable  et  de  I'extension  de  la  notion  de  volume 
a  une  mulliplicite  a  n  dimensions.  II  est  amene,  en  gdn(^ralisant  un 
peu  Ic  probleme,  a  considerer  les  inlegrales  n"^*"  de  la  forme 


-A  >  o, 


que  ['introduction  du  facteur  de  disconlinnil^  permct  immediate- 
ment  de  rcdiiire  a  des  integrales  simples.  II  est  ainsi  conduit  k  la 
fonction  F,  dont  il  fait  une  elude  rapide.  Trailant  ensuite  de  la 
dilTrrcnlialion  d'une  integrale  mulliple  (jui  conlient  un  para- 
metre,  il  est  amene  a  f»;(m<5raliser  la  notion  (Vaire;  il  developpe 
les  formnl(?s  tie  Green  et  lenrs  consetjuences  essentielles,  toujours 
eii  supposanl  Tintegrale  /*"»'**".  I^es  (piatre  dernieres  lemons  se  rap- 
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portent  au  potentiel,  en  reslant  toujours  dans  la  nieme  g^n^ralile. 
Apr^s  avoir  trail^  de  i'^quation  de  Poisson,  en  discutant  soigneuse- 
mentles  hypotheses  qu^impliquent  les  diverses  demonstrations,  et 
du  potentiel  mutuel  de  deux  masses,  Kronecker  d^vcloppe  la  solu- 
lioo  de  ce  probleme  :  Dt^terminer  une  fonction  connaissant  sa  va- 
leur  par  tons  les  points  de  la  limite  d'une  multiplicity  sph(5rique 
/t"P'*  et  son  A  pour  tous  les  points  interieurs.  II  donne,  dans  cet 
ordre  d'id^es,  la  generalisation  de  la  fonction  de  Green  et  des 
foDCtions  spheriques.  II  developpe  ensuite  les  proprietes  caracte- 
ristiqaes  du  potentiel  (Dirichlet),  et  en  donne  Tapplication  k  la 
vdriGcation  de  Texpression  du  potentiel  pour  une  multiplicite 
ellipsoidale  ^  n  dimensions.  II  termine  enfin  par  le  calcul  de  cette 
inline  expression  aumojen  du  facteur  de  discontinuity.  Ce  calcul 
est  d'abord  pr^sent^  largement,  sans  tenircompte  des  inquietudes 
que  peuvent  faire  naitre  les  passages  k  la  limite.  Chaque  «  point 
critique  »  de  la  demonstration  est  ensuite  etudie  en  detail  :  Tau- 
teur  parvient  k  mettre  la  diflference  entre  le  potentiel  cherche  et 
son  expression  finale  sous  forme  d^ine  somme  de  termes  dont  on 
montre  en  toute  rigueur  que  chacun  pent  etre  suppose  nuL 

A  ces  legons  M.  Netto  a  joint  quelques  remarques  breves,  la 
plupart  d^un  caractere  bibliographique  :  on  y  trouvera,  en  parti- 
cnlier,  Findication  des  Notes  ou  Memoires  danslesquels  Kronecker 
a  developpe  les  sujets  traites  dans  ces  legons  :  ces  indications 
monlrent  combien  etaientmeies,  chezTillustre  savant,  Tenseigne- 
ment  et  le  travail  de  recherche.  II  enseignait  ce  qui  etait  Tobjetde 
sa  preoccupation  actuelle,  ce  qu^il  venait  de  decouvrir,  peut-^tre 
m^me  ce  qu'il  allait  decouvrir,  et  celle  conversation  sur  son  tra- 
vail, il  la  reprenait  volontiers  chez  lui,  plus  vive  et  plus  familiere, 
eotoure  de  ses  eieves,  qu'il  recevait  volontiers  le  soir,  avec  une 
aflabilite  dont  le  souvenir  a  ete  garde,  meme  dans  ce  pajs-ci. 

J.  T. 


MORITZ  CANTOR.  -  Vorlksungen  iber  Gesciiiciite  der  Matiiematik.  — 
Driller  Band,  erstc  Ablheiliing.  '\b%  f)a^cs  in-8°.  Leipzig,  Toubner,  1894. 

Le  savant  profcssenr  (rilcidclheiT;  deploie  en  ce  moment  une 
surprenante  activite;  dopuis  deux  ans,  il  nous  a  donne,  avec  le 
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second  volume  de  son  Histoire  de  la  Mathematique  (depuis  laoo 
jusqu'en  1668),  une  reedilion  de  son  premier  tome  (depuis  rori- 
gine  jusqu^en  Tan  1200).  Voici  maintenant  un  nouveau  fascicule 
du  Iroisi^me  el  dernier  volume,  qu'il  se  propose  d'arr^ler  k 
Tannic  1769  (date  des  premiers  travaux  de  Lagrange)  et  dontii 
annonce  comme  prochaine  la  publication  intdgrale. 

La  partie  qui  en  est  d6yk  parue  va  de  I'ann^e  1668  (debuts  scien- 
tidques  de  Leibniz  et  de  Newton)  ^ Tannic  1699  (commencement 
des  d^bats  de  priority  pour  Tinvention  du  Calcul  infinitesimal). 
Elle  nous  offre  done,  en  dehors  d'une  revue  complete  des  travaux 
math^matiques  de  la  m^me  ^poque,  I'histoire  de  cette  invention 
capitale  et  de  ses  premiers  d^veloppements.  L'auteur,  aveclesoin 
minutieux  qui  le  caracterise  quand  il  s^attache  a  pr^ciser  les 
questions  qui  oflfrent  un  interest  special,  s^est  particuli^rement 
efforc^  de  bien  ^tablir  I'ordre  chronologique  desd^couvertes,  pour 
faire  ressortir  la  part  de  chaque  savant  et  Tinfluence  qu^il  a  pu 
exercer  sur  d^autres.  II  a  singulierement  r^ussi  dans  cette  l4che, 
et  son  ceuvre  apporte,  sur  bien  des  points  obscurcis  par  la  passion 
et  la  rivalit^  nationale,  une  lumiere  inattcndue. 

Je  n'ai  pas  besoin  de  dire  qu^il  est  rigoureusement  impartial  et 
qu'il  ne  cherche  nullemcnt  a  d^guiser  les  petites  manoeuvres  qui 
entachent  le  caract6re  meme  d*un  Leibniz  ou  d'un  Newton;  en 
tous  cas,  non  seulement  il  affirme  la  complete  ind^pendance  du 
premier,  mais  il  invoque  dc  tr^s  graves  motifs  pour  r^duire 
Tetendue  de  ce  qui  a  dte  present^  comme  trouv^  par  Newton  avant 
les  publications  faites  par  Leibniz. 

Je  ne  puis  avoir  la  pretention  de  retracer  ici  une  histoire  qui 
doitelre  (5ludiee  dans  le  detail,  ainsi  que  Ta  fait  M.  Cantor;  je  me 
bornerai  a  signaler  I'ingenicuse  supposition  qu'il  a  (!*mise  pour 
expliquer  le  singulier  revirement  qui  cut  lieu  dans  les  relations 
entre  Leibniz  et  les  Anglais;  il  niontre  que  Newton  appartenaitau 
parli  tory,  tandis  que  Leibniz  eut,  pour  Telecteur  de  Hanovre,  a 
se  nieler  aclivcmenl  dc  la  politique  anglaisc  dans  le  sens  whig. 
De  la  des  froissemenls  qui  se  tradiiisirent  facllemcnl  en  rupture 
ouverte,  des  que  les  ([uestioiis  personnclles  furenl  niises  en  jeu. 

J'aurais  rj^iilenicnt  a  soumeltrc  a  Tillustrc  hislorlcn  quelques 
objections  de  detail.  Page  66,  il  remarquc  que  la  formation  des 
coefficients   du   binoiiie  par  addition  (conune    niMubres    figures) 
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^tait  coDQue  depiiis  Michel  Stifel,  mais  il  altribue  k  Newton  la 
d^couverte  dc  leur  formation  par  multiplication.  Oril  a  lui-mdme 
(vol.  II,  p.  712)  signals  celte  formation  comme  explicitement 
donn^e  par  Pascal  pour  les  nombres  figures,  et  il  est  bien  clair, 
par  les  applications  a  la  sommation  des  puissances  num^riques, 
que  Pascal,  comme  tons  les  vrais  math^maticiens  de  P^poque, 
savait  parfaitement  quels  nombres  figures  formaient  les  coefficients 
d'un  binome.  La  priority  de  la  d^couvcrte  appartient  d'ailleurs  k 
Fermat  qui,  d^s  le  4  novembre  i636,  avail  communique  a  Ro- 
berval  la  loi  dc  formation  par  multiplication. 

G'esl  ^galement  par  inadvertance  que  M.  Cantor  dit  (page  98) 
que  la  correspondance  de  Fermat,  Brouncker,  Frenicle  et  Wallis 
ne  fut  publiee  qu'en  i6()3  dans  I'^dition  des  OEuvres  de  Wallis. 
Elle  avail  paru,  par  les  soins  de  ce  dernier,  des  i658  (vol.  II, 
p.  708). 

Pour  rhistoire  des  id^es  de  Newton,  le  point  essentiel  serail 
^videmmenl  de  savoir  si  la  Method  us  Jluxionum,  redig^e  en  167 1 , 
mais  publiee  seulemenl  en  1 786,  n'a  pas  ^t^  modifiee  ou  augment^e 
par  I'auteur  pendant  qu'il  la  gardait  en   manuscrit.  M.  Cantor 
signale  la  iheorie  des  rayons  de  courbure  comme  dependant  des 
d^couverles  de  Huygens,  d'autre  part  la  determination  des  points 
a  inflexion  comme  emprunt^e  a  Fermat;  il  j  aurait  done  la,  d'apr^s 
*uu  des  additions  posterieures,  la  premiere  a  1673  (date  dela  pu- 
blication de  YHorologium   oscillatoriiim)^  la  seconde  a   1679 
(date  des  Varia  Opera). 

^-•ette  conclusion  peut  ^tre  r^voqu^c  en  doute.  Nous  savons 
aujoui*d'hui,  par  la  correspondance  de  Huygens,  que  Tapplication 
"cs  ar^es  de  cycloi'de  aux  horloges  a  ele  connue  d'assez  bonne  heure 
^^  A.Ogleterre  pour  que  Brouncker,  par  exemple,  essajat,  des 
*  ^>  de  demontrer  le  tautochronisme  de  la  cycloide.  Mais  celte 
application  donnait,  pour  le  d^veloppement  d'une  courbe,  un 
cxeu^pjg  pratique  qui  ne  devaitpasmoins  ^mcrveiller  lesgeometres 
^^^  la  propri^td  du  tautochronisme.  II  n'y  a  des  lors  rien  d'6ton- 
nant  ^  ce  que  Newton  ait  616  conduit  a  cludier  ce  probleme  et 
4**  ^l  ait  ainsi  retrouv^,  bicn  avant  la  publication  de  Vllorologium 
^^^^Hcitorium,  ce  que  Huygens  avail  deja  decouvert. 

^Uanl  aux  points  d'inflexion,  Fermat  en  a  traitt^  dans  un  dcrit, 
^^^^^inain  iangentium^  dont  la  dale,  si  ellc  ne  peut  etre  precisee, 


e%t  e^naiA^mesl  ^slcrusvre  i  Li  nv^rt  de  Descartes ;  eel  oposcnle 
fol  crA»manu^m^  en  ■aftsscrit  aox  eorrespoadsuftts  de  Fermat  k 
F»ri4  et  doll  e^ral^fliKvt  a'voir  ete  ennoje  en  Itabe.  Qo^ane  copie 
9<rtt  pa:»4^  eo  Aa:rleti»Te  par  le:$  soms  de  Fermat*  je  le  consid^re 
if  h  ir4^1^  c^mnie  tnes  dovtevx.  qvou|iie  Duebj  edt  pa  senrir 
d^inUmn^diaire:  niais  il  o'en  est  pas  MOtns  clair  que  la  solution 
d/mn^e  par  Fermal  d'on  proUeaae  asssi  ualeressant  qae  celoi  de 
Vintte%ion  a  po  ^tre  cooDoe,  d*oiie  facoD  on  d'aatre^  par  Newton 
hien  airant  F  impression  des  Varia  Opera, 

SI.  (junior  insiste  a  bon  droit  sor  la  portee  de  la  d^laration  de 
Ijeihnh^  affirmant  qa*il  a  trouTe  Tidee  du  triangle  diff^rentiel 
/'.aract^ri^tiqoe  des  coorbes*  non  pas  dans  les  Lectiones  de  Barrow, 
fns§i%  dan<i  le  Traite  des  sinus  du  quart  de  cercU  de  Pascal.  Des 
t^moignages  precis  de  cette  nature  donnent  nne  certitude  k 
hf\ue\le  ne  permettent  pas  d'atteindre  les  conjectures  sur  les 
irifliif;nccs  qui  ont  determine  telle  ou  telle  decouverte.  Ainsi 
M ,  Cantor  admet  que  ce  sont  les  tra\'aux  de  Huj^ns  qui  ont  senri 
dc  guide  k  I^hire  pour  la  th^orie  des  epicjcloVdes;  ilestbien  clair 
que,  pour  les  d^vclopp^es,  le  second  est  dans  une  d^pendance 
/ftroile  (lu  premier.  Maisle  principe  du  centre  instantan^ de  rota- 
tion flanft  le  roulcment  (pour  le  trace  des  tangentes)  n'appartient 
p»<i  h  Huygen»;  il  est  expos^  tr^s  clairemeot  dans  la  leitre  de 
l)i!«*(:Mrt<rH  »  Mersennc  du  s^3  aoul  i638  (Clerselier,  III,  65),  et  il 
^^l^l  IrrH  prohahle  que,  si  Hu>gens  en  elait  en  possession  avant  la 
|Mil)li<;nli()n  dc  la  correspondance  de  Descarles  en  1667,  ce  prin- 
cipr  lui  avail  r.l6  .suggi^TC  par  Telegante  solution  carlesienne  du 
Inirr  dc  la  norniale  a  la  cjcloide,  solution  qui  dtait  bien  connue 
dc|)uiH  longlenips.  Paul  Tannery. 


VIVANTI  ((Jiirijo).  —  Il  concktto  d'inpinitesimo  e  la  sua  applicazione 
ALL\  M\TKMATicA,  HAOuio  HTOHico.  i3.|  |).  in-8".  ManlouG,  Mondovi,  1894. 

(lollc  hrorlnirc  iTiifrrmc  un  ox|)os6  livs  clair,  bicn  melhodique 
rl  iip|)n><Mlf!  noniUriMix  loxics  luMircusement  choisis,  des  concep- 
litMiN  |Im'oi1<hh's  au\«|urll('s  Irs  infininirnt  pelils  ont  liislorique- 
nii'iit  doimr  lieu,  v\  di's  ronnil>  auirnes  par  la  diverj;ence  de  ces 
rnucrplinus  jiis(nra  raolirvi  incnl  de  lour  evolulion. 
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Je  saisis  cette  occasion  pour  remarquer  qu'on  se  fait  g^n^rale- 
ment  une  id^e  inexacte  de  la  fagon  dont  Fermat  a  ^t^  conduit  a 
formuler  sa  r^gle  pour  le  calcul  dcs  maxima  et  minima.  Ainsi 
M.  Vivanli  r^p^le,  apr^s  bien  d'autres,  que  cette  r^gle  de  Fermat 
est  la  traduction  arithm^tique  de  la  remarque  de  Kapler,  dans  sa 
Stereometria  doliorum,  que,  pr^sdu  maximum  ou  du  minimum, 
la  variation  est  insensible;  il  r^p^te  aussi  qu'en  ^galant,  suivant 
le  langage  moderne,  f{x  -+-  e)  =/(j?),  Fermat  n'^tablit  qu'une 
approximation  et  que,  s'il  doit  en  tirer  une  relation  rigoureuse- 
ment  valable,  /'(^)  =o>  J'  °c  d^montre  nullement  Texactitude 
de  ce  resultat. 

A  prendre  a  la  lettre  le  texle  de  \2l  Methodus  ad disquirendam 
maximam  et  minimam,  ces  assertions  sont  parfaitement  vraies; 
mais  Dous  savons  aujourd^hui  que  la  genese  des  id^es  de  Fermat 
a  et^  tout  autre.  II  Pa  lui-m^me  ir^s  nettement  expos^e  dans  sa 
Methodus  de  maxima  et  minima  (imprim^e  dans  le  Tome  1  de 
la  nouvelle  edition  de  ses  CEuvres,  p.  147  et  suivanles);  je  vais 
reprendrecet  expos^  en  me  servant  des  notations  modernes. 

Soil  k  determiner  la  valeur  X|  d*une  variable  x  en  correspon- 
dance  avec  le  maximum  (ou  minimum)  a  d*une  expression  f{x) 
rationnelle  en  j;  ( * );  Fermat  part  de  ce  fait  algebrique  que,  si  Ton 
^galait  f{x)  a  une  valeur  possible  voisine  de  a,  on  aurail  deux 
racines  r^elies  voisines  de  Xs  \  pour  f{x)  =  a,  les  deux  ra- 
cines  deviendraient  ^gales;  au  dela  elles  seraient  imaginaires. 

II  Skagit  done  de  faire  en  sorteque  r^quationy(x)  =  a  ait  deux 
racines  ^gales  a  Xj,  avec  la  condition /(a:i)=  a.  Pourcela,  il  faut 
et  il    suffit  que   I'expression    f{x) — f(^i)   soit   divisible    par 

Descartes  ramene,  lui  aussi,  le  probl^me  des  tangentes  ^  la 
formation  d^une  Equation  ajant  deux  racines  ^gales,  mais  il  se 
sert,  pour  cette  formation,  de  la  melhode  des  coefficients  inddter- 
min^s.  L'artifice  de  Fermat  est  plus  simple;  il  se  borne  a  un 
simple  developpement,  mais,  pour  le  facililer  pratiquemenl,  il  fait 


(')  La  mcthode  dc  Format  ne  s'appliquc  en  principc  qu'A  des  expressions  ra- 
Uonnclles;  il  ne  i'a  c^lendiie  ^  relies  qui  cunlienncnt  des  irrationnelles  qu'au 
woyen  dc  transfornialions  pureiiienl  al^'cbriques;  re  u'cst  qu'en  Geuiiielrie,  pour 
Irouvcr  les  taii^entes  des  rourl>«*»>  tran»rendaiites,  ronimc  la  rycloide,  qu'il  sub- 
ilituera  Tun  ^  I'autre  deux  infininiont  petils  infiniinent  voisins. 
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un  changement  d'inconnue.  Posons  x=Xt'i-y;  I'^quation 
/(j;, -f-J^)  =/(xi)  doit  avoir  en  y  deux  racines  ^gales  k  o.  Si 
nous  d^veloppons  alg^briquemeut 


/(^i)-^^/'(^i)H--^V''(^i)-^-.-=/(^t), 


2 

il  s'ensuit  la  condition 


que  Ton  peut  consid^rer  maintenant  comme  une  Equation  en  ^|. 

Les  d^rivdes  ne  figurent  ici,  ainsi  qu'on  le  voit,  que  comme  des 
expressions  puremenl  analytiques,  au  sens  de  Lagrange;  li  n'y  a 
ni  infiniment  petits  ni  limites;  enfin,  en  tantque  proc^d6  donnant 
deux  racines  ^gales,  et  pour  les  expressions  auxquelles  elle  est 
suppos^e  applicable,  la  m^thode  est  rigoureusement  fondle. 

Quant  au  postulat  qui  a  servi  de  point  de  depart,  que  la  racine 
double  correspond  a  un  maximum  ou  a  un  minimum,  Fermat  ne 
I'a  nuUemcnt  emprunt^  k  Kapler,  dont  probablement  il  n'avait 
pas  lu  les  ouvrages;  ce  postulat  est  une  simple  induction,  une 
generalisation  d^une  observation  d^ja  faite  par  les  Anciens  sur 
les  cas  ou  I'^qualion /(x)  =  a,  quadratique  ou  bicarr^e,  peut 
etre  r^solue  algebriquement  en:r,  et  ou  le  maximum  ou  minimum 
a  se  determine  des  lors  par  la  condition  que  les  radicaux  ne 
soient  pas  imaginaires.  Fermat  avait  trouve  cetle  observation  dans 
Pappus,  et  quoique  le  traducteur  Commandin  n'en  eut  passaisi  le 
sens,  elle  ^tait  assez  simple  pour  que  nous  voyions  a  la  meme 
dpoque  Roberval,  avant  Tinvention  de  sa  meihode  particuli^re, 
appliquer  a  la  recherche  des  langentes  le  proc^d^  des  Anciens 
pour  la  deiermination  du  maximum  ou  minimum  (Letlre  du 
II  octobrc  1 636;  OEuvres  de  Fermat,  t.  11,  p.  82). 

L'induclion  ^tait  au  reste,  a  eel  egard,  suffisamment  d'accord 
avec  rintuilion  geomelrique  pour  que  les  malhematiciens  du 
temps  n'en  cherchassent  pas  davanlage,  el  il  est  a  peine  utile  de 
remarquer  que  les  restrictions  auxquelles  celte  induction  doit^lre 
soumise  correspondent  preciscuient  aux  lacunes  de  la  metliode  de 
Fennat. 

En  rt^sume,  la  notion  de  rinfmiment  petit  a  616  introduite  en 
Mathematiques  par  les  mclhodes  de  quadratures  remontant  a 
Tantiquil^;  le  Calcul   infinitesimal  n'a  et^  fonde  que  lorsque  la 


MfiLANGES.  9.33 

liaison  entre  le  probl^me  des  quadratures  et  celai  des  tangcntes  a 
^X6  reconnue;  maiscette  liaison  n^a  M  conslat^c  qu^assez  lardet, 
semble-l-il,  empiriquement,  alors  que  depuis  longtemps  on  pra- 
tiquail  efieclivement  des  difl^^rentiations  de  fonclions  alg^briqurs 
par  des  proc^d^s  purement  analjtiqnes,  soil  celui  de  Fermal,  soil 
celui  de  Hiidde  qui  est  d^duit  des  principes  de  Descartes. 

Paul  Tannery. 


MtLANGES. 

HOTE  SUR  DEUX  GLASSES  PARTIGULliRES  DE  CONGRUENCES 

RECTILIGNES; 

Par  M.  Alphonse  DEMOULIN, 
R^p^titeur  k  rUniversil^  de  Gand. 

Nous  consid^rons  dans  cette  Note  : 

1®  Les  congruences  sur  les  deux  nappes  de  la  surface  focale 
desquelles  les  lignes  asymptotiques  se  correspondent; 

2^  Les  congruences  telles  que  les  lignes  asymptotiques  de  Tune 
des  nappes  de  la  surface  focale  correspondent  a  un  syst^me  con- 
jugal trac^  sur  I'autre  nappe. 

Soient : 

(Si)  et  (Ss)  les  deux  nappes  de  la  surface  focale  d'une  congruence 
rectiligne ; 

F|  et  Fa  les  points  focaux  d^une  droite  quelconque  de  la  con- 
gruence ; 

V  Tangle  des  plans  focaux  relatifs  k  cctte  droile; 

Rj  el  R',  les  rayons  de  courbure  principaux  de  (S|)  en  F|  ; 

Rj  et  Rj  les  rayons  de  courbure  principaux  de  (Sj)  en  Fj. 

Les  congruences  de  la  premiere  classe  jouissent  de  la  pro- 
pri^t^  suivante,  k  laquelle  Kihaucour  a  fait  allusion  dans  son 
Eiu.de  sur  les  ilassoides  el  dont  nous  avons  donne  recemment 
uoe  demonstration  dans  les  Comptes  rendus  des  stances  de 
V Academic  des  Sciences  (stance  du  29  Janvier  i8y4)  * 
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Lorsque  les  asymptotiques  se  correspondeni  sur  les  deux 
nappes  de  la  surface  focale  d'une  congruence,  on  a,  pour 
toute  droile  de  cette  congruence. 


R,R;R,R;sin*V  =  F,F,  . 

La  r^ciproque  de  ce  ih^or^me  a  ^l^  ^nonc^e  el  d^monlr^e  par 
M.  Cosseral  {Contptes  rendus,  stance  du  12  ftvrier  1894)  (*). 

Enfln,  M..^.VfdiQ\sc[i{Comptes  rendus,  seance  du  2avril  1894) 
a  fait  connaitre  la  propri^t^  suivanle,  qui  caracterise  les  con- 
gruences de  la  deuxidme  classe  : 

Pour  toute  droite  d'une  congruence  telle  que  les  lignes 
asymptotiques  de  Vune  des  nappes  de  la  surface  focale  cor- 
respondent a  un  sy Sterne  conjugue  trace  sur  r autre  nappe, 
on  a 


R,R',  R,R',  sin^V=— F,F,  , 

et  riciproquement , 

Nous  nous  proposons  de  faire  voir  que  les  theor^mes  de 
MM.  Cosseral  el  Waelsch  sont  siisceplibles  de  demonslralions 
g(^om6triques  fori  simples.  Pour  ^Ire  complel,  nous  reproduirons 
ici  noire  demonslralion  du  ih^or^me  de  Ribaucour,  mais  aupara- 
vanl  nous  ^lablirons  plusieurs  lemmes  sur  lesquels  nous  aurons  a 
nous  appuyer  dans  Ic  cours  de  ce  travail. 

Lrmme  I.  —  Soient  F|  et  V.y  deux  points  pris  arbitraircment 
sur  une  genera  trice  rectilignc  G  appar  tenant  a  une  surface 
reglee  (S) ;  V  r angle  des  plans  tangents  en  ces  points;  R|  et  K\ 
les  rayons  de  courbure  principaux  de  (2)  en  F| ;  R.^  ^^  R^  les 
rayons  de  courbure  principaux  dr  (-)  en  Fo.  En  Ire  ces  diffe- 
rentes  quantites  existe  la  relation 

(I)  n,H',  R,R',  sin^V=  F,F,'. 

Soienl  O  le  point  central  de  la  g^neratrice  G,  [i  son  paramelre 


(•)  II  n'siillr  de  relit*  r('Tipro<|iic  <|iic  les  congruences  ( T, )  de  noire  Note  des 
Comptes  rendus  sonl  idenliqties  aii\  conpniences  de  la  premiere  classe.  Kaisons 
observer,  en  onlr<\  <nie  l«'S  coiij;rnenres  ( 1'^  ),  roii>iderees  dans  la  inenie  Note,  siml 
nt'cessain'meiil  dr  l.i  pr«rnirre  rl;i«isr. 
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de  distribution,  f  i  el  02  les  angles  que  le  plan  tangent  en  O  fait 
avec  les  plans  tangents  en  F|  et  F3.  On  a 

OM,  OM, 

lang<p,=  -   -,  tang^,=  -g--, 

d'oii,  en  soustrayant  et  observant  que  ^i  —  'f2=  V, 

(,)  WjJ^  =  P • 

sin  V         costpi  coscp] 
On  a,  d'autre  part  (*), 

Ri  R'l  = r —  >  Rj  Rl  = r —  7 

cos*©!  COS*<pi 

d^ou,  par  multiplication, 

<  3)  r,r;r,r;-         ^' 


COS^ipi  COS*Oj 


La  comparaison  des  ^galites  (a)  et  (3)  donnc  la  relation  qu'il 
lUait  etablir. 
Si  Ton  appelle  T|  et  T2  les  rayons  de  torsion  des  asjmptotiques 
uipassent  respectivement  par  les  points  F|  et  F2;  on  a,  en  vertu 
du  ib^oreme  d'Enneper, 

*i  = — RiR'n       'I  =  — Rj^i» 

^E  la  formule  (1)  devient 


<-«)  Ti-:,sin«V  =  F,F,  . 

Celte  ^galit^  renferme,  commc  cas  particulier,  une  propri^te 
d^s  courbes  de  M.  Bertrand,  reconnue  par  M.  Schell  (ro/r,  a  ce 
^ojet,  une  Note  de  M.  Mannheim,  Comptes  rendits  des  seances 
^^  V Academic  des  Sciences^  seance  du  28  juillel  18--). 

Lemmb   II.   —    Si  deux   surfaces  se   louche nt  suii^anl   une 

f^igne  (C)  ^/  si,  en  un  point  M  de  celte  ligne,  elles  ont  des  cour- 

f>ures  tola  les  Agates,  ou  bien  la  tan  gen  te  en  M  cl  la  ligne  (C) 

^era  une  direction  asymptolique  commune  aux  deux  surfaces, 

ou  bien  les  deux  indicat rices  coi'ncideronl. 


(')  G.  DAnnoux,  Lerons  sur  la  thcorie  generate  lies  surfaces^  I.  Ill,  p.  3«m|. 
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Si  la  langenle  Mx  a  la  ligne(G)  est  une  direction  asymptolique 
commune  aux  deux  surfaces,  le  lemme  est  ddmontr^;  dans  le  cas 
contraire,  la  droile  Mx  admet,  comme  tangente  conjugate  par 
rapport  a  chacune  des  deux  surfaces,  la  m^me  droite  M^.  Rela- 
tivement  aux  axes  Mx,  My,  les  indicatricesdeces  surfaces  auront 
pour  Equations 

/p2  yi  /p2  yt 

(5)  -R^R'=''  R+R'='- 

De  I'^galit^  des  courbures  totales  au  point  M,  on  d^duit  R'=  R", 
et  par  suite  les  deux  indicatrices  coincident. 

II  est  a  observer  que  chacun  des  deux  cas  pr^vus  dans  I'^nonc^ 
du  lemme  actuel  se  pr^sentera  r^ellement.  Pour  le  premier  cas, 
la  chose  estevidenle;  quant  au  deuxi^me,  les  surfaces  2  =  0:^4- j^^, 
z  =  x^ -\- y^ -h y^  en  offrent  un  exemple.  Elles  se  touchent,  en 
effet,  suivant  la  parabole  ^=0,  z  =z  x^  et  ont  m^me  courbure 
totale  en  tons  les  points  de  cette  courbe;  or  cette  derni^re 
n^est  pas  une  ligne  asymptotique  du  paraboloide  de  revolution 
z  =  x^-\-y^. 

Lemme  III.  —  Si  deux  surfaces  se  touchent  suivant  une 
ligne  {C)j  et  si,  en  un  point  M  de  cette  ligne,  elles  ont  des  cour- 
bures totales  egales  et  de  signes  contraires,  les  directions  asym- 
ptotiques  de  chacune  des  surf  aces  sont  conjuguees  par  rapport 
a  Vautre, 

La  tangente  M^  a  la  ligne  (C)  ne  sera  jamais  une  direction 
asjmptotique  commune  aux  deux  surfaces,  car,  s'il  en  etait  ainsi, 
ces  surfaces  auraient,  au  point  M,  des  courbures  totales  Egales  et 
de  meme  signe;  c'est  ce  donl  on  s'assurera  ais^ment  par  la  consi- 
deration de  la  torsion  geodesique  de  la  ligne  (C).  En  consequence, 
les  Equations  des  indicatrices  seronl  n^cessairementde  la  forme (5); 
or,  par  hypothese,  R'=: —  R";  le  lemme  est  done  demontre. 

Lemme  IV.  —  Deux  surfaces  {S')  et  [S")  touchent  une  sur- 
face (S)  suivant  deux  courbes  (C)  et  (C")  respectivement,  et 
admettent,  en  un  point  M,  comniun  d  ces  deux  courbes,  une 
direction  asymptotique  commune.  Si,   au  point   M,   les  tan- 


\A 
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/Rentes  a ux  courbes  (C)  et  {C")  sont  conjuguies  par  rapport 
d  /a  surface  (S)  et  si,  en  outre,  les  courbures  totales  des  sur- 
faces (S')  et  (S")  sont  e gales,  la  courbure  totale  de  la  sur- 
face (S)  sera  egale,  en  valeur  absolue,  a  la  courbure  des  sur^ 

facr€s{S')et{S'). 

Soient  Mx  el  M^  ies  tangentes  aux  courbes  (C)  et  (C).  Par 
rapport  k  ces  axes,  Ies  indicatrices  des  surfaces  (S),  (S')  et  (S") 
oaE,   respectivement  pour  Equations 

a?'        y*  x^       y*  x*       y^  __ 

R"*"!?^-''  R"*"7"==''         7"^W"' 

cl  l"*ona,  par  hypothdse, 


on    d^duit  de  1^ 
d^o£i 


5  =  g,  Rp'=R'p'; 

r 

R  =  ep',         R'  =  ep'  (e=±i), 

RR'  =  eRp'  =  £R'p*. 

Si  £=r-4-i,  les  trois  indicatrices  coincident;  c'est  ce  qui  se 
produit,  a  I'origine  des  coordonn^es,  pour  les  trois  surfaces 

(S*)  z  =.  x'^ -\- y^ -^ y^ , 

A.«a  contraire,  a  i'origine  des  coordonnees,  e  est  ^gal  a  —  i  pour 
<es  t^arois  surfaces 

(S)  z-=.      x^ — y^-^x^^ 

(S  )  ^  =_a7j_^_^j_i_^s. 

L-'^i^iMK  V.  —  Si  deux  surfaces  (S')  et  (S"),  qui  touchent  une 

*Mr^Qce(S)  suivant  deux  lignes  (C)  et  (C)  ont,  en  un point  M, 

cotn  ^^xun  d  ces  deux  lignes,  une  direction  asymptotique  com- 

murm.^el  des  courbures  totales  ^gales  entre  elles  et  e gales  a  la 

cour^fjiif^  totale  de  la  surface  (S),  prise  en  signe  contraire, 

les  €^ngentes  en  M  aux  courbes  {(y)et  {C)  sont  conjuguees 

par  Rapport  d  la  surface  (S). 

^idil,  des  Sciences  mathem..  2*  scric.  I.  XVIII.  (Oclobre  1894)  »S 
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En  vertu  du  lemme  Hi,  les  direclions  asvmptotiques  de  la 
surface  (S),  au  poinl  M,  sonl  conjug^iiees  par  rapport  aux  sur- 
faces (S')  et  (S*');  celle  remarque,  joinle  a  I'hypolhese  que  les 
iodicatrices  des  surfaces  (S')  el  (S'')  out  une  asvniplole  comuiune, 
monlre  clairement  que  les  involutions  de  diam^tres  conjugues  re- 
latives a  ces  indicalrices  coincident. 

Cela  pos^,  soient  Mx  et  My  les  tangentes  aux  courbes  (C)  el 
(C),  Mx'  et  M^-'  les  tangentes  conjuguees  de  Mx  et  Mr,  par 
rapport  k  la  surface  (S).  Les  tangentes  Mx  et  Mx'  sonl  conjuguees 
par  rapport  a  la  surface  (S'),  et  les  tangentes  My  et  M^v'  sonl 
conjuguc^es  par  rapport  a  la  surface  (S");  il  est  done  necessaire 
que  Mx  et  My  coincident  (et  qu'il  en  soil  par  suite  de  mdme  de 
Mx'  et  de  My)^  sinon  les  indicalrices  des  surfaces  (S)  et  (S') 
auraient  en  commun  plus  d'une  paire  de  diam^tres  conjuguees. 

Nous  sommes  maintenant  en  possession  de  lous  les  elements 
n^cessaires  a  la  demonstration  des  tli(^oreines  qui  font  Tobjet 
de  celle  Note. 

THfiottEME  I.  —  Lorsqiie  les  asymptoliques  se  correspondent 
sur  les  deux  nappes  de  la  surface  focale  dUine  congruence 
reciiligne,  on  a,  pour  toute  droite  de  cetie  congruence, 


(A)  R,R;R,R;  sin*V  =  F,K,  .         (Ribaicoir.) 

Soionl  (A|)  I'une  des  deux  asymptoliques  de  (i^,)  qui  se  croi- 
sent  eii  F|,  el  (X)  la  surface  dc  la  congruence  circonscrite  a  (-1) 
suivant  (A|).  Celle  surface  touche  la  nappe  (i^o)  siiivant  un  asym- 
plotiquc(A2)  de  cetle  nappe  eladmot  ('vidcmmonl  conimeasyinplo- 
liques  les  li«;nes  (A,)  el  (Aj).  Dcsignous  par  Ti  el  To  les  rayons 
de  torsion  des  lignes  (A|)  el  ( A^)  a"^  points  F,  el  l'\  I  <>n  aura, 
en  verlu  de  Te^alile  (4)^ 

et,  en  meltanl  dans  celle  relation  pour  tj*  et  t:;  Irurs  valeurs 

on  ol)llrn(lra  la  forniiih*  (  \). 

luKORi  MK    II.  —  Si,   p(tur    toutc    dinite  tlunr   rongrurnre 
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recliligne, 


(A)  R,R;RjR;sinn^  =  FiF,  , 

lei  lignes  asymptotiques  se  correspondent  sur  les  deux  nappes 
de  la  surface /ocalc,  (Cosserat.) 

Faisons  d^crire  an  point  F|  une  asymptolique  (A|)  de  la  nappe 

(S|),  le  poinl  Fj  decrira,  sur  la  nappe  (Sa),   line  lignc  (A2)  :  il 

s'agit  de  demonlrcr  que  c^esl  une  asvinplotique  de  (^2)*  A  eel 

cd'et,  obsen'ons  que  la  surface  reglee  (S),  lieu  de  la  droile  F|  F2, 

louche  (S,  )  suivanl  (A,)  et  (S2)  suivanl  (A2),  et  qu'en  outre  les 

surfaces  (S)  et  (S|)  ont  m^ine  courbure    totale  en  ciiacun  des 

|>oints  de  (A|).  Happrochant  cette  remarque  du  leinine  I  et  de  la 

formule  (A),  on  voit  que  les  surfaces  (S)  et  (5l2)ontdescourbures 

Cotales  egales  en  lous  les  points  de  (A2).  Par  suite,  en  vertu  du 

Icrome  II,  ou  bien  la  ligne  (A2)  sera  une  asymplotique  sur  les 

deux  surfaces,  ou  bien   les  indicalrices  coincideront  en  tous  les 

f>ojnts  de  cette  ligne.  Or  cette  derniere  hypothese  est  a  rejeter, 

car,  si  elle  avait  lieu,  la  droite  F2F1  serai t  une  tangente  asympto- 

ti«]iie  de  (^2)9  ce  qui  est  impossible. 

Th^oreme  III.  —  Pour  toute  droite  d\ine  congruence  telle 
fju€>  les  asymptotiques  de  V une  des  nappes  de  la  surface  focale 
CO 9- respondent  a  un  systdme  conjugue  trace  sur  r autre,  on 


(B)  RiR;R,R;sin^V=— F,F,  .  (Waelsch). 

Soient  (A|),  (A',)  les  asymptotiques  de  (i)|)  qui  se  croisent  en 
Fi^  c^S),  (S')  les  surfaces  engendrees  par  une  droite  de  la  con- 
gruence lorsque  I'un  de  ses  poinls  focaux  decrit  successivement 

les  lignes  (A|)et  (A',).  Designons  par  j  et  -:,  les  courbures  totales 


(')  Dans  noire  Note  des  Comptes  rendus,  citee  plus  haul,  nous  avons  d<^mon- 
irf  ce  thcorcme  dans  lo  cas  parliculier  oii  Ic  syslt'iuc  conjujjue  csl  celui  qui  est 
fonnc  lies  lijines  de  courhurr.  La  faulc  de  sii^ne  que  coutrnait  noire  forniule,  et 
qui  provenait  de  re  que  nou**  n'avions  ronsi«lero  que  des  valeurs  abstdues,  a  ele 
*ijjiialre  par  M.  Cosserat  (/or.  cit.). 
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des  surfaces  (2)  et  (S')  an  point  Fj.  On  a,   en  verlu  du  lemme 


(6)  R,R;>t  sinW  =  F,Fj  , 


RiR;^'sin^V  =  FiF,  , 

d'ou  k=:  k'.  Observons  malntenant  que  les  surfaces  (S)  el  (S')  ont , 
au  point  F2,   une  tangente  as^mptotiqae  commune,  a  savoir  la 
g^n^ratrice  F2F, ;  enCn,  par  hypoth^se,  les  langenles  en  F2  au"x 
courbes  de  contact  de  la  nappe  (S2)  avec  les  surfaces  (S)  el  (S') 
sont  conjuguees  par  rapport  a  (22).  Toutesles  conditions  requises 
pour  rappHcation  du   lemme  IV  dlant  v^riGees,   nous   pouvons 
^crire   A'  =  iizR2R',.   Le   signe    4-    est  a    rejeter,    car    alors    la 
droite  F2F|  serai t  une  tangente  asymptolique  de  (S2).  On  a  done 
k  = —  R2R',  el,  en  portant  cetle  valeur  de  k  dans  la  relation  (6), 
on  obtiendra  la  formule  (B). 

Th^oreme  IV.  —  Si  la  relation 
(B)  RiR;  R,Ri  sin^V  =-  f7f1* 

est  verijiee  pour  toiite  droite  d'une  congruence,  il  existe  sur 
chacune  des  nappes  de  la  surface  focale  un  systeme  conjugui 
auquel  correspond  sur  Cautre  nappe  le  systeme  des  lignes 
asymptotiques.  (Waelsch.) 

Reprenons  les  surfaces  regimes  (2)  el  (S')  dofinies  ci-dessus. 
Du  lemme  I  et  de  la  relation  (B),  on  deduit  qii'elles  onl,  au 
point  F2,  des  courbures  lolales  ^galcs  enlre  elles  et  egales  a  la 
courbure  lotale  de  la  surface  (So),  prise  en  signe  contraire;  en 
outre  ellcs  onl,  au  point  F2,  une  direction  asymptolique  com- 
mune :  concluons  de  la,  par  Tapplicalion  du  lemme  V,  le  lli^or^me 
(^nonce. 
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SERRET  (J. -A.).  —  CocRS  d'Algebre  sup^rieure.  5*  6dition,  2  vol.  ia-8'', 
vi-647  et  694  p.  Paris,  Gaulhier-Villars  et  fils,  i885.  —  Covrs  de  Calcul 
DiFFERENTiEL  ET  INTEGRAL.  4'  Edition,  augment6o  d'uno  Note  sur  la  th6orio 
des  fonctions  olliptiques,  par  M.  Ch,  Hermite,  Tomel*'^ :  Calcul  diff6rcntiel. 
Id-S"*,  xvii-617  pages.  Tome  II  :  Calcul  integral,  xiii-904  pages.  Paris, 
Gautbier-Villars  et  Gls;  1894. 

n  suffira  ^videmment  d'annoncer  la  reimpression  de  ces  excel- 
lents  Ouvrages  dont  les  m^rites  sont  connus  et  apprccies  depuis 
longterops.  Avanl  sa  mort,  M.  Serret  avail  eu  le  temps  de  fixer 
d'une  maniere  definitive  ie  lexte  de  TAlgrbre  superieure  qui  ser- 
vira  longlemps  encore  d'excellente  introduction  k  Tetude  desM^- 
moires  de  Lagrange  et  des  anciensg^omelresainsi  que  des  travaux 
plus  recenls  relatifs  i  la  lh(5orie  des  substitutions.  Le  Cours  de 
Calcul  differentiel  et  integral  reproduil  en  substance  les  Lemons 
quenotre  illustre  maitre  a  si  longtemps  professees  a  la  Sorbonne. 
L'enseignemenl  de  celte  branche  de  TAnalyse  se  modifie  sans 
doute  sous  rinflucnce  des  recherches  modernes  relatives  k  la 
th^orie  des  fonctions;  mais  il  est  permis  de  penser  que  celtc  mo- 
dification qui  se  prepare  s'op(erera  lentement  et  que  TOuvrage  de 
M.  Serret  rendra  longtemps  encore  les  services  les  plus  appr^ci^s. 
Les  lecteurs  auronl  la  bonne  fortune  iVy  trouver  une  Notice,  fort 
^tendue  puisqu'elle  comprend  170  pages,  de  M.  Hermite  relative 
alath^orie  des  fonctions  elliptiques.  Ce  sont  les  vuesd'ensemble, 
les  apergus  profonds  que  Ton  rencon trait  deja  dans  la  Note  pu- 
bli^e  a  la  fin  d'une  edition  du  petit  Traitc  de  Lacroix;  mais  avec 
des  accroissemcnts  tres  notables  qui  la  rccommandent  k  Fattention 
de  tous  et  qui  ajoutent  la  plus  haute  valeur  a  la  nouvelle  Edition 
du  Cours  de  M.  Serret.  G.  D. 


Bull,  des  Sciences  mathcm.y  a*  stiric,  I.  XVIIL  (Novcmbrc  189}.)         n) 
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Paul  APPELL  ET  £douard  GOURSAT.  —  Theorie  dbs  ponctions  algbbriques 
ET  DE  LEURS  iNTEGRALEs;  6tudo  des  fonctioDS  analytiques  sur  une  surface 
de  Riomann;  i*^  fascicule.  Paris,  Gauthier-Villars  et  His;  1894. 

I.   Soil  I'^quatioD 

oil  A  est  une  conslante  diflferenle  de  z^ro,  ei,  ...,  e„j  n  con- 
stantes  difT^renles.  Si  /2  =  2/?4-i,  concevons  deux  feuillets 
plans  superposes  sur  le  plan  des  z;  faisons  dans  chacun  d*eux 
p  coupures,  assujetties  k  ne  pas  se  croiser,  allant  de  ^i  k  e^,  ..., 
de  e2p-t  a  e2p,  et  de  e^p^h  au  point  a  I'lnfini;  le  long  de  chaque 
coupure,  soudons  le  bord  de  chaque  feuillet  au  bord  oppos6  de 
I'autre  feuillet,  de  telle  sorte  que  le  point  z,  ^tant  supposd  plac^ 
sur  Tun  des  feuillets,  passe  sur  Tautre  feuillet  quand  il  traverse 
une  coupure  soudee,  ou  ligne  de  passage.  En  deux  points  z 
places  Pun  au-dessus  de  I'autre,  sur  les  deux  feuillets,  les  deter- 
minations de  u  sont  egales  et  de  signes  contraires.  La  supface  k 
deux  feuillets  ainsi  obtcnue  s'appelle  surface  de  Riemann.  On 
appelle  point  analytique  (;;,  u)  Tensemble  d'une  valeur  de  5,  el 
de  Tune  des  determinations  correspondantes  de  la  fonction  m. 

A  chaque  point  analytique  correspond  un  point  unique  de  la 
surface  dc  Riemann,  cl  reciproquemcnt.  Les  points  ei,  ...,  e^p^x 
et  le  pointQOSonlappeles/?om/5rf^  ramification.  Si  /j  =:  2^  -f-  2, 
on  prendra  une  surface  de  Riemann  a  deux  feuillets,  les  lignes  de 
passage  dtant  tracees  de  ei  a  ej,  . . .,  de  e^p^s  k  e^p^i*  H  y  a  deux 
points  k  rinfini,  un  sur  chaque  feuillet;  d'aillcurs,  toute  fonction 
rationnelle  sur  une  surface  de  Riemann  pour  laquelle  /?=  2/?  4-  a 
pent  se  ramener  a  une  fonction  rationnelle  sur  une  surface  de 
Riemann  pour  laquelle  n  =  r^.p  -\-  1 .  II  suffit,  dans  la  relation 


5  —  c, 


*/ 


de  faire  Ic  chanijreiiienl  de  variable  - 

Imaginons  une  surface  dc  Riemann  a  deux  feuillets.  Soit 
(zoy  Uq)  un  dc  ses  points,  distinct  d'un  point  de  ramification.  Sur 
le  feuillet  ou  il  est  situe,  tragons  un  cercle,  de  centre  (^0?  Wo),  el 
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de  rayon  5  asscz  petit  pour  que  ce  cercle  ne  conlienne  aucuri 
point  de  ramification  :  les  points  situ6s  dans  ce  cercle  constituent 
ce  qu'on  appelle  le  domaine  du  point  (;jo?  ^^o)*  O*^  appelle  do- 
maine  d^ un  point  de  ramification  ei  Tensemble  des  points  ana- 
lytiqiies  que  Ton  pent  atteindre  en  partant  du  point  e/,  dans  Tun 
ou  Fautre  feuillet,  le  module  de  -3  —  e/  restant  plus  pelit  qu'un 
certain  nombre  8,  moindre  que  la  distance  du  point  ei  au  point  de 
ramification  le  plus  rapproch^. 

Si  /I  =  2/? -h  2,  il  J  a  deux  points  a  Tinfini.  Soil  oO|  celui  qui 
est  silu^  sur  le  premier  feuillet.  Le  domaine  de  ce  point  sera  la 
portion  du  plan  situee  dans  le  premier  feuillet,  a  Text^rieur  d'un 
cercle  de  centre  O,  et  de  rajon  R  assez  grand  pour  que  tons  les 
points  de  ramification  soient  dans  ce  cercle.  Si  /i  =  2/?  -f-  i ,  le 
point  00  est  un  point  de  ramification  :  la  circonference  de  rayon 
tr^s  grand  qui  limite  son  domaine  aura  deux  tours. 

Une  fonction  v  de  z  est  dite  uniforme  sur  une  surface  de  Rie- 
niann  quand  elle  ne  prend  qu  une  valeur  en  chaque  point  (5,  u) 
de  cette  surface.  Soit  v=^f{z^  11)  une  telle  fonction.  La  fonc- 
tion V  est  dile  r^guliere  au  point  ordinaire  (:;o»  '^o)  si,  dans  le 
domaine  0  de  ce  point,  elle  est  developpable  en  une  s^rie  de  la 
forme 


V  =  «e 


V  =  ^  Av(;;  — ^o)v. 


v=o 


Si 

l€  point  (zoj  Wo)  est  dit  un  zdro  d'ordre  ni  de  la  fonction.  Si  la 
fonction  v  est  reguli^re  dans  le  domaine  du  point  de  ramification  e/, 
on  a,  dans  ce  domaine 


i'  =  ^Av(-5  — €/)*. 


v  =  0 


Si  elle  est  rdguli^re  au  point  x),  (/i  =  2/?  -f-  2), 


V  =  • 


V  -0 


dans  le  domaine  de  ce  point. 
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Si  elle  est  r^guli^re  au  point  00|  (n  =  2/?  -f-  i), 


_v 
v=o 


dans  le  domaine  de  ce  point. 

Un  point  oil  la  fonction  (^  n'est  par  reguli^re  est  un  point  sin- 
gutter.  On  ne  consid6re  que  des  fonctions  ayant  des  points  sin- 
guliers  isoles, 

Dans  le  domaine  8  d^un  point  singulier,  on  aura 


v  =  -t-« 


=   2   Av(;5  — ^0)^ 


v=— • 


pour  un  point  ordinaire  (^O)  ^q)  \ 


pour  le  point  ei\ 


v  =  — • 

V 

■ety 

V  =  -f-oo 

^  -  ^  Av^- 

v  =  — • 

-V 

/>-i-2); 

V  =  -+-aD 

t'=  ^  Av^ 

V 

pour  Ic  point  00  (^  ==2^-4-1).  La  partie  de  ce  ddveloppemenl  qui 
contient  les  puissances  ndgatives  de  -3  —  ^0?  ou  de  -3  —  e/,  ou  de 

-  s'appelle  la  partie  principale  de  r  au  point  singulier.  Si  la 
partie  principale  est  de  degr6  q  en  — -- — ,  ou  en j-,  ou  en  5, 

ou  en  z^y  Ic  point  singulier  est  un pdle  d^ordre  q. 

La  valeur  de  Tint^grale  — r-  /  \?  dz^  prise  dans  le  sens  positif 

sur  le  contour  du  domaine  0  d'un  point  singulier,  est  ce  qu'on 
nommc  le  rvsidu  relatif  a  ce  point  singulier. 

Si  la  partie  principale  est  une  s^rie  illimitee,  le  point  singulier 
est  AxlessentieL  Laissons  de  c6t(?  les  points  singuliers  essentiels. 


i 
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Daas  le  voisinage  de  tout  aulre  point,  la  fonclion  peul  se  mettre 
sous  Tune  des  formes  qui  suivenl  : 

(I)  «;  =  (z  — ^o)*[Bo-t-Bi(5~«o)~HB,(^-^o)'  +  ...]» 

dans  le  voisinage  du  point  (zq,  Uq)] 

(a)  9  =  (z  -  c/)*[bo-+-  B,(^  —  e/)«-h  B^iz  -  c/)  -+- . .  J, 

dans  le  voisinage  du  point  e/; 

(3)  ,=  J.(B.+  B.i+B.^ +...), 
si  /»  =  2/7  +  2,  dans  le  domaine  du  point  qO|  ; 

(4)  i^=-^/^o-HB,i-hB,-i-H...Y 

si  /I  =  2/?  -f-  I ,  dans  le  domaine  du  point  oO| . 

k  est  un  nombre  entier,  posilif,  negatif  ou  nul,  el  Bq  7^  o ;  A'  s'ap- 
pelle  Vordre  du  point  consid^r^  :  e'est  le  r^sidu  de  la  fonclion 

-^ —  relatif  a  ce  point.  Si  A^  >  o,  le  point  est  un  zero  d'ordre  k;  si 

Xr  <  o,  e'est  un  p6le  d'ordre  ( —  A ). 

Soil  i;  =  R(;;,  u)  une  fonclion  rationnelle  de  z  et  dc  u\  c'est 
une  fonclion  uniforme  sur  la  surface  de  Riemann,  n'ayant  a  dis- 
tance finie  ou  infinie  que  des  p6les.  R&ciproquenient,  une  fonc- 
lion v^  uniforme  sur  la  surface  dc  Riemann,  et  n'ayant  pas  d'autres 
points  sioguliers  que  des  poles,  est  une  fonclion  rationnelle  de  z 
et  de  £/.  On  pourra  mettre  la  fonclion  v  sous  la  forme 

^-  Rl3)^ ' 

ou  P(5),  Q(5),  R(5)  designenl  des  poljnomes  entiers  en  5,  sans 
facteurs  communs.  D'ailleurs,  I'exprcssion  gdn^rale  d'une  fonclion 
uniforme  sur  toute  la  surface  de  Riemann  est 

^clA  ^lant  des  fonclions  uniformes  de  z,  Remarquons  que  loute 
fonclion  v^  uniforme  sur  la  surface  de  Riemann,  el  r^guliCjre  en 

tousles  points  dc  celte  surface,  a  distance  finie  ou  infinie,  est  une 

coDstante. 
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Si  la  fonction  n^a  qii^un  nombrc  fini  de  points  singuliers, 
parmi  lesquels  pcuvcnt  ^Ire  dcs  poinls  singuliers  essentiels,  la 
somme  des  rdsidiis  relalifs  a  tons  Ics  poinls  singuliers,  a  distance 
finie  ou  infmie,  est  nulle.  Comme  consequence  de  ce  th^oreme, 
le  nombre  des  zdros  d'une  fonction  rationnelle  de  z  el  Ae  u  sur 
toutc  la  surface  de  Riemann  est  ^gal  au  nombre  des  infinis  (ou 
pdles)  de  cette  fonction,  chacun  des  z^ros  et  chacun  des  infinis 
^tant  compt^  autant  de  fois  qu'il  y  a  d^unites  dans  son  drdre.  On 
appelle  ordre  total  d'une  fonction  rationnelle  v  ie  z  cl  de  u  Ic 
nombre  dc  ses  infinis,  chacun  d'eux  etant  compl^  autant  de  fois 
qu'il  y  a  d'unites  dans  son  ordre.  L^equation  \?  —  C  =  o,  ou  G 
ddsigne  unc  constante  arbilraire,  a,  sur  toute  la  surface  de  Rie- 
mann, un  nombre  dc  racines  ^gal  a  I'ordre  total  de  r. 

Voici,  d'apr^s  M.  Weierstrass,  la  definition  du  genre  d'une  re- 
lation algebrique 

u«=  A(5  — «i)(«  —  ei)...(2  — en), 

avec  /I  =  2/)  -i-  I  ou  /I  =  2/?  -h  2. 

Si  une  fonction  v^  rationnelle  en  z  et  en  e/,  devient  infinie  en 
un  seal  point  analjtique  (zq,  Mq),  pris  arbitrairement,  I'ordre 
de  cet  infini  ne  pcut  pas  etre  moindre  qu'un  certain  nombre  en- 
tier.  Get  ordre  minimum,  diminu^  d*une  unit^,  se  nomme  le  genre 
de  la  relation  algebrique  enlre  u  el  z^  ou  le  genre  de  la  surface  de 
Riemann  corrcspondanle.  Le  genre  des  surfaces  de  Riemann  pr^- 
cedemmcnl  eludiees,  a  deux  feuillels  el  a  /i  poinls  de  ramifica- 
tion, n  elanl  cgal  a  ip  -hi,  ou  h  '>.p  -f-  2,  est  egal  a  p,  II  existe 
unc  fonction  ralionnclle  admcUanl  le  point  (wo,  ^o)  comme  pole 
d'ordre  (/>  -4-  » ).  Ellc  conlienl  deux  conslanles  arbitraires,  A  el  G. 
Elle  est  de  la  forme 

WoH {,Z  —  Za)  -\- .  .  .-\ {Z  —  Zii)P  -^  u 


-=  A  -4-  G  - 


I  1.7...  ,p 


^z  —  z^)P--'^ 


Remarquons  qu'une  fonction  ajanl  un  seul  zero  place  en  un 
point  dc  ramification  (qui  n'esl  j)as,  par  suite,  un  point  arbilraire) 
peut  y  devonir  infinie  dun  ordre  moindre  epic  (/>  -h  i).  Exemple, 

—  —  est  infinie  du  dcuxiemc  ordre  au  seul  point  Ci. 

On  peut  clicrcher  a  former  une  fonclion  i',  ralionnclle  en  z  el 
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cn  II,  ajant  q  p61es  arbitrairement  choisis  {a^ ,  6| ),  . . .,  (a^,  6^), 
dislincts  des  points   de   ramification,  avec    des   ordrcs  donnas, 
tti,  ...,  a^.  Cetle  fonclion  sera  d'ordre  total  egal  ar  =  ai4-...-f-a^; 
cUe  n'existe'que  si  Ton  a  n  ^p  -{-  i . 
Soil 

4  UQ  facleur  constant  pr^s.  P  est  de  degr^  au  plus  ^gal  a  r,  Q  de 
degi^  au  plus  <5gal  a  r — p  —  i.  Le  numerateur,  P-f-wQ,  d^ve- 
lopp^  par  la  formulc  de  Taylor,  doit  contcnir  (:;  —  «i)**  en  fac- 
leur dans  le  voisinage  du  point  («| ,  —  6| ),  . . .,  (5  —  ^7)*^  en  fac- 
tenr  dans  le  voisinage  du  point  (rt^,  —  bq),  Le  polynome  Q  dtant 
Ghoisi  arbitrairement,  de  degre  r  —  p  —  1 ,  le  polynome  P  est  de 
la  forme  P  =  AR-i-  P|,  A  dosignant  une  conslante,  et  P|  un  po- 
lynome de  degr^  (r  —  i),  entierement  determine  par  Ics  condi- 
tions pr^c^dentes  ( * ). 
L*expression  de  v  est 

R(5) 

Les  r  coefficients  des  parties  principalcs  sont  li^s  par  p  rela- 
tions. 

Ainsi,  supposons  ai  =. .  .=  a^=r  1 ,  q  =1  r^  on  aura 

v  =  A  H-  Ai h. .  .4-  Ar 

-3  —  rti  Z  —  Ur 

avec  Ie$/>  relations 

A|a|-h. . .-+- Arcri=  o        (A:  =  o,  i,  ...,/>  — 1). 

Remarquons  que,  si  les  points  (^i,  6|),  ...,  (^^j  br)  n'^laient 
pas  variables  indepcndammcnt  les  uns  des  autres,  la  fonction  v 
pourrait  existcr  pour  r<C/?-hi.  Ainsi,  si  Ton  prend  les  points 

(di,  6|),  (rt|,  — 6|),   r=         ^      admel   cos  deux  points  comme 

Z  —  (l\ 

p6les  du  premier  ordre. 

II.  Soit  V  une  fonction  rationnclle  de  z  el  de  w,  Tintegrale 

f  vdz. 


<•)  liKHMiTK,  Journal  de  Crelle,  t.  %\,  p.  70. 
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prise  le  long  d^un  chemin  trac^  sur  la  surface  de  RiemaDO,  est  une 
inl^grale  ab^Iienne  atlach^e  a  la  relation 

M*=  X{z  —  ei).,.{z  —  en)\ 

on  Tappelle  int^grale  hyperelliptique,  Quand  le  chemin  d'inl^- 
gration  varie,  les  exlr^mil^s  {zq^  Uq),  {z^  u)  restant  fixes,  les  dif- 
ftTcntes  valeurs  que  peul  avoir  l'inl6grale  ne  difTdrent  que  par 
cerlaines  conslantes  additives  appel<^s  modules  de  p^riodicite. 

Si,  en  un  point  a  distance  finie  de  la  surface  de  Rieraann,  la 
fonction  v  est  reguli^re,  Tint^grale  J(2,  u)  est  aussi  r^guliere  en 
ce  point. 

Soit  (a^,  bk)  un  p61e  de  v  d'ordre  m,  plac^  en  un  point  ordi- 
naire de  la  surface,  a  distance  finie.  Soit  Ra  le  residu  de  v  en  ce 
point.  Si  Ra  est  nul,  Tint^grale  J(3,  u)  est  uniforme  dans  le  do- 
maine  S  du  point  (rtA,  ^a)  qu'elle  admet  commc  p6le  d'ordre 
(m  —  i).  Si  Ra  n'est  pas  nul,  Tintcgrale  n'est  plus  uniforme  dans 
le  domaine  8.  EUe  augmente  de  2£7cRa  quand  le  point  (^,  u)  dd- 
crit,  a  rinterieur  de  8,  un  contour  ferm6  tournant  une  fois,  dans 
le  sens  positif,  autour  de  (^a,  Aa).  On  dit  alors  que  le  point  (oaj  ''a) 
est  un  point  singiilier  logarithmique  de  Tinlegrale. 

Soit  niaintenant  un  point  de  ramification  e/  que  la  fonction  i' 
admct  conime  pule  d'ordre  m,  le  residu  etant  K/.  Lorsque  le  re- 
sidu R/  est  nul,  rintegralc  est  uniforme  dans  le  domaine  o  du 
points*/  qu'elle  admet  comme  pcMe  d'ordre  ni  —  2,  tant  que  //?  est 
suporieur  a  2^  si  //;  =  i ,  elle  est  re^ulicre  au  poinl  ci  :  le  cas 
m  =  :i  ne  peut  se  presenter  avec  riivpollK'se  R|=  o;  lorscjue  Hi 
n'est  pas  nul,  rinlr^Malc  n'esl  plus  uniforme  dans  le  domaine  du 
point  t'/;  clle  augmonle  de  u/'-U/  quand  le  point  {z,  u)  lourne 
deux  fois  aulour  de  Cj^  dans  le  sens  direct.  Le  point  a  est  un  point 
singulier  lo«;arltlimi<|ue  de  Tinlo'^rale. 

Soil  n=  '.>./> -f- 2 ;  dans  le  domaine  du  point  x,.  en  appelant 
IVJ*  le  residu  relallf  a  ce  point,  si  RJ'  est  nul,  Tinh'i^rale  est  uni- 
forme.  Si  r  admet  le  poinl  x,  comme  pole  d'ordre  m,  J  Tadmet 
comme  pole  d'ordre  ni  -^  i.  Si  le  rosidu  RJ  n'est  pas  nul,  Finle- 
^rale  nest  plus  uniforme  dans  le  domaine  du  poinl  x,  ;  elle  aug- 
mente lie  2/t:RJ  quand  le  poinl  (z,  it)  ilecril,  dans  le  sens  positif, 
a  rinlorleur  du  domaine  considere,  un  cercle  ile  centre  z  =  o.  Le 
point  X,  est  alors   un    point  singulier    lo<;arillimique.    Pour  que 
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J{z,  u)  soil  r^guliere  au  point  00|,  il  faul  que  v^  dans  Ic  voisinage 

de    ce  point,  soit  un  Infiniment  petit  de  I'ordrc  de  — ?  ou  d'un 

ordjrc  sup^rieur.  M^mes  remarques  pour  le  point  0C2. 

Soit  /I  =  2/?  -h  2,  lorsque  le  r^sidu  R.  est  nul,  J  est  uniforme 

dans  le  voisinage  du  point  oo.  Si  v  admet  ce  point  comme  p61e 

d^ordre  m,  J  Tadmet  comme  p6le  d'ordre  m  -h  2.  Si  R„  n'est  pas 

nul,    rintegrale  n^est  plus  uniforme  dans  le  domaine  du  point  00  : 

elle    augmente  de  2/7:R^  quand  le  point  (5,  u)  d^crit  dans  le  do- 

maixi^e  du  point  oo,  dans  le  sens  positif,  une  circonf^rence  ferm^e 

(deijix  tours).  Le  point  oo  est  alors  un  point  singulier  logarithm 

micjue.  Pour  que  I'int^grale  soit  rcgulidre  au  point  00,  il  faut  que 

3 

^  soit  un  infiniment  petit  de  Tordre  de  (  -  )  ,  ou  d'un  ordre  sup^- 

rieiir. 

I^ansle  voisinage  d'un  point  singulier  logarithmique  (a,  6),  on 
^j    pour  J(>5,  w),  un  ddveloppement  de  la  forme 

J(«,  u)  =  R^(>3  —  a)  -h  tp(5,  m), 

?  ^tant  une  fonction  uniforme  dans  le  domaine  du  point  (a,  6), 
"■^guli^re  en  ce  point,  ou  I'admettant  comme  pole.  Dans  celle  for- 

•"^^le,  il  faut  convenir  de  remplacer  z  —  a  par  (;;  —  e/)^  quand  le 

P^**it  (a,  b)  coincide  avec  le  point  de  ramification  c/,  par  -  quand 

\^>  &)estun  point  ordinaire  a  Tinfini,  et  par(-)  quand  (a,  6) 
^st  ^^1  point  de  ramification  k  Tinfini. 

*-'inlegrale  J  peut  n'avoir  aucun  point  singulier  logarithmique, 
^*  ^oms  les  r^sidus  de  v  sont  nuls  separcmenl.  Mais,  si  elle  possede 
^■^  point  singulier  logarithmique,  elle  en  a  au  moins  un  second. 

*l    J"  a  trois  categories  d'inlrgrales  abeliennes  : 

•  **    Une  inl^grale  abelienne  est  de  premiere  esp^ce  quand  elle 

^sto    finie,   quel  que   soit  Ic  point  analytique  (^,  //),  a  distance 

*^*e   ou  infinie,  formant  la  limite  superieurc  :  une  telle  integrale 

^  ^  ne  fonction  anal^tique  du  point  (:?,  w),  rcguliere  en  tons  les 

P^ir^ts  de  la  surface  de  Rieniann,  niais  iion  uniforme. 

^*^    Une  integrale  ahelienne  est  de  deui^ieme  espcce  quand  elle 
^^lent  infinie  en  un  seul   point  de  la  surface  de  Riemann,  el 
que  eg  point  est  un  pole  de  I'integrale. 


\ 
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3®  Une  int^grale  abelienne  est  de  iroisi^me  esp^ce  quand  elle 
devient  infinie  seulement  en  deux  points  (a,  6),  (a',  b')  de  la  sur- 
face de  Riemann,  qui  sont  des  points  singuliers  logarithmiques 
de  telle  nature  que,  dans  le  voisinage  de  ces  points,  elle  puisse 
6tre  reprdsentde  par  des  expressions  de  la  forme 

—  4I(^  — a)  -f-  ^{z,  M), 

'f  et  (f'  d^signant  des  fonctions  rdgulieres   respectivement  aux 
points  (rt,  b),  {a\  b'). 

Les  integrales  de  premiere  espcee  sont  de  la  forme 


-m 


oil  S  =  X,  -4-  X2S  4- .  • .  +  \pZP~^^  avee  p  coefficients  arbitraires. 
Posons 


U 

(ao.  Wo) 


L'integrale  w  la  plus  g^n^rale  de  premiere  esp^ce  pourra  s'icrire 

w  =  Xi  wi  -h ...-+-  Xp  Wp  -t-  const. 

Ces  integrates  (V{,  ...,  Wp  sont  lindairement  ind^pendantes  : 
ainsi,  Ic  nombre  des  inl<5grales  de  premiere  espece,  lin(5airement 
ind^pendanles,  est  egal  au  genre />. 

Passons  aux  integrales  de  Iroisieme  espdce.  Supposons  d'abord 
que  les  deux  points  logarithmiques  soicnt  a  distance  finie.  L'inld- 
grale  de  troisicme  espece  sera 

cette  formule  s'applique  au  cas  011  les  points  (cr,  6),  (a',  6')  se- 
raienl  Tun  ou  Tautre,  ou  tons  les  deux,  des  points  de  ramification. 
Si  //  i=£  2/?  -h  2, 


m 


•  •"0 

( 
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Si  /I  =  2/>  -4-  I, 


/.(5.W)      ,        „      .      /,' 


L'lnt^grale  de  Iroisi^me  esp^ce  la  plus  gen^rale,  correspondant 
k  one  posilion  ddtermin^e  dcs  points  singuliers  logarithmiques, 
est  ^gale  k  I'inl^grale  que  nous  avons  form^e,  augmenl^e  d'ane 
int^grale  de  premiere  esp^ce  X|  Wi  -j-.  .  .  +  y^pWpj  avee  p  coeffi- 
cients arbitraires. 

On  peul  former  une  integrate  unique  de  troisl^me  esp^ce,  qui 
conserve  un  sens,  quelle  que  soit  la  position  des  points  (a,  6), 
(a',  6')  a  distance  finie  oa  infinie.  Pour  cela,  designons  par  X  une 
constante  arbitraire  esscntiellement  difTerente  de  a  et  de  a\  et 
posons 

4'-i.  (-5,  a)=    /         — I  ^ ; ^ —   \dz. 

Remarquons  encore  les  propri^t^s  suivantes  des  integrates  el^- 
mentaires  de  troisi^me  espece.  On  a 

Si  (a',  6')  =  (a,  b)  les  int^grales  nj  et  <J/  sonl  identiquement  nulles ; 
on  a 

<;t'i^>  "i)  -^  <i(^,  ".)  =  4:  (^^  ^^,)  -+-  const. 
K'*  (-.  «i)^  <•*■(-=.  «.)  =  C(f^  ^^.)  +  const. 

Nous  arrivons  au\  integrales  de  deuxicme  espece.  Soit  (S,''l)? 

un  point  analytique  situe  a  distance  finie,  et  distinct  des  points  de 

ramification, 

Tj«=  A($  —  e,  )...($  — e„). 

Soit  ^  la  valeur  de  ^  pour  -3  =  $,  «  =  t^, 
L'inlegrale  <^lementaire  de  deuxicme  espece  est 
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avec  le  p61e  simple  (S,  yj),  la  parlie  principale  relative  k  ce  p6le 

6tant z«  Onformera  de  m^meune  int^grale  ^^^^{z,  u]  q,  r^)  finie 

parloul,  except^  au  point  ($,  yj)  qu'elle  admet  comme  p6le  d'ordre 

V  -f-  I ,  la  partie  principale  relative  k  ce  p6le  ^tant  - — e\v-t-i  * 

L'int^grale  demand^e  est 

en  posanl 

De  m^me,  on  a 

Remarquons  la  formule 
De  m^mc, 

Ui  ct  W2  <^tant  les  valeiirs  do  u  aux  deux  points  superposes  en  z, 

Soit(?/  iin  poialde  ramificalion  a  distance  (inic,  soit  w  =-{z  —  ei)*Ui^ 
puis 


;(^,M;e,}-—    /  — -/-   ;, 


rintc^grale 

est  finie  parloul,  excepte  au  poinl  ^/,  qu'elle  admet  comme  p6le 
du  premier  ordrc,  avec  la   parlie  principale ,-•   Pour  ob- 

tenir  unc  integrale  qui  devienne  infinie  au   seul   point  r/,  qu'elle 
admellra  comme  pole  du  second  ordre,  avec  la  parlie  principale 

-; »  on  prendra  simplemenl 

Z  —  t'i 

X,  (z,u;c,)  =  ^-—  -I-  G  =  -    /        rT_7-:.  • 
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De  in^me 

D^ailleurs 

,U,  u)  p(/) 


avec 

Soil 
on  a 


P|/'=Ei,''H-(5-e,)Ei'»H-...+(^  — c,)l*E</'. 


SjuL-i  =  -, —  -T- const.        et        S*|i  =  const. 


Soil  n  =  3/?  -I-  2 ;  dans  le  domaine  du  point  oo, ,  soil 

rr       Ai        Aj 
z         z^ 
Posons 


on  a 


;<>^(>«,  m;ooi)  =  (v4-i)  /  -^^=li£fo. 

Pour  V  =  o,  on  a 


.15,") 


integrate  qui  devient  infinie  au  scul  point  qO|,  la  partie  principale 
en  ce  point  dtant  z, 
D^ailleurs 

De  m^me 

;<>)(;;,  M,;ooi)-4-  ^'^K'S,  "i;  oci)=  ^v-^-* -h  const. 
Si  n  =  2/?  -h  I,  soit  tj^^^(^,  «;oc),  Tintegrale  devcnant  infinie  au 


seul  point  Qoetayant  pour  panic  principale  en  cc  point  z  *  .  On  a 

^(t|x-i)(^^  a;  00  =  zV-. 


} 
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Soit  V  =:  2  [Jl,  M  =  5        'i^  : 


A,  ^A, 

^         z 


A, 


=  /A-4. -1-1- -*-+-...,  Qj,=  v/A4.-l-^...-h  — 


Aa 
zV- 


alors 


2         -/  M 


Soit  enfin 


on  a 


L'inl^grale  w^//  est  une  fonction  ri^guliere  du  point  (a,  6)  pour 
toulcs  les  positions  de  cc  point  a  distance  flnie  non  situ^es  sur  le 
chcmin  d'int(5gralion.  Soil  (5,  n)  un  point  ordinaire  de  la  surface 
de  Kicmann  :  tragons  le  chemin  d'integration  de  fa^on  qu'il  ne 
passe  pas  par  ce  point;  on  a  alors  le  developpement  qui  suit 


(a ^^*  (a  —  i)^-^^ 


• » 


on  a  done 


\'^\z.u\  ^ij)  = 


I         (t*X,(z.  u:  5.  T]) 


I.2...V       </5v-^» 


I  .  2  ...  V 


^;' 


Par  consequent,  si  Ton  donne  a  $  un  accroissement  A,  et  si  I'on 
appelle  A  raccroissemenl  correspondant  de  t,,  on  pent  ecrire 


l^{z,  ui  {  ^  /i,  T,  -+-  A^  =  ;<  3,  1/ :  J,  r,  > 


—  ...—  /i>;^  (3,  li;  J.  A) 


Dans  le  domaine  du  point  do  ramiHcalion  e,,  on  a 


et;; jf  =  TTt/  •  •  —  ( (I  —  f.  >•  ;<  -.  w : 
Oil  on  oonclul 


e,  t   - 


a  —  «*   • 


•#  —  I 

4 


/     I 


z.  u:  ei  \  — 


•  —  1 


:;<  w.  M ;  <!./>»  = 


^\  z,  u:  f\. »  --  .  ^- 


\  II  —  «'. 


^  •  •  J.  M  :  e,  I  — 


.»■.   «I    €*.-    '• 
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puis 


V  — I 


1  h   s 

Si  n  =  2/>  4-  2,  on  a  dans  le  domaine  du  point  oO| 

W|,  . . . ,  Wp  d^signant  des  intdgrales  de  premiere  espece.  On  en 
d^duit 


p 
I 


Dans  le  domaine  du  point  ooa,  on  aura  de  m^me 

C(^,«;?,i)=-/>?p-iWi-(/>-i)5/'-«w,-...-W;, 

—  n  ^(-5,  u\  00,)-  r^  c'(-.  w;  «j)— •••—  j^C^^-^H^,  w;  oci)-.... 

Si  n  =  2/>  4-  I ,  on  a  dans  le  domaine  du  point  00 

ip— 1  tp—Z 


00 

1  1 


H-a«Wp-^a"«<.*'-h2f^-ni^^^"*^('''  "'  *)» 


«       [xa« 


d'ou 


Consid^rons  mainlenanl  une  intdgrale  abelienne  quclconque 

/         vdz\ 
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on  pourra  toujours  la  mettre  sous  la  forme 


-f- V  [A,  !l(z,u;  a,  6)-»-  A, ^'(z,u;  a,  6)-+-. .  .-f-  AvC^»H^,  a;  a,^)l 
-h  X I  tvi  -+-...-+-  Xp  tvja  4-  const. 

Les  coefficients  Ra  et  A/  sont  connus  imm^diatement  si  Ton 
connait  les  points  singuliers  de  l^nt^grale  et  les  parties  principales 
qui  leur  correspondent.  II  n^en  est  pas  de  m^me  des  coefficients 

\  1 

/^l  7    •  •  •  )    »»o» 

Une  premiere  et  importante  application  de  cette  formule  est  la 
representation  d^une  fonction  rationnelle  i^  de  2  et  de  a  par  une 
somme  d'int^grales  de  premiere  et  de  seconde  esp^ce,  ou  la  de- 
composition en  mments  simples  d'une  fonction  rationnelle  de  z 
et  de  w.  Soit  v  cette  fonction  rationnelle.  On  aura 

p=2[A,C(«,  w;  a,  6)-+- AiC('«»  w;  a,  6)-i-. .  .-f- AvC^>^>n^»  w;  «»  ^)] 
-f-  Xi  tvt  -f- . . .  -f-  Xp  Wp  -4-  const. 

le  signe  ^  indique  une  sommation  ^tendue  a  tous  les  p61es  de  v^ 
la  fonction  v  elanl,  dans  le  domaine  («,  b)  de  la  forme 

Ai  Aa  Av  t      .-        '     I-. 

V  = h —  -+-. .  .-4- -+-  fonction  rei;uliere. 

;;  —  a       {z  —  a)*  (-5  —  ay  ° 

En  appliquanl  celtc  decomposition  a  la  fonction 


on  arrive  au  rdsultat  suivanl 


I  —  n 


Ainsi  rint^grale  eldmenlaire  de  sccondc  espece  est  une  fonction 
rationnelle  dcs  paranuHres  5,  ^,- 

Soienl  enfin  r  une  fonction  rationnelle  de  z  el  de  u ;  to  sa  valeur 
au  point  (-3o,  Ho)-  Soient  (r/,,  6,),  ...,  (r/^,  /.^^)  les  zeros  de  r; 
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(xi,  ^1),  . . .,  (a^,  pq)  ses  infinis^  on  a 


/»i'*»  ^        1  — ''f  *f 


«i.Pi  "f  Pf 

k  d^sigDant  un  facteur  constant.  Dans  cette  formule,  plusieurs  des 
iofinis  ou  des  z^ros  de  i'  peuvent  ^tre  ^gaux  entre  eux.  C^est  une 
formule  analogue  a  la  decomposition  d'une  fonction  rationnelle 
en  facteurs,  dans  le  cas  /?  =  o. 

IH.  Dans  ce  qui  suit,  on  consid^re  les  surfaces  comme  des 
feuillets  sans  ^paisseur,  de  sorte  qu'un  point  ou  qu'une  ligne 
traces  sur  la  surface  seront  visibles  pour  un  observateur  plac^ 
d'on  c6l^  ou  de  I'autre.  Les  surfaces  sont  en  outre  regard^es 
comme  parfaitement  elastiques  et  ind^chirables,  Une  surface 
€st  dite  connexe  lorsque,  ayant  pris  sur  cette  surface  deux  points 
qoelconques,  on  pent  les  joindre  par  un  trait  continu,  situ^  tout 
entier  sur  la  surface.  Une  surface  est  fermee  quand  elle  n^a  pas 
de  bords,  ouverte  quand  elle  a  des  bords.  Les  bords  d'une  surface 
peuvent  dtre  constitues  par  une  seule  ligne  continue,  ou  par 
plusieurs  lignes  continues  distinctes.  On  nVnvisage  que  des  sur- 
faces avee  des  bords.  Si  Ton  a  une  surface  fermee,  on  commencera 
par  lui  donner  un  bord,  en  y  faisant  une  petite  ouverture.  On 
appelle  coupure  une  section  faite  dans  la  surface  partant  d'un 
point  du  bord,  et  venant  aboutira  un  point  du  bord.  Une  coupure 
a  deux  bords  qui  font  partie  du  bord  de  la  surface.  Une  coupure 
peat  done  aboutir  en  un  point  de  Tun  de  ses  bords. 

On  dit  qu'une  surface  est  d  connexion  simple,  ou  simplement 
connexe  quand  on  pent,  en  d^formant  cette  surface,  suppos^e 
parfaitement  ^lastique  et  indechirable,  la  r^duire  en  un  feuillet 
plan,  limits  par  un  contour  simple.  Le  bord  d'une  surface  simple- 
ment connexe  se  compose  d^une  seule  ligne  ne  se  coupant  pas. 
Citons  comme  exemples  de  surfaces  simplement  connexes  :  1®  une 
calotte  sph^rique;  2®  ie  domaine  d'un  point  de  ramification  de  la 
surface  de  Riemann  a  deux  feuillets;  S""  une  surface  de  Riemann 
a  deux  feuillets  avec  deux  points  de  ramification. 

Pour  definir  le  sens  positif  du  contour  d'une  surface  simple- 
ment connexe,  il  faut  distinguer  Tune  de  Tautre  les  deux  faces  de 
la  surface.  Faisons  clioix  d'une  face  qui  sera  appelle  Vendroit, 

Bull*  des  Sciences  mathem.,  j*  serie,  l.  Will.  (Novciiibi-e  1894*)  so 
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ou  Ic  cdte  positif  de  la  surface,  appliquons  la  surface  sur  un  pU 
horizontal,  I'endroit  ^lant  au-dessus.  Le  sens  positif  du  contoiA.^ 
du  feuillet-plan  ainsi  obtenu  est  le  sens  dans  lequel  se  meut  Lm.i 
observateur  debout  dans  le  plan,  et  d^crivant  le  contour  en  aja  jbc: 
Taire  a  sa  gauche.  L'endroit  d'une  surface  de  Riemann  sera  la  fa.  ^^c 
sup^rieure  des  feuillets-plans,  supposes  ^tal6s  dans  le  plan  hoi 
zontal. 

Toute  coupure  faite  dans  une  surface  simplement  connexe 
d^coupe  en  deux  morceaux  dislincts;  toute  ligne  fermee  tra( 
sur  une  surface  simplement  connexe  pent,  par  deformation  c< 
tinue  de  la  surface,  ^tre  r^duite  a  un  point. 

Voici  maintenant  des  surfaces  non  simplement  connexes. 

I®  Consid^rons  une  surface  de  Riemann  a  deux  feuillets,  e 
quatre  points  de  ramification.  Deux  coupures  a  et  6  suffisen' 
rendre  la  surface  simplement  connexe,  T  d^signe  la  surface  S£ 
coupures,  T'  la  surface  rendue  simplement  connexe. 


Fig.  I. 


On  appelle  bord  positif,  de  la  coupure  a,  le  bord  cxt^rieur  X, 
hord  negatif  le  bord  inlerieur  p.  Pour  la  coupure  6,  on  choisil 
comme  bord  positif  le  bord  que  doit  suivre  un  mobile  pour  aller 
du  bord  positif  S  de  a  au  bord  negatif  y  de  a,  en  ajant  a  sa  gauche 
la  surface  de  Riemann  T'. 

2**  Dans  le  cas  g^n^ral,  n  =  ip  +  i  ou  n  =  2/>  +  2,  on  trace 
une  coupure  fermc^e,  6,  entourant^i,  e^;  puis,  partant  d'un  point 
de  i,  une  coupure  62-1-^2  venant  se  couper  elle-meme,  form^e 
d'unc  branche  C2  ct  d'une  boucle  ^2  enlouranl  e,  et  e^,  et,  ainsi 
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de  suite,  jusqu'd  la  coupure  Cp+  bp  venanl  se  coiiper  clle-m^me, 

formie  d'une  branche  Cp  et  d'une  boucle  cntoiiraol  les  points 

«5^_(,  Sip.  On  trace  eosuitv />  coupures  a  comme  l'mdi({ue  ta 

^^,  a.  On  oomme  bord  positif  des  coupures  a  le  bord  exterae, 


m^c^Q^  du  sigDC  +.  Le  bord  positif  dc  bu  par  exemple,  est  le 
™*^  cjue  doit  suivre  un  mobile  pour  aller  du  bord  positif  de  a,  au 


bord 


nigatif  en  marchant  dai 


lies 


s  positif.  Pour  les  coupures  c, 


le  choixdu  bord  positif  n'a  pas  d'importance.  La  forme  dcs  cou- 
pures DC  joue  aucun  r61e,  il  n'j  a  d'esscnliel  que  leitrs  positions 
relatives. 

^^nsid^rons  sur  la  surface  dc  Ricmanu  unc  aire  S,  finic  uu 
infinie,  ttmit^e  par  unc  ou  phisicurs  courbes  disiincLcs,  formant 
an  contour  C.  Soil  /(c,  u)  unc  fonction  du  point  analyliquc 
(2,  u)u[iiforme  dans  rairc(S),  liaic  surle  contour  C,  ii'admetlant 
dansl'aire  S  d'autrcs  singularilcs  que  dcs  poi 
eonombre  iini.  L'inli^grale 


,g„]ic 


mles 


Ij' 


«)'/--, 


pHsc  Ic  long  du  contour  C,  dans  Ic  sens  positif,  csl  cgalc 
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Ki,  • . . ,  R^  designant  les  r^sidus  relatifs  k  tous  les  points  singu- 
Hers  situ6s  sur  S,  et  au  point  oo,  si  I'aire  S  est  inGnie. 

Supposons  Taire  simplement  connexe.  Supposons  que,  dans 
cetle  aire,  les  r^sidus  soicnt  tous  nuls.  Consid^rons  dans  I^aire  S 
deux  chemins  joignant  les  points  (zq,  Uq),  (2,  u),  les  valeurs  de 
rint^grale 

f         f{z,u)dz, 


prises  le  long  de  ces  chemins,  sont  ^gales.  F(2,  u)  est  uniforme 
dans  Taire  S.  Elle  n'a,  dans  Taire  S,  que  des  points  singulier^ 
isol^s. 

Supposons  que  Taire  S  se  compose  de  toute  la  surface  simple — 
ment  connexe  T'  dont  le  contour  C  est  form^  de  Fensemble  des^ 
coupures  gm,  6a,  cm-  Supposons  /(z^  u)  uniforme  sur  toute  la  sur — 
face  T'.  L^int^grale 

f{z,u)dZy 


f 


prise  sur  le  contour  de  la  surface  T',  dans  le  sens  positif,  est  ^gale 
au  produit  de  217c  par  la  somme  des  r^sidus  de  /. 

Si  la  fonction  f{Zy  u)  est  uniforme  non  seulement  sur  la  sur- 
face T',  mais  aussi  sur  la  surface  T,  non  decouple,  la  somme  des 
rtmdus  de  celte  fonclion  sur  toule  la  surface  (y  compris  les 
points  a  Tinfini)  esl  nulle. 

Supposons  qutN  sur  la  surface  T',  lous  les  r^sidus  Aq  f{z^  u) 
soiont  nuls»  Tinlograle 


r.wj 


V{Z.  u\  ^     I  f\^z.  u)du 


-•      «• 


osl  uniforme  sur  la  surface  T'.  Kile  n'a  pas  d^aulres  points  siogu- 
liers  que  eeux  de  f\z.  //^,  >auf  peul-^lre  le  poinl  a  Pinfini. 

Si  J\Zy  M^  esl  une  foucliou  ralionnelle  de  3  et  de  <i  avec  de 
resiilus  nuls,  F\5,i/^esl  une  inlegrale  abelienne  compos^e  avec 
lies  iniegrales  de  prtMuiert*  el  de  deuxieme  espece. 

I'ne  somme  d'inleijrales  de  premiere  el  de  deuxieme  espdce, 
«\anl  Li  mi^me  limlle  superieure  \^5,  l/^.  esl  une  fonction  uniforme 
de  ^^v,  l/^  sur  la  surface  de  Kiemanu  simplement  connexe  T'. 
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Supposons 


F(z,u)  =   /         /{z,u)dz, 


y  ^Unt  rationnelle  en  z  et  en  u]  sur  le  bord  d'une  coupure,  la 
difl(£rence  F(X)  —  F(p)  (X  et  p  ^tant  deux  points  opposes  pris 
sur  la  coupure,  X  sur  ie  bord  positif,  p  sur  le  bord  negatif)  est  una 
constante  qu'on  appelle  module  de  periodicite, 

Soit  Aa  le  module  de  periodicite  relatif  k  la  courbe  ak]  Aa  est 
^al  a  la  valeur  de  Tint^grale 

Sf(z,u)dz, 

prise  dans  le  sens  posiiif  le  long  d^une  courbe  fermee  entourant 
les  deux  seuls  points  de  ramification  (^^a.m  ^2a)«  sur  le  feuillet 
inr^rieur. 

Les  differences  constantes  sur  les  coupures  c  sont  nuUes. 

Soit  6a  le  module  de  periodicity  relatif  k  la  courbe  6a-  Ba  est 
^gal  k  la  valeur  de  Tintegrale 

ff{z,u)dz, 

prise  dans  le  sens  negatif  sur  une  courbe  fermee  entourant  les 
points 

(  ^t  >  ^J»  •  •  •  »  ^JA-1  »  ^J/M-1  )• 

Soit  F(5,  u)  la  valeur  que  prend  Tintegrale  en  un  point  (^,  w), 
<|QaDd  la  variable  (2,  u)  ne  franchit  aucune  coupure.  La  valeur  la 
plus  generale  que  puisse  prendre  Fintegrale  en  ce  point,  quand  le 
point  {Zj  u)  pent  franchir  arbitrairement  toutes  les  coupures,  est 

#ni,  ...,  nip^  /}{,  ...,  np  etant  des  nombres  enliers,  positifs, 
Q^gatifs  ou  nuls.  Soient  F(z,  11)  et  F'(5,  u)  deux  integrales  abe- 
lieones  composees  a  Taide  d^inlegrales  abeliennes  de  premiere  et 
de  deuxieme  esp^ce;  appelons  Aa  et  Ba  les  modules  de  periodi- 
cite de  rintegrale  F,  Aj^  et  BJ^.  ceux  de  Tintegrale  F'  le  long  des 
coupures  Oky  6a  ;  on  a 

1=^  Cv dv'=  A,n; -a; n, -+-... -hA;,n;-A;,B,,. 
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D'autre  part,  I  est  (^gal  k  2£7c  multipli^  par  la  somme  des  r^sidus 

de  F  -r—  sur  toute  la  surface  de  Riemann. 
dz 

Si  F  et  F'  sont  des  int^grales  de  premiere  espece,  on  a 

AiB;  —  a;  B,  4-. .  .-h  ApB;,— A;,Bp  =  o. 

Si  F{z,  u)  est  une  int6grale  de  premiere  espece,  F'(5,i/)  ui»  ^ 
intdgrale  de  deuxi^me  espece,  avec  le  p61e  simple  (a,  6),  alors 

A, B;  —  a;  B, -^. .  .-^  ApB^-  K'p\^p  =  —  ^iizf{a,  b), 

f{z^  u)  d^signant  la  d(5rivee  de  F(5,  u)  par  rapport  k  z. 

Soit  4>(-3,  w)  =  X  -I-  lY  une  fonction  uniforme  du  point  analy- 
lique  {Zj  w),  r^guli<^re  en  tons  les  points  d'une  portion  simplemeni 
connexe  S  de  la  surface  de  Riemann,  I'int^grale  J  =  /XrfY,  prii 
le  long  du  contour  total  C  dans  le  sens  direct,  a  une  valeui — 
positwe. 

Pour  une  integrate  quelconque  de  premiere  espece,  la  quantity  J 
est  positive.  II  est  en  particulier  impossible  que  toutes  les  quan- 
tities A|,  ...,  Ap  soient  nulles  simultan^ment.  M^me  remarquc 

pour  R|,  . . . ,  Bp. 

K' 

Ainsi,  pour  les  inl^gralcs  ciliptiques,  dans  le  rapport  jry  la 

panic  reelle  est  positive. 

Soient  vV|,  ...,  iVp  p  inldgrales  de  premiere  espece  lineaire- 
ment  inddpciidantes.  Posons 


iv'*'  =  X| IV,  -f-. .  .-f-  X 


pWp, 


On  pourra  determiner  les  a  en  ecrivant  que,  dans  Tinli^grale  tv^*', 
tous  les  modules  dc  j)criodicil(5  relatifs  aux  coupures  a  sont  nuls, 
except^  cclui  qui  sc  rapporlc  a  la  coupure  «a»  el  que  nous  ferons 
<!^gal  a  lir..  L'inle^ralc  tr'^^,  ainsi  delermin<5e,  est  une  integrate 
normale  de  premiere  cspCrce.  II  y  a  />  de  ces  int<5grales 
(A-=i,  ...,  />),  lineaircmonl  indcpendantes.  Soient  6am  •••»  l>kp 
les  modules  dc  periodicitc  de  Tinlegrale  iv^*^  le  long  des  coupures  6. 
On  a 

On  p<)S(!ra,  dans  la  suit t*. 
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Soit 


A=i *=i 


jp  et  <[«  ^tant  des  formes  quadraliques  a  coefficients  r^els  :  la  forme 
gaadratique  ^(/ni,  . ..,  nip)  est  une  forme  dejinie  et  negative. 

11  est  impossible  d'avoir  entre  les  2/>  p^riodes  A|,  •••,  A^,, 
6|,  •  • .,  Bp  une  relation  de  la  forme 

miAi-f-. .  .H-  mpkp-\-  /i|Bj-»-. .  .-h  /ipBp=  o, 

nt^j  •  ..,  nipj  riij  . . .,  rip  ^tant  des  nombres  entiers,  les  m£mes 
pour  toutes  les  int^gprales  de  premiere  esp^ce. 
Posons 

Z  =  5(-«,  u;  ay  b)  -h  Viw^^^ -h. .  .-h  VpW^P^. 

Ecrivons  que  les  modules  de  periodicity,  tout  le  long  des  cou- 
pares  a,  sont  nuls;  on  aura 

Ajt-*-2PA«Tr  =  o        (A-  =  1,  .. .,/?), 

en  snpposant  que  Aa  soit  le  module  de  periodicity  de  ^{ZyU]a, b) 
*e  long  de  la  coupure  a*.  On  obtient  ainsi  Vintigrale  normale  de 
^u^x:iinie  espdce.  Soient  B',,  . . .,  B^  ses  modules  de  pdriodicite 
le  loiig  des  coupures  b;  posons 


on  aura 

^i  le  point  (a,  b)  dtait  un  point  de  ramification,  ou  un  point  a 
l^nfini,  il  faudrait  remplacer  cpA(«,  b)  par  le  r^sidu  du  produit 

^    {zy  u) — ^ — ^  au  point  (a;  6).  Rcmarquons  que  les  modules 

w  periodicity  de  I'integrale  normale  Z  de  deuxiemc  espdce  sont 
ow  jonctions  ratio nnelles  de  (a,  b). 
L'lntegrale 


n  est  pas  uniformc  sur  T'.  Pour  avoir  une  surface  sur  laqucllc  clle 
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solt  uniformey  on  partira  d'un  point  du  bord  de  a^,  par  exemple, 
on  fera  dans  un  feulllet  de  la-  surface  de  Riemann  une  fente  I, 
aboutissant  a  (a,  6),  sans  franchir  aucune  coupure,  puis  une  nou- 
velle  fente  m,  de  (a,  b)  k  (a',  b'),  toujours  sans  franchir  de  cou- 
pures.  On  choisira  les  bords  positif  el  n^gatif  de  m  de  telle  sorte 
qu'en  tournant  autour  de  (a',  b'),  de  mani^re  k  avoir  ce  point  k  sa 
gauche,  on  aille  du  bord  positif  au  bord  n^gatif.  Les  signes  des 
bords  de  /  se  determinent  ensuite  par  continuity. 

Soit  T'^  la  surface  de  Riemann  munie  de  ces  nouvelles  coupures. 
Le  long  des  coupures  a^  et  b^f  ^  a  des  modules  de  periodicity  ^t 
et  ill>A.  Le  long  de  /,  le  module  de  periodicity  -C^st  nul.  Le  long 
de  m,  OIL  =  2/7:. 

Soit  T9|(^,  u)  i'une  des  valeurs  de  w{Zj  u)  sur  la  surface  de 
Riemann  T,  toutes  les  autres  sont  donn^es  par  la  formule 

Posons 

Cette  int^grale  sera  normale  si  Ton  determine  les  X  de  fagon  que 

tous  les  modules  de  p^rlodicite  le  long  des  coupures  a  soientnuls. 

On  aura 

<tl>A -+-aX^iir  =  o        (A:  =  I,  , . .,/?). 

On  a  d'ailleurs 

DV^t  =  tv(^'(a',  b')  —  iv{*'(a,  6), 

^S\i,^  eiant  le  module  de  p^riodicite  de  112*  'c  lo"S  de  la  coupure 

6*. 

IV.  F(-s,  u)  etant  un  polynomc  enlier  a  deux  variables,  z  et  u 
de  degrd  m  en  u  qui,  ordonnd  par  rapport  a  w,  s'^crit 

les  coefficients  ^i{z)  ^tant  des  poljnomes  entiers  en  c,  si,  pour 
5^  a,  r^quation  F(v,  w)  =  oa  n  racines  dgales  a  6,  pour  une 
valeur  de  z  voisine  de  a  elle  a  n  racines  voisincs  de  b.  Si,  en 
particulier,  Tequation  F(5,w)  =  o  a  une  seule  racine  dgale  a  b 
pour  z  =  a,,  clle  admct  une  scule  racine  voisine  de  b  pour  une  va- 
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leur  de  z  voisine  de  a.  On  peut  alors,  des  points  -s  =  a  et  a  =  6 
comme  cenlres,  d^crire  deux  cercles,  C  et  C|,  de  rayons  p'  et  r, 
respectivement,  telsque,  pour  toute  valeurde.3  ^Tint^rieur  de  C, 
r^uation  F  =  o  ait  une  racine,  et  une  seule,  a  I'int^rieur  de  C4  • 
La  fonction  u  est  done  continue  et  uniforme  tant  que  z  reste  k 
I'int^rieur  de  C;  elle  admet  d'ailleurs  une  d^rivde  :  c^est  done  une 
fonction  analytique  de  z  dans  ce  domaine.  Cette  d^riv^e  est 

dF 
du  _  dz 
di  "*""  W"' 

du 

Cest  elle-mdme  une  fonction  continue  de  z  dans  le  cercle  C. 
DonCy  k  rint^rieur  de  C,  la  racine  u  est  d^veloppable  par  la  for- 
mule  de  Tajlor, 

a  =  6-+-  ai(^  —  a)4-ai(-«  —  a)*  4-.. ., 

et  le  rajon  de  convergence  de  cette  s^rie  est  au  moins  ^gal  k  p', 
mais  peut  lui  £tre  sup^rieur.  De  m^me,  si  pour  2  =  a  I'^quation 
F  :=  o  a  /n  racines  simples,  6| ,  . . . ,  bmy  on  peut  trouver  un  cercle 
C,  de  centre  a,  et  de  rajon  assez  petit  pour  qu^^  Tint^rieur  de  ce 
cercle  les  m  racines  soient  des  fonctions  uniformes  et  r^guli^res; 
les  m  racines  sont  alors  representees  par  m  d^veloppements  dis- 
tincts;  on  a,  par  exemple,  pour  la  racine  2//,  qui  se  r^duit  k  bi 
pour  z  =  aj 

Ui  =  bi-^  ol\^^(z  —  a)  -f-  0L^i^{z  —  a )*-+-.. .. 

Les  rayons  de  convergence  de  ces  diff^ rentes  series  sont,  en  ge- 
neral, in^gaux. 

On  a  ainsi  d^fini  un  element  de  fonction  alg^brique.  On 
^tendra  la  definition  de  proche  en  proche.  Supposons  queF(2, «) 
soil  indecomposable^  c'est-a~dire  ne  soit  pas  le  produit  de  deux 
ou  plusieurs  polynomes  entiers  en  z  et  u.  Alors  T^quation  F  =  o 
n'aura  de  racines  multiples  que  pour  des  valeurs  de  z  en  nombre 
JinL  On  obtiendra  ces  valeurs  de  z  en  ^liminant  u  entre  les  deux 

^nations  F(^,  w)  =  o,  ^  =  o.  Ces  valeurs  de  2,  ainsi  que  les  ra- 
cines de  r^quation  (ffn{z)=>  o  s^appellent  les  points  singuliers, 
Prenons  deux  points  non   singuliers,  z^^  7j^    et   un  chemin  L 
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joignant  ces  deux  points,  el  nc  passant  par  aucun  point  singu 
licr.  Soil  «/|,  ...,  Um  les  m  racines  simples  de  T^quatio 
F(-Soi  ")  =  o«  Si  Ton  part  de  5©  avec  I'une  de  ces  racines,  Ui  pa 
cxemple,  la  valeur  de  cette  racine  sera  (ix^e  tout  le  long  du  ch< 
min  L  par  la  condition  de  continuity. 

Si  A  est  une  aire  plane,  limitee  par  un  seul  contour,  ne  renfer — 
mant  aucun  dcs  points  singuliers;  si  Ton  va  d^un  point  z^  k  un 
autre  point  Z  par  deux  chemins  contenus  tout  entiers  dans  Taire 
A,  en  prenant  la  meme  valeur  initiale  pour  2/,  on  arrive  au  poin 
Z  avec  la  meme  valeur  finale. 

Lorsqu'au  point  5  =  a,  I'c^quation  F  =  o  a  une  racine  b  d'ordre 
/I,  les  n  racines  voisines  de  b  pour  une  valeur  de  z  voisine  de  a, 
forment  un  ou  plusieurs  syst^mes  circulaires.  Les  p  racines 
{/{,  ..,^Up  appartenant  a  un  m^me  syst^me  circulaire  sont  re- 
presentees par  une  m^me  s^rie  procedant  suivant  les  puissances 

1 

cntieres  et  positives  de  {z  —  a)'', 

1  s 

les  di(r<6rentes  racines  ai,  . .  ,^  Up  ^tant  obtenues  en  rempla^ant 

successivemenl  dans  ce  d(3vcloppement  (z  —  a)P  par  ses  p  deter- 
minations. 

z  =  a  ctant  une  racine  de  'fm{z )  =  o,  les  racines  qui  deviennent 
infinies  pour  z=:  a  peuvent  se  parlager  en  syst^mes  circulaires. 
Soient  W|,  . . . ,  Up  les  p  racines  d'un  tel  sysl^me  circulaire.  EUes 
scront  representees  par  un  d^veloppement  de  la  forme 

_!?r  1  I  1 

u  =  (z  —  a)   r|_ao  -h  ii(z  —  a)P  -\-  :ti(z  —  a)P-+-...J. 

Si  p  =^ij  le  point  z  =  a  est,  pour  la  racine  consid^r^e,  un  p6le 
ordinaire.  Si/?  >>  i ,  c'cst  un  point  dc  ramification  en  mSme  temps 
qu'un  p61c. 

Al'infini,  on  aura,  commc  devcloppement,  soit 


M  =  6  -h 
ou 


«  =  (^)-'[ao^-a,(l)Ua,(i)r.-H...]. 
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li  est  essenliel  de  remarqucr  qu*il  n'y  a  jamais  qu'un  nombrc 
fini  de  termes  a  exposanls  n^gatifs. 

Une  fonction  alg^brique  n^admet  que  deux  catc^gories  de  points 
singuliers  :  i"  des  p61es,  2"  des  points  critiques  algdbriqucs.  Ces 
points  singuliers  sont  toujours  en  nombrc  fini.  R^ciproquemcnt, 
loute  fonction  anal^'tique  qui,  sur  tout  le  plan  des  z  (y  comprisle 
point  k  TinGni),  n'admct  que  des  poles  ou  des  points  critiques 
aig^briques,  et  qui  n^a  qu^un  nombrc  (ini  m  de  determinations 
en  chaque  point,  est  une  fonction  alg^briquc. 

Soit  F(5,  w)  =  o  une  Equation  alg^brique  enti^re  irr^ductible, 
de  degr^  m  par  rapport  k  u.  Supposons  que,  pourz  =  5o,  elle 
admette  m  racines  dislinctcs  et  finies,  </{,  . . .,  e/m*  Partons  de  z^ 
avec  la  valeur  initiale  u^  par  excmple  :  on  pent  choisir  le  contour 
ferm^  d^crit  par  la  variable  de  fagon  que  la  valeur  flnale  soit  Tune 
quelconque  des  m  racines,  d^signde  a  I'avance. 

Si  {^o^Uq)  et  (3|,Wi)  sont  deux  sjslemes  de  solutions  grwe/- 
conques  de  T^quation  F(x;,  u)  =  o,  si  on  a  d^montrcS  qu'il  existe 
un  cheroin  allant  du  point  x^o  ^u  point  ^1,  et  conduisant  de  la  va- 
leur initiale  Uq  k  la  valeur  w,,  on  pent  en  conclure  que  le  poly- 
nome  F(-s,  u)  est  irr^duclible,  ou  une  puissance  exacte  d'un  po- 
Ijnome  irr^ductible. 

Laissons  de  c6i6^  pour  un  moment,  les  points  a  Tinflni.  Les 
points  critiques  de  la  fonction  alg^brique  u  de  z  correspondent : 
I**  aux  points  de  la  courbc  F( jj  u)  =  o,  ou  la  tangente  est  paral- 
lelc  a  Taxe  des  a,  2^  aux  points  multiples. 

Supposons  d'abord  que,  pour  5  =  a,  on  ait  une  racine  b  d'ordre 

/I,  et  que  ^  ne  soit  pas  nul  pour  z  =  a,  u  =  b;   les  /i  racines 

iorment  un  syst^me  circulaire. 

Si  (a,  b)  est  un  point  multiple,  on  portera  Torigine  en  ce  point 
<t  Ton  s^parera  les  racines  infiniment  petites  par  la  m^lhode  de 
M,  Puiseux  :  les  n  racines  voisines  de  z6io  sont  d'un  degr<5  infini- 
tesimal commensurable  determine.  En  definitive,  lorsque,  pour 
-5  =  a,  inequation  F  =  o  admet  n  racines  egales  a  6,  les  n  valcurs 
<le  u  qui  tendent  vers  b  lorsque  z  tend  vers  a,  sont  representees 
<lans  le  domainc  du  point  z  =  a  par  un  ou  plusicurs  developpe- 
^cnts  de  la  forme 

u  =  b  -^  oLi(z  —  a)r  -h  a.2 ( -  —  a)P  -4- . . . , 
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ou  Ton  atlribue  k{z  —  ay  ses  p  determinations,  et  ou  Ton  prend 
la  m^me  determination  dans  chaque  terme  :  il  ne  pourra  pas 
arriver  que  tous  les  qi  aient,  avec  p,  un  autre  diviseur  commun 
que  I.  Si  Ton  a  un  seul  syst^me  circulaire  de  n  racines,  le  point 
z  =  a  est  dit  un  point  de  ramification  d*ordre  n  —  i ;  pour 
/I  =  2,  on  dir  que  c^est  un  point  de  ramification  simple;  si  Ton  a 
plusieurs  sjst^mes  circulaires,  au  point  ^  =  a  sont  superposes 
plusieurs  points  de  ramification  distincts. 

F(.3y  {/)=  o  designant  une  Equation  alg^brique  entiere,  irre* 
ductible,  de  degr^  m  en  u,  marquons  dans  le  plan  les  diiTerents 
points  ai  y  . .  • ,  a*^  autour  desquels  plusieurs  racines  se  permutent 
et  tragons  k  partir  de  ces  points  des  coupures  s'etendant  k  Tinfini, 
de  fagon  que  ces  coupures  ne  se  croisent  pas  entre  elles.  Soil  ^« 
une  valeur  de  z  telle  que  T^quation  F(^o,  u)  =  o  ait  m  racines 
distinctes  et  finies,  b^^  . . .,  bm-  Appelons  u^J  •  • .,  c<m  les  m  ra- 
cines qui  se  r^duisent  respectivement  a  6|,  .  • .,  6/n  pour  z  =■  2«. 
Imaginons  m  feuillets  plans  superposes,  admettant  toutes  les  cou- 
pures allant  des  points  a/  a  Tinfini.  A  chacun  de  ces  feuillets, 
attachons  une  valeur  de  Uy  et  donnons  au  feuillet  le  meme  indice 
qu'a  la  racine  correspondante.  Considerons  le  point  critique  a/  el 
Uh'  Si  le  lacet  (a/)  ram^ne  u^  k  sa  valeur  initiale,  on  supprimera 
la  coupure  a/oc,  dans  le  feuillet  correspondant;  on  operera  de 
nieme  pour  tous  les  feuillets  correspondant  k  des  racines  que  le 
lacet  (a/)  ne  permute  avec  aucune  autre.  Les  autres  racines  se 
parlageront  en  un  certain  nombre  de  systemes  de  racines  se  per- 
mutant  circulairement  antour  du  point  a/.  Soit  (ua.,  up,  . .  • ,  ax,  u^) 
Tun  de  ces  groupes.  Le  lacet  (<afi),  decrit  dans  le  sens  direct, 
change  Ua  en  up,  up  en  Uy,  . . .,  ui  en  u^i,  u^i  en  Ua',  reunissons 
le  bord  droit  de  la  coupure  sur  le  feuillet  a  au  bord  gauche  de  la 
m^me  coupure  sur  le  feuillet  j3,  le  bord  droit  dc  la  coupure  sur 
le  feuillet  ^  au  bord  gauche  de  la  coupure  sur  le  feuillet  y?  etc., 
enfin  le  bord  droit  de  la  coupure  sur  le  feuillet  tx  au  bord  gauche 
de  la  coupure  sur  le  feuillet  a.  Operons  de  m^me  avec  tous  les 
syst6mes  circulaires  et  tous  les  points  critiques.  La  liaison  des 
feuillets  autour  du  point  a  I'infini  resulte  dc  lour  liaison  autour 
des  points  d^application.  SoitT  la  surface  ainsi  obtenue.  Consi- 
derons une  valeur  a  de  z.  pour  laquelleu  valeurs  dc  u  deviennenl 
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^gales  k  by  et  forment  un  seul  syst^me  circulaire  dans  le  voisinage 
de  ce  point.  Sur  la  surface  T,  on  aura  un  syst^me  de  u  feuillets, 
li^s  les  uns  aux  aulres  dans  le  voisinage  de  ce  point  a,  mais^^par^s 
des  autres  feuillets.  Ces  |jl  feuillets  forment  un  cycle.  Le  point 
commun  k  ces  |jl  feuillets  est  le  sommet  du  cycle.  C^est  un  point 
de  ramification  d'ordre  |jl  —  i.  Un  point  ordinaire  de  la  surface 
sera  un  point  de  ramification  d^ordre  o. 

On  appelle  point  analytique  {z^  u)  Tensemble  d^une  valeur 
de  z  et  d'une  valeur  de  u  v^rifiant  la  relation  ¥{Zy  {/)  ==  o.  A  tout 
point  de  T  correspond  un  point  analytique  et  inversement.  Si 
u^=  b  est  une  racine  multiple  de  F(a,  u)  =  o,  on  pourra  avoir 
p  cycles  sur  T,  dont  les  sommets  correspondent  au  m^me  syst^me 
z  =  aj  u  =  b.  On  aura,  en  r^alit^,  p  points  analytiques  (a,  6) 
qu'il  faudra  distinguer  les  uns  des  autres.  Ceci  ne  pourra  avoir 
lieu  que  pour  un  nombre  fini  de  syst^mes  de  valeurs  de  a  et  de  b. 

Soit  (a,  b)  un  point  k  distance  finie  de  la  surface,  par  lequel  ne 
passe  qu^un  feuillet.  Si  Ton  a 

dansle  domaine  du  point  (a,  b),  la  fonction  v  sera  dite  reguliere 
au  point  (a,  6).  Si  A©  ^ ...  =  A^.i  =  o,  A^  ^  o,  le  point  analy- 
tique (a,  b)  est  pour  la  fonction  un  z6ro  d^ordre  q.  Si  la  fonction 
n^est  pas  r^guli^re  au  point  (a,  6),  ce  point  est  un  point  singu- 
tier.  Supposons  qu^il  soit  isoU; 

1 


q=  0  n  =i 


S*il  n*y  a  qu\in  nombre  limits  de  termes  a  exposants  n^gatifs,  le 
point  (a,  b)  est  un  pdle  dont  Tordre  est  ^gal  a  la  plus  haute  puis- 
sance de  ■; dans  le  d^veloppement.  S'il  y  a  un  nombre  illimite 

de  termes  k  exposants  n^gatifs,  le  point  analytique  (a,  b)  est  un 

point  singulier  isole.  Dans  les  deux  cas,  le  coefficient  de  > 

est  appele  res  id u. 

Supposons  maintenant  que  le  point  (a,  b)  soil  le  sommet  d'un 
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cycle  dc  [X  feuillcts.  Lc  domaine  du  point  (/?,  b)  sera  limi 

line  courbc  tournant  [x  fois  autour  du  point  (a,  b)*  Lc  d^vek 

ment  dc  r,  dans  le  voisinage  d'un  tel  point,  aura  l*une  des 

formes : 

v=«  if 

(I)  t^=2A7(^-«)i^» 

7=0 

(II)  i^=2^^v(^-a)f, 

Vj:;  — /I 

(III)  1^=  2Av(-3-a)ii. 


v^  — • 


Dans  lc  cas  (I),  on  dirn  ({uc  la  Ibnclion  v  est  rdguliire  au  poinl 
{a,  b). 

Si  Ao  =  .  . .  =  A,,.  1 1=  o,  \q^  o,  lc  point  (^,  6)  est  dit  un 5^ra 
d'ordrc  q,  Dans  lc  cas  ( II),  lc  point  («,  b)  est  appele  p6le  d'ordrc 
n,  Dans  lc  cas  (ill),  c'cst  iin  point  sin^ulicr  isolc.  Le  residu  sen 

[Ji.A_^.  (3'cst  la  valciir  dc  Tintcf^ralc  —^  I  vdz^  prise  dans  le  sens 

|)Ositif  lc  lon^  dn  contour  du  domninc  dii  point  (a,  6).  Uniito 
d'ordrc  g  dc  v  donnc,  dans  la  drrivrc  l<)<^arithinique,  un  residu 
cgal  a  -f-  g.  Un  |)6l(;  d'ordrc  n  donnc  un  residu  cgal  ^  — n. 

A  rinlini,  supposons  (pi'on  ait  un  |)()int  dc  ramification  d'ordrc 
a,  on  aura  Tun  dcs  trois  <h:vcloppcuuMits 


ll  —  jc. 


(I)  i'r^.-   V   {.\,,3      m). 


7     " 


(II)  I'    rr   V     (a.cT') 


V         -    -I 
V    ■    *   » 


(III)  I  -- V  (.\,c"m), 


V     ■        ' 


Dans  lc  premier  ras,  la  f()n(*li«)M  i*  est  rc;;ulirr<-  au  point  a  Tin' 

iini;  si  lc  d<'vcIo|)|)cmcnt  cornincncc  |)ar  un  tcnuc  en  c  <' .  cc  itoitit 
.s<rra  dit  un  zcio  (Tonlre  <y.  Dan**  le  druxicmc  cas,  le  point  a  Tin- 
lini  e-^l  un  j»«M»'  d  nnlic  //  «i.  d.iii^   lc  lrni>irnh'  la^.  uii  point  sin- 
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gulier  isol6.  Lc  rc^sidu  h   I'infini  sera  ( — uA^|x);    il  est  ^gal  a 

— T-  /  vdZj  rintdgrale  elant  prise  !e  Jong  d'un  contour  ferm^  limi- 

tant  le  domaine  du  point  k  rinflni,  de  mani^re  k  avoir  le  domaine 
d  gauche.  Un  zero  d'ordre  q  et  un  pole  d'ordre  n  donneront  res- 
pectivement  ^  et  ( — n)  pour  r^sidus  dans  la  d^riv^e  logarith- 
mique.  Remarquons  que  la  fonction  pent  ^tre  r^guli^re  a  I'infini 
sans  que  le  r^sidu  soit  nul. 

Si  la  fonction  uniforine  v  du  point  anaijtique  (z,  u)  n^admet 
sur  toute  la  surface  T  qu'un  nombre  fini  de  points  singuliers,  la 
somme  des  residus  de  cette  fonction  sur  toute  la  surface  de  Ric- 
mann  est  ^gale  k  z6ro, 

Une  fonction  rationnelle  du  point  (c,  u)  n^admet  que  des 
p6les,  commc  points  singuliers,  sur  toute  la  surface  de  Riemann. 
R^ciproquement,  toute  fonction  uniforme  du  point  analytique 
{Zy  u)y  qui,  sur  toute  la  surface  de  Riemann,  n'admct  comme 
points  singuliers  que  des  p61es,  est  une  fonction  rationnelle  de  z 
et  de  u.  Toute  fonction  uniforme  du  point  anal}^tique  (Zy  c/)peut 
ctre  mise  sous  la  forme 

Pp,  P| ,  . . .,  P/n_i  ^lant  des  fonctions  uniformcs  de  z. 

Toute  fonclion  uniforme  du  point  annlytique  {z^  u)  qui  est  re- 
guliere  en  tons  les  points  dc  la  surface  T  est  une  constantc. 

Le  nombre  des  z^ros  d'une  fonction  rationnelle  v  =  ^(z,  u)  sur 
toute  la  surface  T  est  dgal  au  nombre  des  p61es,  chacun  d^eux 
6tant  compt6  aulant  de  fois  qu'il  y  a  d'unitds  dans  son  ordre. 

Si  N  est  le  nombre  des  infinis  de  v  sur  la  surface  dc  Riemann, 
on  dira  que  la  fonction  v  est  d'ordre  N.  La  fonction  i>  =  0(5,  u) 
passe  N  fois,  et  N  fois  sculement,  par  toute  valcur  donn^e  k  Ta- 
vance. 

Si  I'on  connait  soit  les  poles  de  la  fonction  rationnelle 
v  =  cp(5,  m),  avec  les  parties  principales  correspondantes,  soit 
les  p6les  et  les  zi^ros,  qui  sont  en  nombre  egal,  cette  fonction  c 
sera  ddtermindc  a  une  conslanle  additive  pros  dans  le  premier 
cas,  a  un  facteur  constant  prt^s  dans  le  dcuxiimc  cas. 

Uordre  d'un  j)oint  (ol,  p)  <*sl  egal  a  zero  lorstpie  ce  point  n'esl, 
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pour  la  fonction  consid^r^e,  ni  un  p61e,  ni  un  z^ro.  II  est  ^gal 
k  -+■  n  sile  point  (a,  p)  est  un  z^ro  d'ordre  n,  k  —  n'  si  le  point 
est  un  p6Ie  d'ordre  n'.  La  somme  des  ordres  d*une  fonction  ra^ 
tionnelle  de  ^  et  de  a  sur  toute  la  surface  de  Riemann  est  nulle. 
Vordre  total  est  6gal  a  N.  Le  nombre  des  points  d'intersection 
des  deux  courbes  F(z,  u)  =  o,  ^(2,  u)  =  o,  confondus  au  point 
(a,  P)  est  ^gal  k  Tordre  du  z6ro  de  la  fonction  ^(z,  u)  au  point 
anal}^tique  (a,  p),  u  el  z  etant  supposes  verifier  la  relation 
F(^,  a)  =  o.  Si  les  r  valeurs  u  qui  deviennent  ^gales  k  ^  pour 
z  =  a  se  partagent  en  k  syst^mes  circulaires,  il  y  a,  sur  la  surface 
de  Riemann  correspondant  a  T^quation  F(^,  </)  =  o,  k  points 
analvtiques  (a,  P);  le  nombre  des  points  communs  aux  deux 
courbes  confondus  en  (a,  p)  est  ^gal  k  la  somme  des  ordres  des 
z^ros  de  ^(^,  u)  en  ces  k  diff^rents  points  analytiques  (a,  P). 

Si  le  point  commun  aux  deux  courbes  consid^r^es  est  k  Tin- 
(ini,  on  ne  peut  plus  appliquer  les  m^mes  regies.  L*emploi  des 
coordonn^es  homog^nes  permet  d^^viter  cette  difficult^.  Deux 
courbes  alg^briques  d'ordres  m  et  n  ont  mn  points  communs. 

Revenons  aux  surfaces  de  Riemann  :  toute  surface  de  Riemann 
ayant  des  points  de  ramification  d^ordre  quelconque  peut  6tre 
consid^r^e  comme  limite  d*une  surface  de  Riemann  n'ayant  que 
des  points  de  ramification  simples. 

Soit  ^(5,  u)  \e  polynome  le  plus  g^n^ral  de  degr^  m  en  u  :  il 
lui  correspondra  une  surface  de  Riemann  a  m  feuillels,  avec 
/n{m  —  i)  points  de  ramification  simples  :  supposons  maintenant 
que,  les  coefficients  de  ^  venanl  a  varier,  ^  devienne  F,  et  que 
plusieurs  points  de  ramification  viennent  se  confondre.  Soit  D  le 
nombre  des  points  de  ramification  simples  qui  sont  venus  se  con- 
fondre en  un  point  z  =  b,  R  la  somme  des  ordres  des  points 
de  ramification  qui  sont  superposes  au  point  3  =  6,  la  difference 
D  —  R  est  nulle  ou  ^gale  k  un  nombre  pair  positif. 

Si  r  est  Ic  nombre  de  feuillets  qui  appartiennent  k  un  m^me 
cycle,  la  somme  2(r  —  i)  dtendue  a  tous  les  points  de  ramification 
d'une  surface  de  Riemann  est  done  un  nombre  pair, 

V.  Rappclons  qu'une  surface  est  dite  connexe  lorsqu'il  est 
possible  de   rcunir  deux  points  quelconques  de  la  surface  par 
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un  trait  continu  trac6  sur  la  surface.  On  dira  qu^une  surface  est 
simplement  connexe  lorsqu'il  sera  impossible  de  tracer  une  cou- 
pure  sur  cette  surface  sans  la  morceler,  c'esl-a-dire  sans  la  de- 
composer en  deux  morceaux  n'ajant  plus  entre  cux  aucune 
connexion.  Dans  le  cas  contraire,  la  surface  est  a  connexion  mul- 
tiple. £tant  donnees  fx  surfaces  simplement  connexes,  si  Ton 
trace,  dans  ce  systeme  de  surfaces,  v  coupures,  successivement, 
on  obtient  pt.  +  v  morceaux  simplement  connexes. 

£^tant  un  syst^me  quelconque  de  surfaces,  si,  au  moyen  de  v 
coupures  successives,  on  decompose  ce  s^slemc  en  a  morceaux 
simplement  connexes,  la  difference  v  —  a  est  un  nombre  constant 
pour  ce  syst^me  de  surfaces. 

Soit  S  une  surface  qu'on  pent  decomposer  en  a  morceaux  sim- 
plement connexes  au  moyen  de  v  coupures,  on  appelle  ordre  de 
connexion  de  cette  surface  le  nombre  N  =  v  —  a  -h  2.  Pour  une 
surface  simplement  connexe  N  =  1 .  Un  cvlindre  ouvert  aux  deux 
bouts  est  une  surface  doublemenl  connexe.  Le  tore  est  triplement 
connexe.  Une  aire  plane  k  n  contours  est  une  surface  connexe 
d'ordre  n. 

L'ordre  de  connexion  d'une  surface  est  ^gal  au  nombre  maximum 
de  coupures  que  Ton  pent  tracer  sur  cette  surface  sans  la  morceler, 
augment^  d'une  unil^. 

L'ordre  de  connexion  d'une  surface  fermee  est  un  nombre  im- 
pair. La  limite  totale  d'une  surface  simplement  connexe  se  com- 
pose d'une  seule  courbe.  Si,  dans  un  sysl^nie  de  surfaces  £,  on 
trace  uue  coupure,  le  nombre  des  courbes  limiles  augmenle  ou 
diminue  d'une  unit^. 

Soit  N  =  2/>-f-i,  I'ordrc  de  connexion  d'une  surface  fermee. 
p  s'appelle  le  genre  de  la  surface.  La  sphere  est  de  genre  o,  le 
lore  de  genre  i.  Le  tjpe  des  surfaces  fermees  de  genre />  est  la 
sphere  solide,  avec/>  trous,  ou  le  systeme  de  p  anneaux  sondes 
Tun  k  I'autre,  formant  une  chaine  non  fermee.  Pour  transformer 
une  telle  surface  en  une  surface  simplement  connexe,  il  faut  ay> 
coupures.  La  surface  de  Riemann  a  2  feuillets  el  a  2/>  -f-  2  points 
dc  ramiCcation  est  de  genre  />. 

Si  T  est  une  surface  fermee  connexe,  de  genre  /?,  imaginons 
qu^on  ait  decompose  celle  surface  en  V  portions  simplement  con- 
nexes; on  aura  un  rdseau  polygonal  ajant  F  faces,  S  sommets, 

Buli.  des  Sciences  mathem.,  .»•  seric,  I.  Will.  (Novcinbre  189'!.)  ji 
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A  aretes.  Entrc  ces  nombres  exisle  la  relation 

A  —  S  —  F  =  ip  —  2. 

Soil  une  surface  de  Riemann  k  m  feuillets.  S(r — i)  ^lant  la 
somiue  des  ordres  de  lous  les  points  de  ramification  de  la  surface, 
on  a 

p  d^signant  le  genre. 

Remarquons  les  propriel^s  suivantes  :  i^  toute  surface  dont  la 
limite  tolale  peut  ^tre  d^crile  d'un  seul  trait  continu  est  simple- 
ment  connexe;  2**  dtant  donnc^e  une  surface  k  connexion  multiple, 
limitee  par  une  seule  courbe,  on  peut  tracer  sur  cette  surface  une 
coupure  termin^e  en  un  point  de  son  parcours  et  ne  morcelant 
pas  la  surface.  Cela  pos^,  ^tant  donnc^e  une  surface  de  Riemann 
de  genre  p,  on  peut  la  transformer  en  une  surface  simplement 
connexe  au  moyen  de  2/>  coupures  trac^es  I'une  apr^s  Tautre,  de 
maniere  k  ne  pas  morceler  la  surface,  la  limite  finale  pouvant  ^tre 
decrite  d'un  seul  trait  continu. 

Soit  a  6tudier  le  genre  d'une  Equation  binome  £/'"=R(z), 
R(j)  etant  une  fonction  rationnelle.  Les  points  de  ramification 
de  la  surface  de  Riemann  corrcspondante  s'obtiennent  en  cher- 
chant  les  p61es  ou  les  zeros  de  la  fonction  rationnelle  R(3)  dont 
I'ordre  n'cst  pas  un  multiple  de  m,  a  etant  I'un  de  ces  points  (uu 
zero  par  cxcmple),  n  son  ordre,  dans  le  domaine  du  point  r?,  les 
m  valeurs  dc  u  soiit  representees  par  la  formule 

P,  (c)  designant   une    fonction    uniforme    dans    le   domaine    du 

point  a,  Soit  —  rr^  ->  .?  et  /•  etant  premiers  entre  eux,  et  ni  =^  tol; 

on  a  a  cycles  de  /•  feuillets  ajant  leurs  sommets  en  a;  Ot,  . . .,  cr^ 
etant  les  dilT^renls  points  de  ramification.  Posons 

p  etant  Ic  genre,  on  a 


[■ 


"'     7  -  ^  -  Z.     -         --"  9./>  - 
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es  surfaces  de  Riemann  qui  correspondent  a  une  equation  bi- 
esoDt  regulieres.  On  appelle  ainsi  les  surfaces  de  Riemann 
ll^s  qu^en  chacun  des  points  de  ramification  les  m  feuillets 
r  lai  surface  se  partagent  en  un  certain  nombre  de  cycles  com- 
^s^s  d^un  meine  nombre  de  feuillets,  a^,  . . .,  a^  dtant  les  points 
*  ramification,  si  au  point  a/  Ics  m  feuillets  se  partagent  en  a/ 
'cles  de  /v  feuillets,  (m  =  a/r/)  le  genre  de  la  surface  est  encore 

n6  par  la  formule  pr^c^dente. 

^  Equation 


['-P)] 


'admet  qu'un  nombre  limite  de  solutions  en  nombres  entiers. 
fo  nombre  fini  de  combinaisons  permet  de  trouver  les  surfaces  de 
Liemann  correspondantes.  £tant  donnee  une  solution  de  Tc^qua- 
ton  pr^c^dente  en  nombres  entiers,  positifs,  on  pent  en  deduire 
es  Equations  binomes  qui  y  correspondent. 

Toutes  les  equations  binomes  de  genre  o  se  ram^nent  a  la  re- 
lation 

a"»=  {z  —  a)'». 

Celles  de  genre  1,  a  quatre  Equations  distinctes  : 

m'=  (-3  —  ai){z  —  at)(z  —  ai){z  —  a^), 
u^=z{z  -  ai)^(z  -  -  aiyiz  —  a^y, 
u^={z  —  ai)Hz  —  aip(z^aify 
u^=  (z  —  ai)^(z  —  aiy*(z  —  as)*. 

Les  aulres  s'en  dMuisent  par  une  substitution  lineaire  effectucc 
sarSy  accompagn^e  de  Tune  des  transformations 


u  —  u'Ri(z)^        u  = 


u 


Ri  (z)  etant  une  fonction  rationnclle  de  z. 

Arrivons  auxinl^grales  ab^liennes  :  soientF(w,  ?/)  =  o  unerela- 
ion  algebrique  irreductible,  de  degr^  m  en  u,  T  la  surface  de 
liemann  correspondanle,  composee  de  m  feuillets,  cp(j,  u)  une 
bnction  rationnelle  de  z  ct  de  u,  Tintcgrale 


=    /         ct(5,  u)dz, 


»iz,u) 
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est  dile  integrale  abelienne  apparlenant  aTeqiialion  F=:  o.  Nom^^ 
supposerons  qu'on  a  pris  pour  limite  infdrieure  un  point  (5©,  «-«-  ^ 
de  la  surface  par  Icquei  il  ne  passe  qu'un  feuillet,  el  pour  lequa^ei 
(p(3,  u)  reste  finie. 

Une  integrale  abelienne  est  r^guii^re  en  tous  les  points  d^^    U 
surface  T,  sauf  en  un  nombre  Jini  de  points,  qui  sont  des  p6l.  -^s, 
ou  des  points  singuliers  logarithmiques ;  dans  ie  domaine  c3l  "^   uu 
point  singulicr,  (a,  P),  elle  est  representee  par  un  d^veloppencii.  «^nl 
de  la  forme 

(^  — a)'*        (5  — a)"-»  z  —  a 

-h  H^(-3  — a)  -+-  HoH-  B,(-5  — a)-H.. ., 

Ie  coefficient  H,  ou  les  coefficients  A  pouvant  ^tre  nuls;  {z V 

doit  elre  remplace  par  (:;  —  a)^  si  Ie  point  analytique  (a,  P)  ®^^ 

un  point  de  ramification  d'ordre  [x  —  i ,  et  -s  —  00  par  -• 

On  obtient  toutes  les  determinations  de  I'integrale  en  un  p 
quelconque  (-s,  u)  de  la  surface,  en  ajoutant  k  i'une  d'elles 
multiples  quelconques  de  certaines  p^riodes,  en  nombre  fini. 

Les  periodes  sont  de  deux  sortes.  Les  unes  proviennent 
points  singuliers  logarithmiques.  Elles  peuvent  ^tre  en  noim- 
quelconque,  mais  leur  somme  est  nulle;  ce  sont  les  periodes 
laires.  Les  autres  proviennent  de  contours  ferm^s,  appeles  eye 
ce  sont  les  periodes  cycliques,  Elles  se  ramenent  k  a/?  perio 
dislinctes;    mais   quclques-unes   de   ces   periodes    peuvent 
nulles.  Inversemcnl,  toute  fonction  du  point  analytique  (-5, 
jouissant  des  proprieies  prec^dentes  est  une  integrale  abelien 

On  distingue  trois  esp^ces  d'integralcs  abeliennes  :  1°  les  i 
gralcs  de  premiere  espcce  restent  r^gulieres  dans  Ie  domaine 
tout  point  dc  la  surface  de  Riemann ;  elles  ne  peuvent  devenir 
finies  que  par  Taddition  d'un  nombre  illimit^  de  periodes.  E 
n'admettent  que  des    p(5riodes    cycliques;   2°   les   int^grales 
deuxi^me  espece  sont  regulit^res  en  tous  les  points  de  T,  sau 
un  seul,  qu'ellcs  admettent  comme  pole;  elles  n'ont  que  des 
riodes  cycliques;  3"  les  integrates  de  troisi^me  espece  sont  re 
lieres  en  tous  les  points  de  T,  sauf  en  deux  (ai,  ^i ),  (aj, 
qu'elles  admettent  comme  points  singuliers  logarithmiques. 


^es 
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Dans  Je  domaine  du  point  (a,,  p,),  l'int<^gralc  aura  un  d^ve- 
loppement  de  la  forme 

■C(--«i)-+-P(--«i)> 

pliant  une  fonctionreg-uliere  an  point  (ai,  pi)  et,  dans  le  do- 
maine du  point  (a^,  ^2)7  ^m  developpement  de  la  forme 

Q  i^tant  une  fonction  reguliere  au  point  (a2,  ^2)- 

Si  Tun  des  points  critiques  logarithmiques  vient  en  un  point 

de  ramification  d'ordre  a,  5  —  a  devra  etre  remplac^  par  (z  —  a)**, 

el  z  —  X  par  -.  Une  integrate  de  troisi^me  espece  admet  2/?  p6- 

riodes  cycliques,  et  une  p^riode  polaire. 

Soil  iv  une  integrale  de  premiere  espece,  il  est  impossible  que 
les  parlies  readies  ou  les  parties  imaginaires  de  loutes  les  periodes 
soient  nuUes  a  la  fois.  Enfin,  a  une  relation  algebrique  de  genre /> 
ne  peuvent  correspondre  plus  de  p  integrates  lineairement  dis- 
lincles  de  premiere  espece.  R.  Levavasselr. 


ARNOUX  (Gabriel).  —  Aritiimetique  grapiiique;   les  espaces  aritiime 
TfQi'ES  uypermagiques.  XXI11-175  p.  in-8".  Paris,  Gauthier-Villars,  1894. 

M.  Arnoux,  ancicn  officier  de  marine,  se  donne  comme  beau- 
coup  moins  math^maticien  que  philosophe:  il  a  applique,  nous 
dil-il,  aux  questions  de  magic  iiumerique  et  littcrale,  le  procedt^ 
d'observation  des  fails,  avec  simple  reflexion  sur  leur  raison  d'etre 
dc  telle  ou  telle  fa^on ;  d'aulrc  part,  il  s'cst  abslenu  systemalique- 
ment,  au  moins  avant  dc  s'clrc  forme  une  thcorie,  de  I'^lude  des 
travaux  anterieurs. 

Que,  par  ce  moyen,  il  soil  parvenu  a  une  idee  originate  et  fe- 
conde,  il  j  a  la  avant  tout  une  preuve  de  ses  capaciles  intcUec- 
luelles,  mais  bcaucoup  moins,  comme  il  sembic  Ic  croire,  une  re- 
velation deslimites  dc  TAnalysc  malbematiquc;  il  est  bienconnu, 
en  eflcl,  de  tous  ccux  t|ui  la  pratiquciil,  (|uc  les  algorithmes,  no- 
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tations  et  formules  ne  servent  qu'a  dispenser  le  plus  possible  du 
raisonnement  abslrail,  en  le  remplaganl  par  des  operations  k  eflfec- 
tuer  machinalement;  grace  a  leur  emploi,  des  intelligences 
moyennes  ou  m^me  m^diocres  peuvent  arriver  k  r^soudre  aisd- 
ment  les  probl^mes  du  genre  de  ceux  pour  lesquels  tel  algorithme 
aura  6i6  particuli^rement  combing.  C'est  14  le  grand  point;  en 
revanche,  on  peut  malheureusement  abuser  de  I'Analyse,  en  appli- 
quant  a  telle  question  tel  proc^d^  qui  s^y  pr^te  ma],  au  lieu  de 
celui  qui  serait  le  plus  simple  et  le  plus  naturel;  enfin,  pour  le 
don  d'invention  lui-m^me,  il  n'y  a  aucun  moyen  d'y  supplier, 
mais  quel  est  le  math^maticien  qui  I'ignore? 

Quant  a  I'etude  des  travaux  ant^rieurs,  encore  faut-il  ^tre  sAr 
de  ne  pas  retombcr  snr  ce  qui  a  d^ja  ^t^  trouve;  d'ailleurs,  s'il 
faut  se  garder  de  vouloir  exclusiveinent  les  continuer  dans  le  mdme 
sens,  ils  peuvent  sugg^rer  utilement  des  id^es  neuves.  II  est  parti- 
culi^rement  curieux  que  le  proc^de  de  construction  donn^  par 
M.  Arnoux  pour  les  carr^s  hypermagiques  de  c6te  premier,  est 
simplement  une  generalisation  de  la  m^thode  de  M oschopoulos  ( • ) 
pour  les  carr^s  impairs,  et  Tetonnant  est  que  cette  generalisation, 
tout  k  fait  indiquee,  n'ait  pas  ete  efTectuee  depuis  longtemps. 

En  tout  cas,  TQuvrage  de  M.  Arnoux  n'en  realise  pas  moins 
de  serieux  progr^s,  et  Ic  concours  que  M.  Laisant  lui  a  pr^te  pour 
le  dcveloppement  de  cerlaines  theories  est  une  garantic  qu'il 
s'agit  d'un  travail  susceptible  d'inlercsser  nienie  les  malhemali- 
cicns  que  la  question  des  carres  magiques  en  elle-meme  laisserait 
indilTerenls. 

Je  me  bornerai  a  cxposcr  certaines  definitions  indispensables 
pour  comprendre  quel  est,  au  jusle,  Tobjel  du  Livre  et  pour 
donner  une  idee  de  la  melhodc  qui  y  esl  suivie. 

Si,  sur  les  cases  d'lin  echiquier  de  cote  m,  on  dispose  arbitraire- 
mcnt  les  m-  nombres  :  o,  i ,  2,  .  .  . ,  m-  —  :>.,  ni'^  —  1  ;  qu'on  sup- 
pose eel  echiquier  indefininient  prolonge  dans  lous  les  sens  et  qu'on 
repute  sans  fin  dans  leur  ordre,  sur  chaquc  ligne  et  chaque  colonne, 
les  nombres  qui  s'y  Irouvcnt  deja  inscrils^  si,  mainlenant,  parlant 
d'une  case  quelconque,  on  fail  un   pas  ax -^-  by  (valaut  a   cases 


(')  Qui  vivail  noil   pas  rn    \io   do    I'crc    rlirclicnnc,    roininc   Ic    dil   .M.    Vriioux 
d'aprcs  Bussul,  iiiuis  dans  la  premiere  muilie  du  xiv  sierle. 
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dans  ie  sens  des  ligncs,  b  cases  dans  le  sens  des  colonnes),  il  est 
ais^  de  voir  qu^au  bout  de  m  pas  semblables,  apres  avoir  rencontr^ 
uDe    suite  determin^e  de  rc^sidus  par  rapport  k  m^  (le  nombre  des 
r^sidus  distincts  peut  d'ailleurs  etre  soil  m,  cas  d*une  marche 
pctri^aitCy  soit  un  sous-multiple  de  m,  marche  imparfaite)^  on 
retOKubera  sur  le  nombre  d'ou  Ton  est  parti,  et  d'autre  part,  on 
pou.r*ra  repr^senter  cette  marche  de  m  pas  sur  T^chiquier  primor- 
clia.1    sans  sortir  de  celui-ci.  En  ce  sens,  cet  ^chiquier  est  appel6 
pair     M.  Arnoux  espace   arithmetique  modulaire  (par  rapport 
a  /72  ^  k  deux  dimensions.  11  est  facile  de  g^n^raliser  cette  notion 
pouti*  un  nombre  quelconque  de  dimensions  et  Ton  apergoit  sans 
peine  les  rapports  qu^elle  soulient  avec  la  th^orie  des  congruences. 
On  reconnait  ainsi,  par  exemple,  que  Ton  n^altdre  pas  une 
msirohe  ax  +  by^  en  substituant  a  a  et  fr  leurs  r^sidus  par  rap- 
port   a  m\  que,  d'un  autre  c6t^,  toute  marche  kax  -^  kby^  sup- 
pos^e  parfaite,  donnera,  dans  un  autre  ordrc,  les  m^mes  cases 
^^*e    la  marche  ax  -^  by\  a  ce  point  de  vue,  il  n'j  aura  sur  lYchi- 
S[uiorque  m(m -f-i)  marches  r^eilement  diff^rentes,  et  elles  se 
*»peront  en  m  -+-  1  directions  ax  -{-  by  distinctes,  comprenant 
cune  m  lignes  ou  marches  parallelcs. 
>i  9  pour  chaque  ligne  d^une  direction  parfaite,  la  somme  des 

>mbres  distmcts  est  egale  a ; >  la  direction  est 

^*  ^^^    ^nagique,  et  si,  cu  ^gard  k  la  valeur  du  module,  le  carr^  com- 
cJ  le  plus  grand  nombre  possible  de  directions  magiques,  il 
^it  hypermagique . 

^ns  les  Carres  magiques  ordinaires,  les  directions  des  lignes 
^^^s  colonnes  sont  seules  magiques;  les  lignes  des  diagonales 
^^^"V-^nt  bien  donner  la  m^me  sonime,  mais  leurs  directions  ne 
^    pas  n^cessairement  magiques. 

^ns  le  cas  ou  les  directions  des  diagonales  sont  magiques,  on 
^^s    Carres  definis  comnie  diaboliques  par  Ed.  Lucas,  c'est-a-dire 


qui  restent  magiques  quand,  apr^s  avoir  coupd  le  carre  par 
^^^     parall^le  aux  x  ou  aux  j^,  on  permute  les  deux  parties. 


ins  le  cas  d'un  module  premier,  il  est  aise  de  construire  des 
**^^^s  ayanl  jusqu'a  m  —  1  directions  magiques,  dont  deux  seule- 
*^t.,  par  suite,  ne  sont  pas  magiques. 

^ns  le   cas  d^in  module  compose,  le  nombre  des  directions 
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magiques   possibles  se  reduit,  parce  que  les  coefficients  a  e  t       fe 
doivent  etre  I'un  et  Tautre  premiers  avec  m.  La  throne  devi^  ^al 
des  lors  plus  complexc. 

Si  on  ne  peut  la  consid^rer  comme  enti^remeDl  achev^e,  ^^M^l^ 
n^en  a  pas  moins  ^t^  singuli^rement  avanc^e  par  M.  Arno 
mais  on  remarquera  qu'en  fait,  si  I'hypermagie  des  carres  pat 
tout  d'abord  une  complication  de  la  magie  simple,  par  suite 
Taddilion  dc  nouvelles  conditions,  le  probl^me  est  en  realite  fa 
lit^,  puisque  c^est  Tind^terminalion  m^me  qui,  dans  le  cas  g6n^ 
cr^e  le  grand  embarras. 

Se  proposer  de  construire  un  carr^  magique  difT^rent  de  c^- 
que  Ton  connail  d^ja  est  au  reste  une  occupation  qui,  je  Tavo 
ne  me  scduit  point  personnellement,  mais,  un  carr^  magique  co- 
struit  etant  donn^,  retrouver  unemarcherationnelley  conduisa 
c^est  la,  ii  me  semble,  un  probleme  dont  la  difficult^  ne  laisse 
que  d'etre  quelque  peu  agagante.  Or,  non  seulement  il  n'y  a 
de  m^thode  g(5nerale,  mais  on  connait  des  carres  jusqu'a  pr^s 
refraclaires  a  toute   analyse.  M.  Arnoux^  a  donn^  des  proc^ 
(par  des  abaques)  tres  ing^nieux  et  tres  pratiques  pour  I'^tu 
des  carres  donnas,   mais  ils   ne  sont  guere   applicables  en  h 
qu'aux  carres  plus  ou  moins  hypermagiques.       Paul  Tannery. 
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DE  SEGUIER.  —  SUR  DEUX  FORMVLI'S  FOXDAMENTALES  DANS  LA  THEORIE 
»ES   FORMES    QUADRATIQUES    ET    DE    LA    MULTIPLICATION    COMPLEXE    D'APRES 

Lronecker.  Paris,  Gaulhier-Villars. 

Li'auteur  commente  la  partie  arilhm^tique  du  Zur  Theorie  cler 
dptischen  Funclionen  de  Kronecker.  Les  recherches  de  Rro- 
cker  et  les  siennes  propres  sonl  groupees  autour  des  deux  for- 
iles  saivanles  de  rillustre  savant 


f 
I 

I 


-2(^)2{S) 


a,b,c  m,n 


Df  et  Dt  sont  des  discriminants;  D|D2=D  =  DoQ',  D  ctant  Ic 
discriminant  de  la  forme  (a,  6,  c)  et  Dq.  Ic  discriminant  fonda- 
mental  correspondant  (*);  a  est  premier  a  2D,6,  c  divisibles  par 
tous  les  facteurs  premiers  de  Q ; 

^  s'^tend  k  un  syst^me  de  repr^sentants  (a,  6,  c)  des  classes  pri- 

mitives,  choisies  de  manicre  a  satisfaire  aux  conditions  prece- 
dentes. 

m,n  =  o,  lb  I,  ±2,   ...,  =t  00,   sauf  m  =  n  =  o,    si   D  <  o,   avec 

2a r-^=TT'  ^>o,  si  D>o,  (T,  U)  ctant  la  plus  petite  solu- 

n  u 

tion  positive  de  I'equation  de  Pell  i^ —  Dw^—  ^^ ; 
z  =  2  pour  D  < —  4,  T  =  4  pour  D  =  —  ^^  z  =  6  pour  D  —  —  3; 
T  =  I  pour  D  >  o; 


)   D  =  6« —  (\ac  el  Q*  est  le  plus  grand  diviseur  carrd  de  D  tcl  que  r=-  soit 

••"c  un  discriminant. 

f^u.tl,  des  Sciences  mathe'm.,  2*  serie,  t.  XVIIL  (D^cembre  1894.)        22 
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limr-=i^  +  -Ly____! "I 

L*^"  m,n  J 

=    -r=\   -^r'CO-f-log-^  -^l0gTj(c«,)Tri(CD,)J. 

a,  b^  csont  quelconques,  r^els  ou  complexes;  D  =  6'  —  ^ac\\di  parlie 

(^)     \       r6elle  de  -— =x*h — ary  -a —  y»  est  une  forme  posi- 

live; 

0)1=   ,  aij  = 


TCI  (i> 


2c  ac 

11=  ee 


r^(a>)=e   "     I  I  (l~  e««"5W). 


n  =  l 


Chacune  des  deux  premieres  Parlies  est  consacr^e  k  une  de  ces 
deux  formules,  et  la  troisi^me  k  leur  application  combin^e. 

Dans  la  premiere  Parlie,  ou  se  trouve  reprise  presque  en  entier 
la  thdorie  des  formes  quadraliques,  on  remarquera  en  parliculier 
revaluation  achevee  des  sommes  de  Gauss  dans  ie  cas  g^n^ral,  la 
formule  de  reciprocity  pour  deux  nombres  quelconques,  positifs 
ou  n^gatifs,  Tcxpression  unique  du  nombre  K(Do)  des  classes  de 
discriminant  fondamenlal  Do 


E(Do)  = 


Th-U(v/D"o), 


(  kOol  si         Do>o, 

(   i|/Do|         SI         Do<o, 

enfln  le  lh(»oreme  sulvanl  relalif  a  un  groupe  de  classes  primitives 
inlroduit  par  Gauss  : 

A</  etanl  Ic  groupe  des  classes  primitives  de  discriminant 
D  =  D'r/^  (D' etant  un  discriminant)  qui,  composes  avec  une 
classc  quclconquc  de  diviseur  d  et  de  discriminant  D,  conduisent 
a  une  m^me  classe  de  diviseur  d  el  de  discriminant  D,  toutcarac- 
l^rc  apparlenanla  D  cl  a  D'  a  la  valeur  +  i  dans  toutes  les  classes 
(Ic  .'^,/,  el  lout  caraclrrc  apparlcnanl  a  D,  mais  n'apparlcnanl  plus 
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a  D',  prend  dans  Ics  classes  de  Jid  aiilant  de  fois  la  valeur  -f-  i 
que  la  valeur  —  i;  si  d  est  quelconque,  il  faut  supposer  D  <C  o 
ou  Do  y^  o  (mod  i6);  si  d  est  impair,  D  peut  ^tre  qnelconque. 

L*etablissement  rigoureuxde  la  secoiide  formule  a  necessileune 
^tude  soigneuse  de  I'int^grabilit^  et  de  la  continuitc  de  cerlaines 
series  k  un  ou  deux  indices  sur  laquelle  Kronecker  ne  s^^lait  pas 
arrAl^. 

Les  r^sultats  de  la  troisieme  Partie  paraissent  nouveaux  et  intc- 
ressants.  L'auleur,  poursuivant  les  recherches  de  Kronecker  et  de 
M.  Weber,  obtienl,  pour  le  cas  d'un  discriminant  quelconqiic, 
Texpression  des  normcs  parlielles  de  cerlaines  fonclions  modii- 
laires  k  modules  singuliers  par  les  solutions  de  Teqiiation  de  Pell. 
AiDsi,  en  designant  par  q  un  nombre  premier  et  en  siipposant 
que  w  parcourt  les  racines  d'un  sysleme  de  formes  quadratiques 
reprise n tan tes  d'un  genre  qnelconque  de  discriminant  D,  le  pro- 
duit 


n 


ro 


se   trouve  exprim^  par  un  produit  d'unites  fondamcnlalcs  E(D,), 
U|    ajant  le  meme  sens  que  dans  la  formule  (i). 

Kronecker   n'avait   obtenu    ce    resultat    que    pour    Q  =i  i    n 
M .  AVeber  que  pour  Q  =  2. 
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MELANGES. 


RAPPORT  SDR  LES  PR0GR£S  DE  LA  THfiORlE  DES  INVARIANTS 

PROJEGTIFS ; 

Par   M.    Fu.   MEYER   (de   Claubtiial). 


Traduction  annotee  par  H.  FEHK. 
{Suite.) 


PREMlfeRE  PARTIE. 


LE    PROBLEMB   DB    L  EQUIVALENCE 


A.  —  £qui valence  des  formes  quadraticpies  et  bilin6aires. 

Dans  ce  paragraphe,  nous  nous  occuperons  des  transformations 
lineaires  des  formes  quadratiques  et  bilineaires;  de  plus  nous 
trailerons  encore,  pour  ces  dernleres,  des  transformations  inde- 
pendantes  effectuates  sur  les  deux  series  de  variables.  Ges  formes 
se  dislinj^ucnt  des  aulres  en  ce  que  deux  t^'pes  de  m^me  espece 
peuvenl  loujours  etre  transformcs  lineairement  Tun  dans  I'autre. 

Le  problcme,  si  important  par  ses  applications,  qui  consiste  a 
reprcsenter  une  ou,  simultan(^ment,  deux  formes  quadratiques  en 
une  somme  d\in  nombre  le  plus  petit  possible  de  carres  d'expres- 
sions  lineaires,  a  deja  el6  examine  par  Lagrange,  Cauchy,  Gauss. 
Jacobi,  I^liicker,  Hesse  et  autres  (*). 

En   1858  ('•^),  Weicrstrass  a  montr^  comment  il  y  avail  lieu  de 


(')  Consulter  Ic  Iraile  de  Ballzer  :  Determinantcn  (traduction  fran^aise  par 
llouiil).  Voir,  par  exemple,  les  applications  au  problc^mc  des  oscillations  dans  le 
Meiiioirc  de  Porkols,  Leber  die  partielle  Differential gleichung  ^u->rk*u~i\. 
Leipzig,  p. /| !-.')();  i8|)i,  ainsi  que  dans  cclui  dc  Houlh,  Dynamics  of  a  system  of 
rigid  bodies.  Part  VII;   1890. 

(')  Jkrlinvr  Iter.,  p.  .>o-;-i.><);  iS5n. 
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modifier  les  formulcs  de  Cauchv  el  Jacohi  relatives  a  la  reduction 
simultan^e  de  deux  formes  quadratiques,  lorsque  le  nombre  des 
carr^s  esl  infcrieur  a  celui  des  variables,  c'esl-a-dire  lorsque  les 
racines  de  Tequation  caracterislique  ne  sont  pas  loutes  diflerentes 
entre  elles.  L*auteur  examine  en  particulier  la  transformation 
reelle  de  formes  reelles. 

Quant  aux  faisceaux  de  transformations  d'une  forme  quadra- 
lique  en  cUe-m^me,  (Studies  par  Cayley  et  Hermite,  nous  avons 
deja  eu  Toccasion  d'en  faire  mention  (p.  186-187). 

Les  recherches  sur  les  transformations  des  fonctions  6  onl  con- 
duit Weierstrass  au  probleme  algdbrique  dans  lequel  on  se  pro- 
pose de  ramener  une  forme  bilin^aire  de  2n  variables  k  la  forme 
canonique  d'une  certaine  somme  de  produits.  Kroneckerreconnut 
en  1866  (*)  que,  si  le  determinant  de  la  forme  est  different  de 
zero,  cette  reduction  pent  ^Ire  effectuee  apr^s  resolution  d'une 
resolvante  caracteristique  de  /i'^™*  degr^  (a  racines  inc^gales).  II 
montra  en  m^me  temps  comment  on  peut  ramener  a  ce  cas  le 
probleme  plus  general  de  la  transformation  en  elle-m^me  d'une 
forme  bilineaire  a  Faide  des  m^mes  substitutions  appliqu^es  aux 
deux  series  de  variables. 

L^ann^e  suivanle  Christoffel  (^)  confirma  ces  resultats  par  la 
in^thode  d'Aronhold  et  etablit  le  theoreme  important  a  savoir 
que  le  nombre  de  parametres  arbitraires  contenus  dans  les  coefli- 
cients  de  la  substitution  coincide  avcc  celui  des  invariants  absolus 
de  la  forme. 

Dans  son  Memoire  de  1868,  Weierstrass  (')eludic,  a  un  point 
de  vue  lout  k  fait  general,  le  probleme  de  Tequivalenco  de  deux 
Jaisceaiix  de  formes  respectivemenl  quadratiques  ou  bilineaires. 


(*)  Journ.  fur  Math.,  LXVIII,  p.  373-285  ou  Bcrl.  Ber.,  oclobrc  iS6<).  Con- 
tuUer  dans  Clebsck-Gordan  :  AbeVsche  Fitnktionen  (Leipzig,  1SG6),  Ic  chapitre 
Mr  les  Iransformations  Iin<^aires  des  fooctions  6.  Frobeiiius  a  etendu  la  trans- 
formation de  Kronccker  aux  fonctions  0  ^  pliisieurs  variables  {Journ.  fiir 
Maih.,  XCV,  p.  26^  et  suivantes).  Voir  aussi  Wehku.  Annali  di  Mat.,  (2),  IX, 
p.  iiGetsuiv.;  1880,  et  Wiltheiss,  Math.  Ann.,  t.  X\VI,  p.  117  ct  suiv. ;  188G. 
(*)  Journ.  fur  Math.,  LXVllI,  p.  y33--.^72. 
I')  Bert.  Ber.,  p.  3i<>-338;  186S. 

loir  au  sujet  do  cc  probleme  :  STicKELnKROKit,  Dissert.,  Berlin,  1S74;  Maurer, 
liiuert.j  Stra^sbuurg,  1887;  Eu.  Weyr,  Wiener  Mon a tshefte,  t.  I;  i8(,n.  Ceder- 
•W  prend  conime  base  la  tln^orie  des  nialrires  d'apres  Cayloy. 
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L'inlroduction  des  diviseurs  elementaires  (* )  lui  permet  de  ^    ^^' 
senter  Ics  resultals  sous  uiie  forme  tres  simple. 

Comme   criterium   de    la   Iraasformabilitd  de   deux    faiscea^ 
/  -I-  \o  et  F  4-  X^,  Tun  dans  Tautre,  il  r^sulte  que  les  deter 
nants  doivent  admetire  les  memes  diviseurs  Elementaires. 

Un  diviseurel^menlaire  est  un  invariant  irrationnel  du  faiscea 
cependant  Kroneckcr  (*)a  donne  (1874)^  ce  criterium  une  for 
ralionnelle  en  rempla^anl  les  diviscurs  elementaires  par  le  pi 
ixrand  commun  diviseur  de  lous  les  mineurs  d^un  mSmeordre. 

AHn  de  pouvoir  comparer,  an  point  de  vue  de  I'^quivalenc 
h's  deux  faisceaux  dc  formes,  Weierstrass  introduit  (p.  319)  ce 
laines  formes  canoniques  appropriees,  dont  les  nouvellesvaria 
(Impendent  uniquemcnt  des  diviseurs  elementaires.  Cette  notioi 
(1<:  formes  canoniques  qui,  a  premiere  vue,  pent  paraitre  arbi 
Iraire  ('),  depend  ainsi  du  problemc  {general  de  IVquivalence  (*]L- 
»*t  rcQoit  de  cette  facon  un  caractere  bien  dc^Hni. 

La  seule  restriction   que    fait  Weierstmss  est  rhypolliese 


( *)  On  rctroiive  cclle  nolion  dans  les  travaux  dc  Sylvester;  i*Ofr  plus  haul  p.  i85. 
Kt^ccmment  Frobenius  a  applique  la  m^thode  des  diviseurs  Elementaires  A  I'^ui- 
vulcncc  dc  deux  formes  hi na ires  biquadratiques  et  k  cellc  de  deux  formes 
liinaircs  doublemcnl  biquadratiques  {Journ.  fur  Math.,  t.  CVI,  p.  i25-i88,  §§4, 

•  ),  W ;  iS|)o). 

l/('(|uival<;nce  dc  deux  formes  hinaircs  bitiuadraliques  a  t^td  dtudiee  directe- 
rut  III  par  Mcin  i\  I'aide  d'inviirianls  irralionncls  (Klein-Frickk,  Modul/unktio- 
/un.  Leiprig,  §§  i,  5,  0;  iS()o). 

^('^'^e  a  examine  la  iransforinalion  liiieairc  simultanee  de  deux  formes  bili- 
iM.jJresen  leurs  reciproques  {Halt.  G.,  t.  XXII,  p.  29-33;   i8S4). 

Au\  rechcrchcs  dc  Weierstrass  et  de  Kr-'Uf^ck^r  vienl  sc  rattacher  un  Memoire 

•  le  Study  {Wfcner  Mountshefte,  I.  II,  p.  i-3j,  iS'ji)  dans  lequel  I'autcur  formule, 
|H)ur  les  formes  bilineaires,  rertaines  proprietes  qui  provieuneut  de  la  tht^urie  de « 
-<  ries  recurrenlcs. 

Dans  les  Comptcs  rendus  dc  iH8^  (t.  XCVIII),  Poincare  (p.  344-35q)  et  f'icard 
.p.  |iO-'ji7)  onl  considere,  pour  la  transformation  en  cllc-meme  d'une  forme 
Mliiieairc  a  deux  series  de  trois  variables  homogenes,  le  cas  ou  Ics  variables  et 
li's  roefficiciits  correspondants  sonl  des  quantites  complexes. 

Mentionnons  encore  la  Dissertation  (ncrlin,  1873)  de  Killing  qui  a  applique  Ie« 
'l:\iseurs  elementaires  ii  la  discussion  de  Tintcrsection  dc  deux  surfaces  du  second 

)  fieri,  tier.,  p.  fJo;  \X-\. 

}   Voir  i{  ce  sujel  la  remarque  dc  Kroncrkcr. /?677. //cr..  p.  7^;  i*<7|. 
•)  II  C't  vrai  «|ue  jusqu'ici,  p«»ur  les  formes  d'un  (»rdrc  su(»rrieur,  nn  a  surtout 
1:  plou:  lo  procetle  inverse.  Cf.  SYl.VKSTliit,  Ca/nOr.  and  Duhiin  Math.  J..  \.  VI. 
!•    19J. 


n 
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I 'caK.  islence  des  diviseurs  eUmentaires,  c'est-a-dire  qu'il  suppose 

cjti^  le  determinant  du  faisceau  n'est  pas  idenliquement  nul.  Pour 

ciemier  caSy  Kronecker  a  imm^diatement  (*)  ^tabli  une  forme 

ODique  en  repartissant  les  variables  en  deux  groiipes.  De  plus 

il   .Kziontre  que  le  proc^dd  de  Weierstrass  est  reversible  pour  le  cas 

d^^    faisceaux  quadraliques  contenant  au  moins  une  forme    de 

e  invariable. 

ixans  plus  tard  (1874)1  Kronecker  (*)  r^unit  ses  recherches 
UD  expose  general  comprenant  lous  les  faisceaux  de  formes 
y  — I — Xy,  tant  quadratiques  que  bilineaires. 

Si  de  cette  fagon  la  m^thode  k  Faide  du  plus  grand  commun 

di'viseur  pr^sente  une  grande  importance  (Kronecker  appuie  tout 

paix*t.iculierement  (')  sur  les  avantages  de  ce  proct'de  arithmetique 

pour  fixer  les  invariants,  enTopposant  41a  m^thode  litt^ralc  ordi- 

oaire),  an  examen  plus  approfondi  montre  pourtant  que  Fegalite 

de    ces  invariants  ne  sufRt  pas  dans  tous  les  cas  comme  crilerium 

de   Inequivalence.  C'est  ce  que  fournit  seulement  la  notion  fonda- 

merttale  des  faisceaux    el&mentairesy    4  savoir    ccux  dont   le 

determinant  est,  ou  une  puissance  enti^re  d'une  expression  li- 

■^^aire,  ou  une  quantite  identiquement  nuUe.  Un  faisceau  quel- 

coiicjue  peut  toujours  etre   represenie   d'une    seule  mani^re    a 

*  aide  d'un  ensemble  de    faisceaux   eiementaires;    ces  derniers 

(aiKisi  que  leur  nombre)  se  presentent  comme  les  verilables  inva- 

""tawilsde  I'equivalence. 

L»a  reduction  d^un  faisceau  a  ses  parties  eiementaires  exigeait 
"oe  extension  de  la  methode  de  1868;  on  jest  parvenu  en  faisant 
^*sparaitre  les  variables,  non  successivement  Tune  apres  Tautre 
(cottime  d'apres  Jacobi),  mais  par  groupe  en  introduisant  des 
variables  canoniques. 

t^ans  un  travail  public  en  decembre  1873,  C.  Jordan  (^)  etait 
parvenu  k  d'autres   resultats  :  il  s'ensuivit  une  poiemique  entre 


<  •  >    BtrU  Ber,,  p.  339-346;  1868. 

^*  )    Berl.  Ber.,  p.  59-76;  p.  149- i5G;  p.  2o(>-233 ;  187'!^ 
'  *  )    loc.  cit.,  p.  Go. 

^  *  y     Comptes  rendus,  ddcembre  1873.. La  Note  de  Kronecker  {Berl.  Ber.,  p.  71- 

/     *    ■  ^74)  ful  suivic  de  deux  Comniunicalions  de   Jordan  :  Journ.  de  Liouville 

'•*    ^.  XIX,  p.  35-54,  ^^  Comptes  rendus,  mars  1874-  yoir  la  r^ponse  dc  Kro- 


^ 
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Tauleur  ct  Kronecker  qui  avail  soumis  ce  travail  k  une  critique 
serr^e. 

II  ressort  des  belles  recherches  de  Kronecker  que,  par  un  grou- 
pement  convenable  des  variables,  la  m^lhode  de  reduction  de 
Weierstrass  resle  encore  valable  (*)  dans  le  cas  oCi  le  determinant 
dii  faisceau  est  identtquement  nul,  tandis  que  cette  extension  ne 
peut  se  faire,  dans  la  m^thode  de  Jacobi,  que  pour  les  formes 
symc^lriqucs  el  altern^es  (bilin^aires). 

Apr^s  avoir  ^tabli  par  la  une  th^orie  tout  a  fait  g6nerale 
des  transformations  independanles  (incongrues)  des  formes  et 
faisceaux  de  formes  bilineaires,  Kronecker  reprend  (*)  son 
ancien  probl^me  (de  1866)  de  la  transformation  d'une  forme  bi- 
lineaire  en  elle-m^me  a  Faide  de  substitutions  identiques  (con- 
grues)  effectu^es  sur  les  deux  series  de  variables.  Ici  encore, 
Tauteur  rdsout  la  difficulte  que  pr^sente  le  cas  du  determinant 
identiquement  nul,  en  introduisant  (p.  4>o)quatre  types  rid uits, 
II  d^finit  encore  les  systemes  invariants  de  la  transformation  en 
prenant  pour  base  la  notion  du  plus  grand  commun  diviseur  ('). 
Cost  dans  ce  m^me  esprit  que  Tauteur  a  r^cemment  (*)  complete 
ses  recherches  (1889  et  1890). 

Un  rapprochement  entre  la  mc^thode  de  la  th^orie  des  formes  et 
la  m(5thode  arithmclique  semblait  d^s  lors  desirable.  Un  premier 
pas  dans  ce  sens  a  die  fail  par  Rosenow  (^)  (1890).  II  etablit  pour 
les  formes  bilineaires  de  deux  series  de  Irois  variables,  les  inva- 
riants de  Kronecker  —  qui,  abslraclion  faile  du  determinant,  sonl 


ncckcr  dans  les  Comptes  rendus,  1S-4,  p.  iiHi,  ct  un  cxamcn  dctaill^  dans  Ics 
lierl.  licr.^  p.  t)or)-j3j.  Jordan  donna  une  reponse  definitive  dans  Ics  Comptes 
rendus,  p.  i-fiZ.  Son  M^moire  sur  les  formes  quadraliqucs  dans  Ic  Journ.  de 
LiouK'iiie  {?.)y  t.  Xl\,  p.  397-422,  est  correct. 

(')  Lnr.  cit.,  p.  i5(),  211,  212.  Pour  la  transformation  de  Jacobi,  consulter  le 
Journ.  fiir  Math.,  t.  LIII,  p.  2f)5-27o. 

(*)  Deri.  Her.,  p.  ^-rWl'^  '874. 

(')  Loc.  cit.,  p.  43:)-43S. 

(•)  fieri.  Ber.,  p.  ll2^-ll^-,  i375-i38S;  1889;  p.  9-17.  3|-«'i  •  »89o;  p.  9-17,  ^3-44' 
1891. 

(•)  Journal  fur  Math.,  CVIII,  p.  i-2^:  Programm  der  ].  hoheren  Biirger- 
srhu/r  zu  licrlin,  Paqurs  1891  ri  IWques  i>^9-'. 

L'exlension  aux  fornies  de  n  variahlcs  exigerait  la  ronnaJNsance  des  sysleine> 
invariants  alpt^hriqur<  rorrespondanls.  Cos  derniors  ne  smuI  ronnus  que  d'un*' 
f.K  on  inromplole.  r/ Mrii  11  ns.  KraK.  Denkschr.,  \.  \1I:  i8SS.  iSSr.. 
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caract<^ns^s  par  des  nombres  enliers  —  el,  d'apr^s  cela,  il  r^parlit 
les  formes  en  diverses  classes. 

Si  nous  revenons  a  I'ann^e  1874^  nous  devons  encore  ciler  le 
beau  M^moire  de  Darboux  (*),  ou  les  ihc^or^mes  de  Weierstrass 
el  de  Kronecker  se  Irouvenl  exposc^s  d'une  fagon  ^Icganle  dans 
loute  leur  g^n^ralil^.  Comine  mojen  auxiliaire,  Tauleur  inlroduil 
plusieurs  series  de  quanliles  arbilraires  en  bordanl  le  delerminanl 
du  sysl^me.  Lorsque  le  delerminanl  primilif  passe  par  la  valeur 
z^ro,  la  s^rie  des  d^lerminanls  se  comporle  comme  la  suile  de 
Slurm  au  passage  d^ine  racine  d'une  equalion  alg^brique. 

Dans  ce  qui  va  suivre  (^),  nous  nous  occuperons  principale- 
menl  de  la  Iransformalion  en  elle-m^me  d'une  forme  respeciive- 
menl  quadralique  ou  bilindaire. 

JusquMci  on  avail  surloul  en  vue  la  d^lerminalion  de  subslilu- 
lions  lelles  qu^une  forme  donnee  admelle  cerlaines  iranformalions 
assign6es  a  Tavance.  La  queslion  pril  une  nouvelle  direclion.  On 
se  proposa  inversemenl  de  delermlner,  dans  legroupe  g^n^ral  des 
substilulions,  le  sous-groupe  permetlanlde  transformer  une  forme 
quadralique  (bilin^aire)  en  elle-m^me.  Les  formes  m^mes  passenl 
a  Tarridre-plan,  tandis  que  le  principal  inl^r^l  se  concenlre  sur 
la  slruclure  du  groupe  des  subslilulions.  Malheureusemenl,  ce 
principe  si  fecond  n'a  encore  pu  s'enraciner  qu'en  des  points 
isoles  (')  de  la  ih^orie  des  formes. 

Rosanes  (*)  ful  le  premier  (1875)  qui  adopta  celle  nouvelle 
voie.   11  montra,  en  se  liniilant  aux  formes  quadratiques,   qu'a 


(»)  Journal  de  LiouvillCy  (a),  XIX,  p.  347-396. 

La  in^thode  de  i\l.  Darboux  a  scrvi  de  base  k  un  Memoirc  recent  de  Sauvage  : 
Sur  les  diviseurs  elementaires  et  ses  applications  {Ann.  £c.  Aorm.f  1S91).  La 
ootioD  de  diviseur  diementaire  s'y  trouve  exposee  avec  beaiicoup  dc  clartd.  Par 
Temploi  de  la  suite  de  Darboux,  Tautcur  se  trouve  conduit  directement  aux 
formes  canoniques  de  Weierstrass,  ce  qui  fail  coniplctement  disparaitre  le  carac- 
lire  arbitraire  qu'on  pourrait  leur  attribucr.  —  Voir  aussi  les  Memoires  de  Sau- 
vage dans  les  Ann.  de  I'^c.  Aorni,  de  1893  ct  dans  les  Ann.  de  Toulouse  dc 
1894.  II.  F. 

(•)  Comparer  h  cc  qui  pr<^cede  la  n^duction  d'une  forme  bilin<^aire  a  une  forme 
canonique  au  mnyen  de  substitutions  biorthogonales  :  Hellrami,  Halt.  G.,  XI, 
p.  8^107;  1873,  ainsi  que  les  travaux  tie  Cosserat,  Ann.  de  Toulouse^  111,  p.  i-iv, 
ct  dc  Sylvester  Comptes  rendus,  CMII,  (>.  G5i-653,  Mess.  (:►),  XIX,  p.  i-5,  '|2-4*'». 

(')  Voir  MAUUKn,  J.  fur  Math.,  CVII,  p.  89-116;  1S90, 

(*)  Journ.  fiir  IA///i.    LXXX.  p.  bj--.K 
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chaque  Equation  fondamenlale  et  r^ciproque(*)  de  Gajley  appar- 
lient  un  sysl^me  asymitrique  (^)  cle  formes  lin^aires  et,  par 
consequent,  une  forme  quadratique  correspondante. 

Ce  principe  a  ^t^  d^velopp^  dans  touie  sa  gen^ralit^  par  Frobe- 
nius  (')  (1877),  qui  a  d^couvert  les  propri^t^s  caract^ristujues 
des  substitutions  qui  laissent  invariantes  les  formes  quadratiques 
ou,  ce  qui  revient  essentiellement  au  m£me,  les  formes  bilineaires 
respectivement  sym^triques  ou  allern^es. 

Cependant  nous  devons  mentionner  que  d^ja,  en  iS^S,  Bach- 
mann  (*)  avait  6tudi^  a  ce  point  de  vue  les  formes  quadratiques 
tcrnaires  en  venant  ainsi  compl^ler  les  r^sultats  de  Hermite.  De 
son  c6t^,  ce  dernier  fit  voir  (')  comment  on  pent  de  ses  formulcs 
d^duire  celles  de  Bachmann. 

Frobenius  part  de  celte  id^e  tres  simple  que  le  sjst^me  des 
coefficients  d'une  forme  bilin^aire  represente  une  substitution 
determin^e  de  Tune  des  deux  series  de  variables.  Cela  lui  permit 
d'envisager  les  transformations  de  formes  bilineaires,  d'une  ma- 
ni^re  g^n^rale  comme  un  compost  de  substitutions,  et  de  fonder 
la-dessus  un  algorithme  f^cond  dont  les  operations  offrent,  par 
leur  simplicity,  une  certaine  analogic  avec  la  multiplication  des 
nombres  complexes  {extensive  Zahlen),  On  en  dc^duit  immedia- 
tement  les  conditions  que  doivent  remplir  les  substitutions  per- 
mettant  de  transformer  une  forme  en  elle-meme. 

Get  Eminent  savant  nous  presenle  dans  son  M^moire  des  appli- 
cations fort  reniarquables  a  T^tude  des  sjslemes  de  nombres  com- 
plexes. Mais  nous  devons  nous  borner  a  les  signaler;  il  en  est  de 
meme  des  recherches  de  Lipschitz  {^)  et  de  Rroneckor  (*)  surles 


(')  Voir  uii  excmplc  tres  simple  dans  Briosrhi,  Annali  di  Tort.,  V,  p.  ioi-Jo^»; 
i834-  La  n'ciprocilc  de  Tequalion  fondamenlale  a  ct(i  demonlrcc  d'une  nianiere 
gencrale  par  Kroneckcr  {Journ.  fiir  Math.,  LWIII,  p.  27G;  18G6). 

(')  Lor.  cit.,  p.  .59,  Gi. 

(*)  Journ.  fiir  Math.,  LXXXIV,  p.  i-63;  rf.  Comptes  rendus,  LXXW,  p.  i3i- 
134.  A  re  sujel  sc  rapporlent  encore  les  Memoires  suivants  <lu  meme  auteur  : 
Journ.  fiir  Math.y  LXXXVI,  p.    14-7'.  i4«-2oS;  1S79,  el  t.  LXXXVUI,  p.  96-117. 

(*)  Journ.  fiir  Math.,  LXXVI,  p.  33i-34i-  Voir  Tannehy,  Hull.  Darboiur, 
XI,  p.  22i-a33;   iS-G. 

(»)  Journ.  fiir  Math.,  LXXVIII,  p.  325-328;  1874. 

(•)  LiPscMiTZ,  L'ntersuchungen  iibcr  die  Summe  von  Quadraten,  Honn,  1886; 
Journ.de  Math.  ( \ ),  II,  373-4'|():  iSSG,  el  lierl.  Ber.  1H90;  Kuonkckkh,  Hcrl.  Her., 
p.  52>5'<i,  Goa-G'j;,  G9i-r)99,  873-SH'i,  io63-ioHo,  i375-i3H,^;  i8(»o.  p.  9-17.  33-4'|:  1891. 
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liens  elroits  qui  existent  entrc  les  quaternions  (et  biqualernions) 
ctles  substitutions  orthogonales  correspondantes. 

Par  contre,  nous  consacrerons  quelques  lignes  a  rapplicalion  ( * ) 
des  transformations  bilin^aires  au  probldme  de  Pfaff,  d'autant 
plus  que  c'est  pr^cisdment  un  exemple  qui  monlre  comment,  dans 
certaines  circonstances,  la  recbcrche  des  invariants  de  groupes 
inGnis  dans  le  champ  de  la  th^orie  des  fonctions,  pent  ^tre  ramen^e 
a  la  determination  purement  alg^brique  des  invariants  d'un  groupe 
projectif. 

Le  probleme  de  Pfaff  a  pour  but,  comme  on  sait,  de  fixer  les 
conditions  pour  que  deux  expressions  diflerentielles  lin^aires 
donnees  ^  n  termes  puissent  etre  ramen^es  Tune  4  Tautre  par 
une  transformation  g^n^rale  par  points.  En  supposant  le  pro- 
bleme possible,  Frobenius  monlre  qu'un  certain  sjst^me  (*), 
compost  d'une  forme  bilineaire  alternee  et  d'une  forme  lincaire, 
est  transform^  en  un  systeme  analogue  par  une  certaine  substi- 
tution (lineaire)  congrue,  tandis  que  les  coefficients  de  la  forme 
etceux  de  la  substitution,  tout  en  dependant  des  variables  du  pro- 
bleme, jouent  le  role  de  simples  constantes.  La  reciproque  est 
egalement  vraie.  En  examinant  les  proprietes  de  ces  relations  alge- 
briques,  Tauteur  prouve  (')  que  tout  revient  a  une  egalite  entre 
les  invariants  entiers  p  de  ces  deux  couples  de  formes,  resultat 
que  Lie  venait  de  Irouver  a  Taidc  de  sa  theorie  des  groupes.  Get 
invariant  caracteristique  p  n'est  autre  chose,  comme  le  fait  voir 
Frobenius,  que  le  nombre  des  fonctions  independantes  dans  Pex- 
pression  diflerentielle  de  Pfafl*,  prise  sous  sa  forme  canonique. 

Les  recherches  de  Frobenius  ont  donn^  lieu  k  un  travail  de 
Slickelberger(*)  sur  les  substitutions  orthogonales  ou,  en  g^n^ral, 
surcelles  qui  laissent  inaltert^e  une  forme  quadratique  determin^e 


(*)  Journ,  fiir  Math.j  LXXXIl,  p.  23o-3i5;  i«77.  loir  Fowsyth,  Theory  0/ 
differential  Equations  I,  Chap.  \I;  Cambridge,  i8<)o.  Christoflfel  a  ddji  fait  une 
application  analogue  en  1870  {Journ.  /Or  Math.^  L\\,  p.  4^7<^)'  Lipscbitz  est 
arrive  aux  m^mes  rcsultats  k  Taidc  des  mdthodes  du  calcul  des  variations  {Journ. 
fiir  Afath,^  LXX,  p.  71-102,  274-287,  288-295;  t.  LXXII,  p.  i-56). 

(■)  Cc  systdme  a  ^li  examine  en  detail  par  Morcra  en  i883(^W*  di  Torino, 
I.  XVIII,  p.  383-4o3). 

(')  ht  hull,  des  Sciences  math.  (p.  i4-36,  49-^8,  1882)  contient  un  exposd  fort 
d^gant  du  probleme  de  Pfaff  par  Darboux,  ou  Tauteur  met  en  evidence  les  pro- 
prietds  d'invariance.  La  marche  est  assez  analogue  ^  relle  de  Frobenius.  L'etudo 
clle-m^mc  remonte  cependanl  k  rann<3e  1S76.  11.  F. 

(•)  Programm  des  Polytechnikums  Ziirich,  p.  1-16;  1877. 
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{definite  scion  Gauss).  Dans  iin  autre  Menioire  (*),  le  m^me 
aulcur  complete  cl*une  fagon  heureuse  la  reduction  des  faisccaux 
dc  formes  bilin^aires,  en  monlrant  que  r^vanouissement  du  deno- 
minateur  dans  la  forme  normale,  ce  qui  rendrait  cetle  derni^'re 
illusoire,  peut  toujours  ^tre  ^vit^. 

II  restait  encore  a  trailer  un  probl^me  important,  celui  d'^tendre 
aux  formes  bilineaires  quelconquesia  ih^oriede  Frobeniussurles 
transformations  congrues  de  formes  quadratiques  en  elles-mdmes. 

Cc  lilt  Tobjet  des  recherches  de  Voss(^).  Le  probl^me  propose 
se  trouvc  ramen^  k  cet  autre  cas  plus  simple  qui  consisle  k  trans- 
former deux  faisceaux  bilineaires  donnas  Tun  dans  Tautre  au 
mo^'cn  de  substitutions  congrues.  Les  formules  finales  pr^sentent 
une  analogic  frappante  avec  celles  de  Cajley  et  Hermite.  L'unc 
des  substitutions  (5tant  obtenue,  on  peut  en  d^duire  tontes  les 
autres  jouissant  des  m^mes  proprietes,  grace  k  Talgorithme  (*) 
introduit  par  Frobenius.  Ce  Memoire  apporte  un  perfeclioonemenl 
dans  les  mtHhodes  au  point  que  les  operations  auxiliaires  de- 
viennent  ralionnelles. 

D'ailleurs,  il  est  a  remarquer  que  Tesprit  de  la  melhode  de  Voss 
sc  n^vele  dt»ji\  dans  son  travail  (*)«sur  les  substitutions  orlho- 
gonales  dont  la  publication  coincida  avec  celle  du  grand  Memoire 
de  Frobenius  en  i8 — . 

Cost  encore  a  Voss  que  re\ionl  le  merile  d'avoir  reconnu  dans 
uno  idontilo  {'* )  onlre  deux  delerminanls  toule  une  serie  de 
ihooromos  sur  los  divisours  elvmenlaires  qui  avaient  ete  demon- 
tros  par  Frv^bonius.  Siaooi,  Slickelberger  el  Slielljes. 

Nous  a\ons  cite  plus  haul  uno  polemique  enlre  Rronecker  el 
Jorvlan.  Ce  derniiT  roconnul  en  principe  les  objections  faites.  De 
sou  colo  il  poui>ui\il  sos  rtH^herches  sur  les  transformations  des 
formes  quadratiques  ol  publia  ses  nouveau\  resullals  en  1888  (  •  ». 


v'>  ./»:.'•»    /.. '■    V,i/^..   lAWM.  j.      '4^:  i^^^    I  c-ir  Si  Thc^^r :  Berlin.  1^71- 
M,,-..  \t  \('    Kt\.^   Wll,   p.   5-i:::    iV^"      \jir  aas^i  .V;.»»iA-  Ber.,  p.  i^jkjii: 

,•    V..'     I-'    \;n   ;  •-.     --- 
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La  repartition  des  formes  en  classes  et  sous-classes,  basee  sur  les 
diviseurs  6lenienlaires  de  la  fonclion  caract^risliqiie,  sc  trouve 
^galement  6tcndue  aux  substitutions  elles-m^raes.  II  terminc  en 
donnant  pour  ces  dernieres  quelques  types  canoniques.  Ce  qui 
frappe  dans  ces  Memoires,  c'est  de  voir  Tauteur  tenir  si  peu 
compte  des  recherches  des  autres  g^ometres. 

Toutefois,  Ton  reconnaitra,  d'apres  Texpos^  que  nous  venons 
de  donner,  que  la  th^orie  de  Tdquivalence  des  formes  quadra- 
tiques  et  bilin^aires  doit  son  d^veloppement  actuel  surtout  k 
rhabilet^  des  geom^tres  allemands. 

Nous  avons  du  omettre  une  s6rie  de  sujets,  en  particulier  le 
probl^me  important  de  la  canonisation  d'une  forme,  pour  nous 
occuper  plus  specialement  des  proprietes  invariantes  des  substi- 
tutions. A  ce  probl^me  se  rattache  le  M^moire  de  Gundelfinger  (* ) 
qui  apporta  une  simplification  et  une  generalisation  dans  la  m^- 
thode  de  Jacobi  et  Pliickerpour  la  reduction  d*une  forme  quadra- 
tique  a  une  somme  de  carres ;  puis  une  serie  de  demonstrations  (^ ) 
du  theor^me  d'inertie  de  Sylvester  et  I'elude  des  conditions  (') 
qui  doivenl  ^tre  remplies  pour  qu'une  forme  quadratique  de  n 
variables  puisse  etre  representee  a  Taide  d'une  somme  de  moins 
de  n  carres;  enfin  Texpression  des  coefficients  canoniques  sous 
forme  de  determinants  (*). 

Qu'il  nous  soit  permis,  a  la  (in  de  ce  paragraphe,  d'attirer 
Tattention  des  geometres  sur  un  point  d\ine  grande  importance. 

Bien  que  dans  les  travaux  cites  le  caractere  du  groupe  de  sub- 
stitutions laissant  invariantes  les  formes  quadratiques  et  bilineaires 
soit  intervenu  implicitement,  nous  sommescependant  encore  loin 
de  posseder  pour  ces  formes  une  theorie  complete  basee  sur  le 
principe  des  groupes  de  transformations.  Pour  combler  celte 
lacune  il  y  aurait,  en  premiere  Hgne,  a  faire  une  etude  approfondie 
des  sous-groupes  d'un  pareil  groupe  et  a  appliquer  ensuitc  les 
resultats  aux  formes  elles-memcs. 


(')  Journ.  fiir  Math.,  XCl,  p.  2^1-237;  1881. 

(•)  Voir,  par  exempic,  de  Tuksle,  Bull.  S.  M.  F.,  XV,  p.  179-1S1;  1887. 

(»)  Bknoit,  Comptes  rend  us ,  CI,  p.  869-871;  i8^5;  IKouv.  Ann.^  (3),  V, 
p.  3o-36;  i885;  dk  Phesle,  Bull.  S.  M.  F.,  XIV,  p.  98-100;  18HG;  Andre,  Bull. 
S.  Af.  F.y  XV,  p.  188-19J;  Valyi,  Boppe  Arch.,  (a),  VI,  p.  445-4/|8;  1888. 

(*)  Voir,  par  cxoiiipic,  Stldmcka,  Prag.  Ber.^  p.  2jG-2<>5;  1888. 
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Dans  celle  direction  vicnl  se  ranger  un  travail  de  Werner  (•) 
sur  la  determination  des  plus  grands  sous-groupes  pour  le  cas 
des  formes  quadratiques.  De  son  c6l6y  Lie(^)  a  examine  un  cer- 
tain nombre  de  cas;  il  montre  en  particuiier  qu^un  pareil  groupe 
transforme  en  lui-m^me  ou  un  point  ou  une  multiplicity  lin^aire 
du  sjst^me  fondamental  (obtenu  en  annulant  la  forme).  Ce  th^o 
r^rae  a  ^t^  confirm^  dans  une  autre  voie  par  Killing  (*). 

Le  groupe  le  plus  important  dans  la  th^orie  de  Lie  est  celui 
(k  trois  param^tres)  qui  laisse  invariante  une  forme  quadratique 
a  trois  variables.  Suivant  qu^il  est  ou  non  contenu  comme  sous- 
groupe  dans  un  groupe  de  transformations  de  n  (^3)  variables, 
celles-ci  se  r^partissent  essenliellement  en  deux  classes  diflT^- 
rentes.  Cette  repartition  des  variables  correspond,  comme  Font 
fait  voir  Engel  (*)  et  Killing  (*),  ^  cellc  en  groupes  inUgrablesel 
non  inUgrables  (employes  pour  {'integration  des  equations  diffe- 
rentielles)  que  Ton  retrouve  dans  un  travail  anterieur  de  Lie  (•). 


B.  —  fquiyalence  des  formes  non  quadrati(iues. 

a,  —  Systemes  de  formes  transformables  lineairement  I* une  dans  I'autre. 

Si  Ton  fait  abstraction  des  formes  quadratiques  et  bilineaires, 
il  semble  que  c'est  Clebscii  (^)  le  premier  (1870)  qui  sc  soit  de- 
mande  si  la  condition  d'egalite  des  invariants  absolus,  necessaire 
d'apr^s  Aronold,  etait  toujours  suffisante  pour  que  deux  formes 
soient  transformables  lineairement  Tune  dans  I'autre,  et  en  sc 
proposant,  au  cas  contrairc,  de  rechercher  les  autres  conditions 
qu'exige  une  pareille  transformation.  On  pent  en  ellet  construire 


(')  Math.  Ann.,  XXXV,  p.  ii3-i6o;  iSvSc). 

(')  Abliandl.  der  Ges.  d.  IV.  zu  Christiania,  i885. 

(')  Math.  Ann. y  I.  \X\VI,  p.  239-25'i;  1H90. 

(*)  Leipz.  Her.,  p.  95-99;  1887.  Cf.  Fortsch.  d.  M.,  Xl\,  p.  35<i;  iHs-. 

(')  Math.  Annalen,  \\\VI,  p.  17-;!;  1890. 

(*)  Aonvcg.  Arch.f  111,  p.  112-11G;  1874. 

I'oirunc  application  au  systemedcs  nombrcs  complexes,  Sciif.ffers,  Math.  Ann. y 
\\\I\,p.  ^93-890;  1891;  (Ic  mcmc,  Study,  Co//.  jXachr.  el  Leipz.  Her.,  i\c  i8s<>. 
Wiener  Monatsh.,  1,  1890,  II,  1891.  Slephanos  a  elahli  une  elude  Hu  syslrmc  des 
nombrcs  complexes  en  sc  basant  sur  la  theorie  des  formes:  Alhcnes,  Jubile  18SS 
(en  grec).  Consul ter  aufisi  Poincaiie,  Comptes  rendus,  \CI\.  p.  7I0-712;  i88|. 

(')  Math.  Ann.,  II,  373-38». 
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des  exemples  simples  qui  montrent  rinsuffisance  de  la  premiere 
hjrpolh^se  (*). 

Un  premier  moven  permetlant  d'aborder  la  question  est  offerl 
par  la  representation  tjpique  des  formes,  dont  les  coefficients 
sont,  comme  Ton  sail,  eux-m^mes  des  invariants.  On  voit  alors 
sans  peine  que,  si  deux  formes  peuvent  ^Ire  ramen^es  k  la  forme 
type  par  des  substitutions  lin^aires,  il  existe,  k  coup  siir,  une 
substitution  donnant  le  passage  de  Tune  des  fonctions  k  Tautre. 
II  Skagit  ensuite  d'indiquer  jusqu'^  quel  point  une  pareille  repre- 
sentation typique  pent  avoir  lieu.  Un  raisonnement  facile  montre 
qu'il  y  a  certainement  equivalence  entre  deux  formes  binaires 
(de  m^me  ordre)  si,  outre  les  invariants  absolus,  il  j  a  coinci- 
dence entre  un  couple  de  covariants  ind^pendants,  lin^aires  ou 
quadratiques,  suivant  que  Tordre  des  formes  est  pair  ou  impair  (^). 

Cependant  cette  voie  ne  semble  pas  conduire  k  une  solution 
complete  du  probl^me :  nos  connaissances  sur  la  representation 
typique  des  formes  d'ordresup^rieursont  encore  tr^sinsuffisantes. 

Par  contre,  la  methode  d'Aronhold,  signal^e  dans  I'introduc- 
tion,  nous  ofTre  un  moyen  direct;  aussi  a-t-elle  ^t^  d^velopp^e  par 
plusieurs  g^om^tres. 

II  s^agissait  d^abord  de  calculer  les  invariants  absolus  directe- 
ment  par  voie  alg^brique,  sans  avoir  recours  aux  Equations  diflfc- 
rentielles.  Gram(')a  resolu  cette  question  (i874)>  en  s'appuyant 
sur  les  groupes  de  substitutions.  Si,  d'apr^s  Aronhold,  on  forme 

(*)  L'exemple  le  plus  simple  est  certaiocmcnt  celui  d'une  forme  binaire  du 
sixiime  degrd  i  Element  triple.  C'csl  k  ce  fait  qu'cst  due  uoe  erreur  commise  par 
Cayley  dans  son  calcul  des  modules  d'une  classe  de  formes  ternaires  {Math. 
Ann.,  Ill,  p.  268-271;  1870). 

Bolza  a  dtudi^  T^quivalence  des  formes  binaires  du  sixieme  degre  dans  les 
Math.  Ann. J  XX\,  p.  546-552,  1887.  Un  cxpos<^  ddtaille  de  son  ^lude  se  trouvc 
dans  le  American  Journ.y  X,  p.  l\y}0,  1887. 

D*ailleurs  le  criterium  de  T^galit^  des  invariants  absolus  n'est  plus  applicable 
aa  cas  oA  tous  les  invariants  de  chacune  des  deux  formes  s'evanouissent,  c'est-a- 
dire  si  les  invariants  absolus  deviennent  ind^terminds.  De  pareilles  formes  ont 
^t6  ^tudi^es  par  Hilbert  (Go//.  Nachr.,  p.  6-96,  439*419 J  1892 ).  L'exemple  le  plus 
simple  est  celui  de  deux  formes  biquadratiques  ayant  Tune,  un  ^l^ment  triple, 
I'autre,  un  6l^ment  quadruple. 

(*)  Voir  les  exemplesdans  le  M^moire  de  CIcbsch  et  Gordan,  Annali  di  Mat., 
(2),  I,  p.  23-79;  1867. 

(■)  Math.  Ann.,  VII,  p.  23o-2!(i.  Consulter  la  m<^thode  de  Gundelfinger  dans 
Salmon- Fiedler y  p.  452-458;  1877,  ainsi  que  les  considerations  de  Study  dans  son 
Traits  Methoden....  p.  io4  cl  suivantes;  1889. 
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succcssivenicnt  Ics  resullanls  d'un  couple  de  formes  F  et  F',  puis 
d'un  second  couple  F  et  F''  el  qu'on  ^limine  enire  ce  double  sjs- 
leme  les  coefficients  de  F,  il  en  resuhera  imm^diatemenl  T^ga- 
lit6  des  invariants  absolus  de  F  et  de  F'. 

En  examinant  la  r^ciproque,  Tauleur  se  trouve  conduit  au 
theoreme  suivant :  <(  Les  conditions  necessaires  et  sufGsantes  pour 
qu'on  puisse  transformer  Tun  dans  Taulre  deux  sysl^mes  dc  formes 
qiielconques  sont  :  i**  que  les  invariants  absolus  soient  igaux; 
2°  que  les  mimes  covariants  s^annulent  identiquemtnt  ». 

II  restait  encore  ^  delimiter  le  domaine  des  classes  de  formes 
pourlesquelles  Tegaiit^  entreles  invariants  absolus  suffit^  inequi- 
valence. Cette  question  a  el^  trait^e  par  Christoffel  (*),  qui, 
comme  Gram,  a  pris  pour  base  le  principe  d'^quivalence  de  Gauss. 
II  reussit  a  p6n^trer  le  sujet  sans  faire  pr^alablement  des  hypo- 
theses sur  la  forme  des  Equations  finales.  Le  probl^me  se  Irouve 
pr^cis^  en  ce  sens  que  Tauteur  se  propose  de  rechercher  toutes 
les  formes  ^quivalentes  a  une  forme  donnee. 

Afin  d'^tudier  les  propri^t^s  des  Equations  de  conditions  entre 
les  coefficients  des  formes  cherch^es,  Christoffel  ^limine  les  coef- 
ficients de  substitution  dans  un  ordre  quelconque,  en  imposant 
cependant  une  marche  syst^matique  a  chacun  de  ces  derniers.  De 
cette  fagon,  il  devient  possible  de  reconnaftre  quels  sont  les  coef- 
ficients inconnus  qui  entrent  dans  les  conditions  de  T^quivalence, 
et  de  meme  quels  sont  les  coefficients  de  substitution  encore 
presents  dans  les  Equations  finales.  Tout  depend  du  nombre  de 
ces  dcrni^res  et  Ton  niontre  que  ce  nombre  est  ind^pendant  de  la 
marche  adoplee  pourTelimination.  Ce  nombre  atleint  en  general 
son  maximum  /i^  (/i  etant  le  nombre  des  variables),  si,  d*apres 
Aronhoid,  le  discriminant  de  la  forme  est  different  de  z^ro. 

En  excluant  {^)  toutes  les  formes  pour  lesquelles  ce  nombre 
maximum  nest  pas  atteint,  cet  eminent  savant  prouve  que  Te- 
quivalence  de  deux  formes  ne  depend  eflectivemenl  que  de  la  coin- 
cidence des  invariants  absolus.  Le  nombre  de  ces  derniers  se 
trouve  ainsi  determine  par  une  nouvelle  methode. 

II  serait  evidemmenl  desirable  que  Ton  expliquat,  au  point  de 


(')  Math.  Ann.,  \\\,  p.  280-290.   Voir  Study,  /.  r. 

{')   Voir  \c>  rcmarqucs  dc  Lie  dans  sa  rrefarc.  Lie-Engfl.  Tranx/ormations- 
gruppcn,  t.  Ill;  iS«)3. 
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vue  de  la  ihrorle  des  invariants,  les  conditions  enoncees  par 
Christoffel.  Dans  tons  les  cas,  les  coefficients  de  substitution  ne 
peuvenl  plus  contenir  de  param^tre  variable,  c'est-a-dire  que  Ics 
formes  propos^es  ne  peuvent  plus  adraettre  des  faisceauxde  trans- 
formations, comme  Ton  doit  (^galement  rejeter  le  cas  ou  lous  les 
invariants  de  Tune  des  deux  formes  disparaissent  (*). 

Veltmanp  (*)  a  essay^  de  modifier  la  m^thode  d'^liraination 
d^Aronhold,  en  partant,  inversement,  de  T^galit^  des  invariants 
absolus,  afin  d^en  conclude  les  conditions  de  transformation;  mais 
celle  marche  n^aboutit  a  aucun  resultat  nouveau. 

Le  probl^me  de  T^quivalence  ne  sera  susceptible  d'une  solution 
salisfaisante  que  lorsque  nous  aurons  acquis,  au  point  de  vue  de 
la  ih^orie  des  formes,  des  connaissances  plus  profondes  des  difle- 
renles  especes  de  formes  ('). 

Ce  serait  ici  la  place  d'examiner  les  transformations  particulieres 
qui  permettent  de  r^duire  une  forme  donn^e  a  certaines  formes 
caDoniques  employees  dans  la  pratique;  ccpendant,  comme  dans 
le  d^veloppemenl  historique  du  sujel,  la  question  des  irration- 
nels  qui  s'y  pr^sententa  pris  une  place  preponderanle,  nous  abor- 
derons  ce  probl^me  dans  la  deuxieme  Partie  (11  B)(lece  Rapport. 

b.  —  Formes  trans/or  ma  bles  lineairement  en  eiles-memes. 

En  d^couvrant  les  invariants  d'une  forme  ou  d*une  serie  de 
formes,  on  avait  simplement  reconnu  des  fonctions  de  leurs  coef- 
ficients qui,  sous  reflet  de  certains  groupes  de  substitutions  li- 
n^aires,  se  reproduisaient  a  un  facleur  pres,  lequel  ne  depend  que 
des  coefficients  de  la  substitution  et  que  Von  peut  d'atlleurs 
prendre  t^gal  a  Tunite. 

Si  ces  invariants  sont  d'unc  conformation  speciale  par  rapport 
a  leurs  arguments  (ils  doivent  verifier  certaines  equations  aux  d^- 
riv^es  parlielles),  le  caracl^re  general  des  formes  proposees  per- 


(')  Le  ras  dVxccption  /  =  x]-h  Zx\Xj  c'il6  par  Chri>tc)(Tcl  (p.  -jSJ)  est  preci<ie- 
menl  dc  re  dernier  type.  Les  deux  invariants  SelT(dc  Aronhold)  disparaissent  : 
it  en  est  par  consequent  de  m^mc  pour  tous  les  autres. 

(•)  Schlom,  Z,,  WIl.  p.  ^77-298;  1H77  ct  I.  \X\1V,  p.  32i-33o;  1889. 

(*)  L'equi valence  par  rapport  a  des  transformations  d'ordre  superieur  (par 
cxemple  la  transformation  dc  Tsrhirnliausen  pour  les  formes  binaires)  n'a  ;;u^re 
^ti^  trait^e  jusqu'ici. 

Bull,  des  Sciences  maihem.y  j*  serie,  t.  XVIII.  (I><^cembre  189.).)        33 
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niellait  ccpendant  de  donner  plus  d'extension  aux  modes  de  for- 
mation des  invariants. 

On  dut  avoir  recours  k  de  nouveaux  roojens  auxiliaires,  afin  de 
pouvoir  detacher  la  notion  de  Tinvariance  de  la  base  des  formes 
originates,  en  s'imposant  comme  but  la  recherche  de  toutes  les 
formes  d'un  nombre  d^termin^  d'arguments,  qui  se  Iransformenl 
en  elles-m^mes  pour  certaines  substitutions  efiectu^es  surcesder- 
niers,  ou,  r^ciproquement,  ce  qui  revient  essenliellementau  m£me, 
en  cherchant  k  determiner  tous  les  groupes  de  substitutions  k  n  va- 
riables et  les  invariants  (entiers  et  rationnels)  correspondents. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  nous  limiterons  surtout aux  groupes  finis 
de  substitutions  de  Galois  (*),  les  groupes  k  param^tres  arbi- 
traires  (^)  n*ayant  encore  gu^re  el^  trait^s  au  point  de  vue  de  la 
th^orie  des  formes. 

Dans  les  formes  de  cette  esp^ce  nous  trouverons  d'abord  les 
formes  binaires,  auxquelles  on  est  parvenu  par  des  considerations 
de  la  theorie  des  fonctions. 

H.-A.  Schwarz  (')  les  a  obtenues  en  recherchant  les  integrales 
alg^briques  de  liquation  differentielle  hjpergeometrique,  qui  est 
lin^aire  et  du  second  ordre.  Le  quotient  s  de  deux  solutions  par- 
ticuli^res  j^i,  jj'a  satisfait  lui-m^nie  a  unc  Equation  dilTerentielle 
du  troisieme  ordre.  Ce  rapport  delerniinc  la  representation  con- 
forme  du  dcini-plan  de  la  variable  indt'pendante  x  sur  un  triangle 
llmile  par  des  arcs  de  cercle  el  donl  on  peut  former  le  prolonge- 
menl  analvlique. 

Dans  le  cas  ou  s  doit  etre  une  function  algebrique  de  x,  il  faul 
(jue  le  nombre  de  ces  domaines  soil  fini. 

Schwarz  se  Irouve  ensuile  conduit  au  probleme  qui  consiste 

(')  Voir  plus  haul  les  dcfmitions,  p.  qij.  II  iiiiportc  de  rcmarquer  que,  dc  son 
role,  Lie  enlend  par  groupe  fini  relui  qui  dt^pend  d'un  nombre  fini  de  paramdtres. 

Lc  fail  qu'^  loul  jjrouju'  (ini  correspond  loujours  un  >vstenie  complet  d'inva- 
rianls  a  cHe  deinonlrc  seulemenl  plus  lard  par  Ililherl. 

(*)  Nous  devoiis  nous  horner  a  nienlionncr  les  Iravaux  de  Klein  el  dc  Lie, 
Comptes  renduSf  juiu  1S70,  Math.  Ann.y  IV,  p.  So-^i,  auxquels  viennent  se 
rallarlier  plus  lardccux  «le  Lie,  Hal|>iirn,  Sylvesler,  Poinrare,  Picard  et  d'autres. 

(»)  Journ.  fur  Math.,  L\\\,  p.  .i()«-33.')  (voir  Verhandl.  der  Schweizer  Aa- 
turf.  Ges.:  1H71).  Le  Chapilre  \1  du  Menioire  de  Schwarz  contient  des  rensci- 
^nenienls  bibliugrapliiqucs  surce  sujel. 

(Jn  Irouvera  dans  lc  lonie  I  dc  la  Thcoric  des  surf  aces  ( Livre  II,  Chap.IV)de 
.M.  I>arboux  un  expose  fort  c'h'-;;anl  de  la  nielhode  Av  S(  hw.irz.  ||^  p 
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a  if€>uver  les  triangles  spheriques  dont  la  reproduction  symd- 
tri^Ede  sur  la  sphere  ne  conduit  qu'd  un  nombre  limite  de 
tri€2Ljngles  differani  les  uns  des  autres  par  leur  position,  pro- 
bl^nne  implicitement  (*)  Equivalent  acclui  que  nous  avoDsEnoncE. 
Get  Eminent  savant  developpe  les  formes  correspondantes  et  donne 
la  relation  qui  existe  enlre  deux  covarianls  ralionnels  el  la  forme 
originale. 

Oe  son  cdtE,  Klein  (2),  sans  avoir  eu  connaissance  des  Iravaux 
de  Schwarz,  a  Ete  conduit  directement  k  la  determination  des 
groupes  iinis,  lin^aires  et  binaires  et  des  formes  correspondantes. 
considerations  reposent,  d'une  part,  sur  rinterpr^lation,  d'a- 
Riemann,dela  representation  de  la  variable  complexe  (')sur 
la  sphere,  d'autre  part  sur  la  signification  geometrique  d*une  trans- 
formation lineaire.  On  sait  que  ces  transformations  peuvent  ^tre 
**apportees  sans  ambiguite  aux  mouvements  reels  (*)  dans  I'espace. 

L«esgroupes  finis  de  ces  mouvements  s'obtiennent  par  des  con- 
siderations tr^s  simples.  Si  nous  faisons  abstraction  du  groupe  cir- 
c^laire  et  du  groupe  du  dicdre  dont  nous  n'aurons  pas  a  faire 
^*aige  dans  la  suite,  il  nous  reste  a  considerer  les  groupes  de  rota- 


(  *  )  L.e  point  de  vue  du  groupe  fini  de  substitutions  apparall  cepondant  sculc- 
''^cnt  dans  Ic  M^inoirc  de  Klein;  il  en  esl  de  mdnie  do  la  notion  el  de  la  formation 
*■"■  *ystcnnc  complet  correspondant.  Schwarz  ne  fait  usage  ni  de  variables  homo- 
S«iies,  ni  de  covariants. 

C  •)  Erlanger  Ber.,  juillet  1874.  Dans  unc  Note  suivante  (£*/•/.  Ber.,  dec.  i8;4  ), 

■^■cin    examine   et  developpe   Ic   travail   de   Schwarz;   dans  ccllc  de  juillet  187.) 

^^^i*  Ser.)^  il  Iraite  les  resolvanles  du  cinquienie  et  du  sixii^mc  ordrc  de  I'^qua- 

•on    cle   ricosaedre.  L'n   expose  geni^ral  sc  trouve  dans  les  Math.  Ann.,  t.  IX, 

P-    «83-ao8. 

V  *J  Le  rapport  anharmonique  dc  quatre  quantitcs  complexes  a  d'abord  et(^  in- 

^^^uit  par  Mobius.  Au  sujet  de  la  representation  sur  la  sphiire,  consuller  NVedk- 

*^^>  Dissertation;  Kriangen,  187.4;  Beitrage,  etc.,  Erlangen,  187.');  Math.  Ann., 

■^>   p.  209-217.  Pour  les  formes  binaires  h  coeflicicnts  complexes,  voir  Beltiiami, 

*^«*»».  di  Bologna,  X,  1870. 

^-^s  considerations  de  Klein  ont  ^te  ^tenducs  k  un  espare  quelconque  par  Bieh- 

"^^^^  (Wien,  Ber. J  XCV,  p.  5a3-548;  1887)  et  par  Goursat  {Comptes  rendus, 

r^^^>    p.  1786-1789;   1888).    Voir  le   Traite  dc   Clcbsch-Lindcmann,   II,    1,   Abtli. 

*  *^,  X  ((Edition  francaise,  t.  II,  Chap.  II). 

J   ^*3  Consuiter,  par  exemple,  Lindemann,  Math.  Ann.,  VII,  p.  56  et  suivantes. 

'^'^-A!!  a  fait  une  dtude  d^laill^e  des  groupes  de  mouvements  r<^els  dans  les  An- 

.    '*    di  Mat.  (a),  II,  i68-2i5,  3-^o-345;   iH(n).  On  consultera  aussi  les  Memoircs 

^     Schdnflics  {Math.   Ann.,    I.    XVVIII,  p.   :{m)-34';   XVIV,  p.  5o-8o;  XXXIV, 
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lions  qui  ramrncnl  sur  cux-mtMnes  Ics  cinq  corps  polj^driques 
regnliers.  On  voil  facilement  qii'on  peul  se  limiler  au  telraedre, 
k  I'oclaedre  (ou  cube)  el  a  Ticosat'dre  (ou  dodecaedre);  ces 
groupes  coniprcnnent  respeclivemenl  n  =  12^  i4,  60  rolations. 

II  s'agit  mainlenanl  d'elablir  le  systeme  complet  des  formes 
d'un  pareil  groupe,  c'esl-a-dire  un  ensemble  de  formes  lelles  que 
loules  les  autres  puissent  elre  exprim^es  en  fonclion  enli^rc  cl  vd- 
lionnelle  de  celles-ci.  En  parlantdu  principe  simple  que  les  cova- 
riants  doivent  etre  trans/ormes  en  eux-memes  par  les  memes 
substitutions  lineaires  que  les  formes  fondament  a  les,  on  arrive 
a  la  loi  suivanle. 

Si  Ton  applique  les  operalions  de  Tun  des  irois  groupes  a  deux 
valeurs  iniliales  arbilraires  (points  de  la  sphere),  il  en  resulle 
chaque  fois  n  valeurs  qui  sonl  racines  de  deux  equalions  tt  =  0, 
7t'=  o.  Le  faisceau  lineaire  conlient  alors  Irois  (el  seulemenl 
Irois)  puissances  enli^res  des  formes  /,  H,  T.  Ces  formes,  aux- 
quelles  on  joint  un  invariant  unique,  constituent  le  sjsleme  com- 
plet du  groupe  (* ). 

II  existe  ainsi  une  relation  lineaire  entre  ces  puissances  de/*,  H, 
T;  H  est  le  hessien  de/*,  el  T  est  le  determinant  fonctionnel  de 
ces  deux  formes. 

Le  groupe  dc  Ticosa^dre  donne  lieu  a  un  faisceau  de  formes 
du  tio*^  ordre;  ce  faisceau  conlient  respeclivemenl  les  puissances 
cinquieme,  troisienie  el  scconde  des  formes /i 2,  H-jo?  T30  (Tindice 
indiquanl  Tordre  de  la  forme) ;y=  o  donne  les  sommels  de  Tico- 
saedre,  H  ==  o  ccux  du  dodecaedre  el  T  =  o  les  points  milieux 
des  arelcs  de  Tun  des  deux  corps. 

Dans  les  deux  premiers  cas,  on  oblient  d'unc  facon  analogue 
les  sommels  du  lelracdre  par  I'equalion  /^z=zo  el  ceux  de  Toe- 
la  ed  re  par  Tequalion  y,.  =  o. 

Les  Irois  formes /jouissenl  de  celle  propriele  remarquable  que 
leur  (jualrieme  compose  ( 'j^'*  Lleberscliiebung)  (y*,  y*)*  est  idenli- 


(')  Matli.  Ann.,  I\,  /.  c,  Voir  §4.-11  faul  rcpendant  reniarquer  que.  outre 
U's  formes  invariantcs  que  nous  fournit  la  llieoric  des  formes,  ii  inlervient  iri 
eneore  t'crtairis  invariants  determines  par  les  proprieles  des  groupes  dc  substitu- 
tions. \insi,  dans  le  cas  de  la  forme  de  I'icosaedre,  il  se  prescnlc  un  invariant 
rationnel  (  san<  elre  (!nlier  et  rationnel)  par  rapport  aux  oocflicients  dc  la  forme 
fondanientale :  voir   Mdth.  Ann.,  1\.  [).  «)S. 
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quernenl  nul ;  rcciproquemcnl,  ces  formes  se  Irouvcnl  cnliercmenl 
caract^ris(Ses  parcettc  propriete  et  Iciir  ordrc  (le  discriminanl  ctanl 
diflerenl  de  zero). 

Cest  en  s'appuyant  sur  ces  considerations  geomclriques  que 
Klein  (')  est  parvenu  a  ^tablir  une  th^orie  gen^rale  de  Tequation 
du  cinqui^me  ordre;  I'^quation  de  I'icosaedre  y*i2=o  y  joue, 
com  me  on  sait,  un  r6le  fondamental.  Les  resullals  oblcnus  par 
cet  Eminent  savant  coincident  exactement  avec  les  formules  don- 
"^^es  aulerieurement  par  Brioschi,  Hermite  et  Kronecker. 

Nous  avons  maintenant  a  monlrcr  le  lien  qui  rallache  les 
groiipes  finis  de  substitutions  etleurs  formes  aux  Equations  diffe- 
••entielles  lincaires. 

JLes  int^grales  generates  d'une  equation  difT^renticlle  lineaire 
«  ordre  n  et  a  coefficients  rationnels  pcuvent  <5lre  exprimees  en 
■  onciion  lindaire  et  homogene  de  n  solutions  parliculieres  y^^ 
^2?  --M  J'«  lindairement  inddpendanles.  Lorsque  la  variable  x 
^^criiun  contour  ferme  autour  d'un  point  singulierde  I'equation, 
les  ^  sonl  soumis  a  une  substitution  lineaire  a  coefficients  con- 
stants (2);  c'eslcette  substitution  qui  constitue  le^/of//?ede  Tc^qua- 
^■ou.  Si  cette  derni^re  ne  possede  que  des  integrales  algebriqucs, 
*^  groupe  est  fini,  et  reciproquement. 

C^*esl  pr^cis^ment  la  la  base  du  M^moire  (•^),  (iS^S)  de  Fuchs, 
^•^quel  viennent  se  joindre  ceux  de  Jordan,  de  Klein  et  de  Brioschi. 
Mais  c'est  a  Fuchs  que  revicnt  en    premiere  ligne  le  mcrile 
^  ^voir  dt^couvert  la  relation  fondamenlale  entre  les  formes 

^tii    appartiennent  au  groupc  de  Tequalion  dilferentielle  lineaire. 
Supposons  avec  Fuchs  que  Tequalion  difierentielle  soit  du  se- 
cond ordre  et  niise  sous  sa  forme  reduile.  Si  cette  equation  ne 

5  *  ^  Vorlesungen  iiber  das  Ikosaeder  und  die  Auflosung  der  Gieicfiiingcn 
"^^^^^jTi^en  Grades  \Lerons  sur  I'icosacdre  et  la  resolution  des  equations  du  cin- 
^**'^^^€  rfe^re'l,  Leipzig,  i88'|.    Voir  aussi  Erlanger  Her.,  1H7H---;  Math.  Ann., 


j^  ■'    p.  5o3-5fio;    1877,  ainsi    que    les  Mcinoiros  iiiiftorianls   de    Clonlan   dans   Ics 

**^^*.  Ann,,  XXVIll,  p.  i5a-i6<),  XXIX,  p.  3i«-3)r):  1SS7. 
-  ^^  /     ConsuUer  Ics  travaux  fondamenlaux  do  l^'urlis  dans  Ic  Journ.  ftir  Math., 

H 


'.^^^>    p.  121-160,  18^)^);    LXVIII,  p.  35'j-38r):  1888.   Lr  lln''orcnic  meuie  osl  drt  a 


-  ^  *  >     Cott,  Xackr.,  p.  .'>()} 
•-■  •     ««76.  Dans  le  Journ. 


r)r)8-58i,  f)i3-()i3;  187J.  Journ.  f Or  Math.,  LXXXl,  p.  (17- 
////•  Math..  LXVXV.   p.  r  jH,    laulcur  fait   une  elude 
^■*ialiquc  des  formes  [iriniains. 
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doit  possedcr  que  des  int<5gralcs  algcbriqucs,  il  devra  cxislcr  cer- 
taines  formes/(yi,^2),  qui  sont  raciDCs  d'unc  fonclion  ralion- 
nelle.  Ces  formes  priniaires  (Priniforineo)  coincideDl  avec  les 
formes  u-j-Ai:'  du  groupe  de  T^quation  (vojez  la  note  (' )  p-  3oo); 
les  formes  primaires  de  Fordre  le  plus  petit  n  sent  caract^ris^es 
par  le  fait  que  tous  leurs  covariants  d^un  ordre  <Zn  disparaissenl 
identiquemenl(*). 

II  en  r^sulte  que  Tordre  n  ne  peul  admettrc  qu'un  nombre  /i- 
mite  de  valeurs;  ne  sent  possibles,  d*apr^s  Fuchs,  que  les  valeurs 
n  =  a,  4,  6,  8,  lo,  12. 

Klein  (^)  s'esl  propose  reciproquement  dVtablir  d'une  fa^on 
explicite  tous  les  tvpes  d'^quations  differenlielles  du  deuxieroe 
ordre  de  cctte  esp^ce.  Les  resullatsqu^il  avaitobtcnus  anl^rieure- 
ment  luionl  permis  d'ecrire  imniediatemenl  cinq  types  diflf^rents 
pour  Tequation  inldgrale  a  laquelle  doil  satisfaire  le  quotient  7|de 
deux  solutions  algebricjucs  particulieres  y^^  y^  de  lYqualion 
donnec.  De  la,  il  passe  aux  cinq  (Equations  differentielles  du  Iroi- 
sieme  ordre  correspondanl  a  r^.  II  se  prc^sente  ce  fail  rcmarquablc 
que  ces  dernieres  rosullent  dircclemenl,de  T^quation  du  iroisieme 
ordre  renconlrce  par  Schwarz,  dans  son  ^tude  de  la  scrie  hyper- 
grometrique,  lors<|u'on  y  remplace  Targument  x  par  une  fonc- 
tion  (^)  ralionnellc  de  x.  On  irouve,  en  meme  temps,  que  le  ta- 
bleau des  formes  primaires  etablies  par  Fuchs  coiilienl  des  formes 
supcrllucs  (*). 

Les  Invariants  cl  coxarianls  des  formes  primaires  onl  ele  obtenus 


(')  La  reriproi|iir  a  rle  ivsoluc  anirnialiveinenl  par  Gordan,  voir  plus  has. 

(')  AW.  /?c/'.,  187'),  ou  J/«//i.  ^1///!.,  \I,  p.  1 10-1 18,  tradurlion  franraise  daus  le 
Ihdl.  des  Sciences  matli.^  (j),  I,  p.  iSo-184;  1^77;  Math.  Ann.,  XII,  p.  i67-i8«>. 
Les  types  Irouvcs  [»ar  Jordan  dans  les  Comptcs  rendus,  I.  LXWII,  p.  6<>5-(m»7,  el 
t.  LXWIII,  p.  10 i.*)- 1037,  n'etaii'nt  pas  siiflisants.  I'oir  la  note  de  Klein,  Math. 
Ann.,  \1,  p.  1 18. 

('^  Inversemeul,  une  equalion  diirercnlielie  donnee  pour  t,  permel  tie  deler- 
ininer  H  {x). 

Briftsrlii  {Math.  Ann.,  \L  p-  I'n-'iii;  1877.  /tend.  1st.  Lomb.,  (2),  X,  p.  ^S- 
jH)  a  delrrriiine  la  fonrtion  H  dans  le  ras  des  Irois  points  sin^uliers,  pour  tous 
le>  types  reduits  de  Schwarz  {Juurn.  f.  Math.y  LXXV,  p.  3j3)  sauf  trois.  Ces 
deniiers  out  ete  (d>lenns  par  Klein,  Math.  Ann.,  XII,  p.  170  el  17^).  Voir  la  ron- 
firrnation  donrne  par  <".aylev,  Jans  \c  merne  ronieil,  t.  XNll.  p.  ()j-r>r»:  iSSo.  Con- 
sultcr  la  di^scrlalion  de  ri«i«lnr,  Lcijizie,  iss.'),  pi  |a  renianiue  de  Klein,  Math. 
Ann.,  VWl.  p.  \k\\\\  iSMi. 

(•)  \«»ir  Math.  Ann.,  XI.  p.   11^. 
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d^une  fagon  Ires  habile  par  Brioschi  (* ),  en  introduisant  Ics  formes 
associ^es  de  Hermiie. 

L'^tude  alg^brique  des  formes  binaires  admeltant  des  trans- 
formations en  elles-m^mes  a  ^t^  faite  en  premier  lieu  par  Gor- 
dan  (').  On  ramt^ne  d^abord  une  substitution  binaire  S  k  une  forme 
normale  dans  laquelle,  outre  la  forme  quadratique  determinant 
lesdeux  elements  coi'ncidantsde  S,  il  apparait  un  angle  variables, 
argument  de  S.  L'argument  de  S"  sera  simplement  no;  si  S  doit 
appartenir  k  un  groupe  d'ordre  fini,  il  faul  que  /Z'f  soit  un  miil- 
tiple  de  u. 

Si  Ton  a  deux  substitutions  S  et  T,  ayant  respectivement  les 
ai^uments  ^  et  '^,  et  si  ^  et  W  sont  les  arguments  des  substitutions 
compos^es  ST  et  S~*  T,  il  e\iste  enlre  ces  quatre  angles  la  relation 
simple  (/.  c.y  p.  25) 

cos*  -4-  cos^^  =  cos(cp  -h  'J')  -J-  cos(^  — ^), 

En  s'appujant  sur  cette  relation  et  sur  la  decomposition  des  sub- 
stitutions suivantleurs  p^riodes,  on  est  conduit  a  ramener  la  ques- 
tion au  probl^me  suivant  de  la  th^orie  des  nombres  (/.  c,  p.  29)  : 

Trouver  des  valeurs  ralionnelles  de  ^1,  009  ?3  satisfaisant  a 
liquation 

I -t- COS^I -t- COSCpi -h  COSCpj  =  O. 

La  suite  du  probl^me  depend  d'un  theoreme  de  Kronecker  sur 
rirr^ductibilite  de  r^quation  cyclique  generalis^e. 

Comme  r^suhat  on  parvient  nalurellement  aux  cinq  groupes 
de  Klein;  mais  ils  sont  presenles  sous  une  forme  canonique  trcs 
pratique. 

Dans  un  autre  M^moire  ('),  Gordan  prend,  comme  definition 
des  formes  primaires  d^un  ordre  moindre  /?,  la  propriete  signal^e 
par  Fucbs,  en  vertu  de  laquelle  leurs  covarlants  d'un  ordre  <Cn 
s*evanouissent  identiquement.  De  cette  fa^on  on  d^montre  direc- 
tement  que  les  formes /c/i 2  de  Toctatdre  ct  de  TicosaMre  pos- 
sident  la  propriety  mention n^e.  La  r^ciproque  n'est  pas  sans  pre- 

(»)  Math.  Ann.,  XI,  p.  ^oi-f\ii. 

(•)  Math.  Ann.,  XII,  p.  23-40;  1877.  Voir  encore  IIalpiien,  Sas;.  etrang., 
I.  XXVIII,  i88o-i883. 

(•)  Math.  Ann. J  XI!,  p.  147-166;  1877.  —  La  dt^nnition  de  Gordan  est  modifiee 
tn  cc  sons  qu'clle  exclul  a  priori  Irs  fonries  k  faricur  multiple. 
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scnlcr  quelques  difficull^s.  Une  elude  approfondic  descovarianls 
d'ordre  le  plus  faibic,  donl  le  dernier  compost  (Ueberschiebung) 
avec  /  disparait  idenliquement,  permel  cependanl  k  Gordan 
d'affirmer  que  ces  formes  sonl  les  seules  de  celte  esp6ce. 

Finalement  Wedekind  (*)  et  Brioschi  (*),  en  se  Iivranl  k  une 
elude  comparde  des  coefficients,  sont  parvenus  a  conclure  que 
I'evanouissemenl  identique  du  qualrieine  composd  d'une  forme 
binaire  avec  elle-m^me,  si  Ton  fait  abstraction  des  formes  /"„ 
ayant  un  facteur  lin^alre  d'ordre  n  —  i,  conduit  aux  formes  /*4, 
/o?/i2  du  t^lra^dre,  de  I'octaedre  et  de  Picosa^dre  (^). 

Jordan  gcn<^ralise  le  probl^me  (')  et  Texamine  d'abord  uni- 
quement  au  point  de  vuc  de  la  theorie  des  substitutions.  11  se 
propose  done  d^^tablir  les  differents  groupes  d'ordre  fini  qui  sont 
contenus  dans  le  groupe  lin^aire  a  n  variables  et  d'en  appliquer 
les  r^sultats  aux  equations  diflV*renlielles  lineaires.  La  discussion 
donne  pour  n  =  i  les  cinq  types  connus;  mais  le  cas  /i  =  3, 
beaucoup  plus  complique  par  la  nature   inline  de  la  question, 


(*)  Wedkkind, //rt6i7.  .Sr/*/i/^,  Carlsnihc,  1876.  IhwosrAii,  Annaii di  Afat.,  {1), 
Mil,  p.  24-4"^*.  1^77-  Consu/tcr  Ic  traile  dc  Gordan-KerscJicnslcincr,  II,  §  19. 
lA'quation  (//"),"  o  est  evidemmenl  equivalcnte  a  lequalion  difT^renticllc  du 
troisiornc  ordre  cilce  plus  haul.  Quant  a  oette  derni^re,  comparer  aussi  UniwiTZ, 
Math.  Ann.,  WXIII,  p.  3'|.S-;i')>;  iS><i).  —  Pour  la  forme/,.  Bhiosciii  est  ^^alemciit 
parvrnu  ;\  I'oquation  (liir*  renlii'lk-  du  3'  ordiv  de  Srhwarz,  en  exaniinanl  le  ras 
oil  le  quatrierne  compose  de  la  forme  avee  elle-mOme  coincide,  a  un  facleur  pK*>, 
avec  la  forme  ori^iinale  {Cheiini  Coll.  math.,  p.  213-219;  1881,  el  Comptes  rendus, 
XCVl,  p.  ir>S()-i«u)j;  iSSi). 

(0  llilberl  a  fait  Noir  dans  Ic^  Math.  Ann.  (\\\.  p.  561-570 :  \>^>^-; )  que  les 
formes  hinaires  admettanl  des  transformations  lineaires  en  elles-mt>im>  pouvaient 
elre  consideiv«s  comme  cas  [Mrticulier  d'une  elasse  plus  pencrale  de  formes.  Celle 
derniere  s'oblient  v\\  clicrcliant  les  '*\>lemes  9  —  X'y  pour  lesquels  |c  iroisiciiie 
compose  lie  z  avec  ^  disparait  idenliquement.  —  Consulter  Cmrdan-KiTsch.,  II, 
Jj  13. 

( ' )  Comptes  rendus.  lAWIV.  p.  1  h<>-«  1  i^-  Journ.  fur  Math..  LXWIV.  p.  8V 
•ji.');  1S77.  Son  Mcmoire  Snr  ta  determination  des  i^rotipes  d'ordre  /ini  con- 
tenus dans  le  ^rou/^e  lineaire  est  une  revi«iion  et  la  suile  du  travail  precedent, 
Atti  di  .\apo/i.  Vlil,  i*<8o.  Les  cas  sfnciaux  pour  n  —  3  demandaienl  a  c^lre  con- 
lirmrs  par  une  autre  >oie.  (Vest  ce  que  lit  Valkntinkh  par  drs  onsidrrations  pure- 
incnt  al;;»briqur>  ykjoh.  Skrift,  (o^,  V,  p.  Oj-.»35;  »S8t»);  toulcfois,  Ciilain* 
|»oiiitH  i-^ult*.  dcmandenl  encore  a  elre  eclairci*. 

Man-*  Jordan,  la  propriele  tic**  fnrniC"*  primaircn  de  Kuchs  sc  trouNc  clendue  aux 
eqnatioii<«  diilcrciiti<-lle>«  dun  ordre  sujH'ricur  an  MM-ontl. 

Consulter  IhKiiur..  Math.  .4nn..  \l..  p.  j'i-S^:  iS^i  tl  \skwitii.  Quart.  J.. 
WIV,  p.   II  i-i»>7  :  iSS'>. 
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conduil  (inalcinenl,  apres  avoir  cxaniind  a  part  un  grand  nombre 
de  cas  speciaux,  a  onze  tjpesdifTercnls  (*)  dont  un  seul  pcut  (ilre 
considers  coinme  essentiellemcnt  nouveau. 

II  s^agii  ic\  du  groupe  hessien  [^) G'2^o^  (avec  216  substilutions) 
jouissant  dc  la  propri^t^  rcmarquable,  signaldc  par  Hesse,  de 
laisser  inaltercs  les  quatre  systemes  de  Irois  droites  passant  par 
les  neuf  points  d^inflexion  d'une  cubiqiie  plane. 

Par  suite  d*une  faute  de  calcul,  Jordan  avait  omis  un  autre 
groupe,  ^galement  nouveau,  le  groupe  Giog,  que  Rlcin  a  decou- 
vert  (*)  en  examinant  les  transformations  du  seplienie  ordre  des 
fonctions  ellipliques.  La  r^solvante  adjoinlc  de  Galois  (du  cent 
soixaole-huititme  ordre)  possede  un  groupe  de  cent  soixante-buit 
substitutions,  puisque  cbacuno  de  ses  racines  r,  envisag^e  comme 
fonction  du  rapport  o)  des  p^riodes,  reste  pr^cis^ment  inalt(?r^e 
pour  les  cent  soixante-huit  substitutions  de  co  identiquemcnt 
congrues  selon  le  module  7.  La  quantite  r^  est  lice  a  Tinvariant 
absolu  de  Tint^grale  elliptique  par  une  equation  (de  Tordre  168 
en  T,)  qui  est  du  genre  3.  Elleadmet  egalementcent  soixante-huit 
transformations  en  elle-m^me.  A  cette  equation  on  fait  corres- 
pondre  la  courbe  normale  du  qualrieme  ordre 

/  =  X}  Tj  -h  Xj  ^3  H-  Xl  Xi  =  O. 

Le  sjstt^me  (*)  complet  de  y,  comme  celui  du  groupe,  se  com- 
pose, outre/,  encore  de  3  covariants  du  sixicme,  quatorzieme, 
vingl  et  uniemc  ordre,  entre  lesquels  il  exisle  une  sjzygic. 

L'interprelalion  geometriquc  de  la  resolvante  de  Galois  permet 
de  voir  sans  difficult^  que  celle-ci  possede  une  resolvante  du 
sepli^me  et  une  autre  du  luiiti(^me  ordre.  On  pent  d'abord  fixer 


(»)  Certains  dc  res  types  sunt  en  realitc  des  groiipes  a  deux  variables.  lis  jouent 
nn  Title,  important  en  Geometric.  Dans  Ic  Gott.  JSachr.^  p.  85-107;  18S7,  Hurwilz 
a  enaniin^  les  substitutions  qui  transformenl  en  ellc-mcmc  une  courbe  alg(6briquc 
plane  (dc  genre  /?>  i).  —  Le  groupe  G„  a  etc  eludic  par  Study  {Leipz,  Ber.^ 
p.  I »-!<>! ;  1892). 

(•)  Dans  les  Math.  Ann.,  WXIII,  p.  32^  et  suivantes  (1889),  Masclikc  a  public 
one  etude  detaillce  du  gn)upe  hcssien.  Comparer  Buukhaudt,  Math.  Ann.y 
WXVIII,  p.  iHi-2j',;  1891. 

(»)  Math.  Ann.,  XIV,  p.  i-^'iT'*'  '^7«)-  ^oir  en  particulier  p.  438,  note.  —  La 
tfeurie  du  groupe  G,„  est  trailce  en  details  dans  hLKis-h\{u:Kv.y  Mod u f funk tionen, 
III-  Partie,  Ch.  VI. 

(•)  Voir  les  Math.  Ann.,  l.  XVII,  p.  ai7-!33. 
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les  cinquanle-six  points  de  contact  des  vingl-huit  tangente^ 
doubles  de  y  a  Taide  de  sept  coniques  (*)  qui  dependent  d'unes 
Equation  du  septi^me  ordre.  Puis  on  peut  ordonner  les  vingl — 
qualre  tangenles  d'inflexiou  de^en  huit  s^sl^mes  de  trois  droites,  , 
qui  sont  d^termin^es  par  une  Equation  du  huitieme  ordre  (*). 
Lar^ciproque,  signal^e  par  Klein,  a^t^  d^velopp^e  avec  beaucoup  * 
de  details  parGordan  ('). 

Dans  leur  ensemble,  les  groupes  finis  de  substitutions  quater- 
naires  ou  d'ordre  plus  elev^  ne  sont  pas  encore  connus.  Toulefois, 
Klein  a  6l6  r^cemment  conduit  par  differentes  voies  a  des  eiLempIes 
importants  de  groupes  qualernaires.  Deui^  de  ces  groupes  con- 
tiennent  la  resolution  des  Equations  g^n^rales  du  sixi^me  et  sep- 
ti^me  ordre,  obtenue  par  Klein  (*). 

Si  Ton  ram^ne  ces  Equations  k  une  forme  qui  ne  contient  plus 
les  termes  d'ordre  le  plus  ^iev^  de  deuxi^me  et  troisi^me  rang, 
c'est-^-dire  telle  que  la  somme  des  racines  ainsi  que  celle  deleurs 
carr^s  soient  nulles,  on  peut,  a  I'aide  des  complexes  lio^aires, 
donner  une  interpretation  g^om^lrique  des  formules. 

Malgrci  le  grand  int^r^t  de  ces  recherches,  danslesquelles  inter- 
vient  avec  tant  de  succ(^s  la  Geometric  r^gl^e,  nous  devons  nous 
borner  a  signaler  simpiement  les  M^moires  les  plus  remarquables. 

Un  troisieme  groupe  (lernaire)  important  a  etc  rencontr^  par 
Klein  (')  dans  ses  Iravaux  sur  les  six  complexes  fondamentaux. 
Le  systeme  complel  de  ce  groupe  est  du  a  Masclike  (•).  L'un  des 
sous-groupes  de  ce  groupe  coincide  avec  ceUii  (')  qu'a   obtenu 


(')  Cela  est  possible  dc  doiix  nianicrcs.  Les  relations  r^ciproques  enlre  les  ra- 
rines  des  deux  equations  du  seplienie  ordre  constituent  la  base  du  travail  de 
Gordan.  —  Voir  Math.  Ann.,  t.  \\,  p.  628  et  plus  bas  note  (»). 

(»)  Comparer  Noethkr,  Math.  Ann.,  W,  p.  89-110;  1879. 

(•)  GoRDAN,  Math.  Ann.,  XVH,  p.  217-233,  859-378,  1880;  XI\,  p.  Sac^SSa; 
X\,  p.  487-51 '1,  p.  5i5-53o;  \\V,  p.  459-5ii;  i885. 

La  surface  de  Riemann  de  la  courbe  /=  o  a  ^te  etudiee  par  Haskell  dans  Ic 
Amer.  J.,  Mil,  p.  i-52;  1890.  II  s'agit  ioi  de  la  nouvelle  espece  de  surface  de 
Riemann  signalt^e  par  Klein  dans  les  Math.  Ann.,  VII  et  X. 

(♦)  Math.  Ann.,  XXVllI,  p.  499-532;  1887.  ~  Comparer  Cole,  Amer.  /.,  VIII, 
p.  265-286;  18S6.  Le  second  groupe  a  etc  eiudie,  an  point  de  vue  de  la  G^om^trie 
rdgl<^e,  par  Maschke  dans  les  .l/rt//i.  Ann.,  XXWI,  p.  190-215;  1890.  j 

(»)  Math.  Ann.,  IV,  p.  346-358  ;  1S71. 

(•)  Math.  Ann.,  XXV,  p.  49'>-5i5;  188;. 

(')  Comparer  IUicharpt,  Math.  Ann.,  XWllI,  p.  81-(|8:  1887. 
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Borchardt  pour  les  deux  modules  des  fonclions  liypcrelliptiques 
de  genre  deux. 

Si  les  modules  introduits  par  Borchardt  doivenl  £lre  consid^r^s 
commedes  foaclions  dc  Jacobi  du  deuxi^me  ordre,  Klein  a  cepen- 
dant  remarqu<^  rexistence  de  fonclions  analogues  du  troisi^me 
ordre.  Celle  question  a  ^t^  developp^e  par  Witling  (•);  on  par- 
vient  k  un  nouveau  groupe  ternaire  de  25920  coliin^alions. 
Maschke  a  d^montr^  que  ce  groupe  ^tait  lui-m^me  contenu  dans 
un  autre,  d^un  nombre  double  de  substitutions,  et  il  a  ^tabli  le 
sjst^me  coraplet  de  ce  dernier  (^).  Sa  m^thode  repose  sur  le  fait 
qu^en  annulant  Tune  des  quatre  variables  convenablementchoisie, 
on  retombe  sur  le  groupe  hessien  G^ie* 

Le  groupe  en  question  est  isomorphe,  d^une  part,  au  groupe  de 
la  trisection  des  fonctions  h^rperelliptiques  du  premier  ordre, 
d^autre  part,  k  celui  de  T^qualion  du  vingt-septi^me  ordre  dont 
dependent  les  vingt-sept  droites  d\ine  surface  du  troisieme 
ordre  (*). 

Aux  recherches  pr^cilees  vient  se  joindre  un  ensemble  de  tra- 
vaax  remarquables  d*Autonne  (^)  a^'ant  pour  objet  la  determina- 
tion de  tous  les  groupes  et  sous-groupes  de  la  transformation  de 
Cremona  (du  plan),  en  particulier,  des  transformations  quadra- 
tiques  et  cubiques. 

Nous  nous  en  tiendrons  la,  quant  aux  groupes  d'ordre  fini,  pour 
examiner  un  M^moire  (')  de  Maurer  sur  les  groupes  a  param^tres 
arbitraires,  d^autant  plus  que  ce  travail  se  rattache  a  la  question 
soulev^e  au  d^but  de  ce  paragraphe.  La  m^lhode  suivie  dans  ce 
M^moire  est  remarquable  par  le  fait  qu^ellc  etablit  un  lien  entre 
les  sjstemes  complets  de  certaines  Equations  diflerentielles  selon 
la  m^thode  de  Lie  el  les  diviscurs  eldmentaires  de  Weierstrass. 

Si,  sous  Teffet  d'une   substitution,  une  forme  (/.  c,  p.  107) 

(•)  Math,  Ann.,  XXIX,  p.  157-170.  cf.  Rkiciiardt,  /.  c. 

(*)  Math,  Ann.,  XXXIII,  p.  :\iyi\\. 

(')  Jordan,  Traite  des  substitutions,  1S71. 

Quant  au  rapport  dc  ccs  deux  problcnics,  voir  Klein,  Journ.  de  Math.  (4)) 
IV,  p.  169-177,  1888,  ct  BuiiKHARnT,  Gott.  J\'achr.j  p.  i-5;  i8gi. 

(*)  Voir  une  sorie  de  communicalions  inscrccs  dans  les  Comptes  rendus  depuis 
i883,  t.  XCVII,  ik  18S7,  t.  CV,  el  ses  Memuircs  dans  le  Journ.  de  Math.,  4'  serie, 
t.  I,  II,  III,  IV. 

(•)  Munch,  tier.,  p.  io3-rM.:  iSSn. 
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/(j?i,  j^a?  •••)  ^n)  se  transforme  idenliqiieinent  60/(^1,^^2?  ••mJ^/i)» 
il  en  resulle  un  systeme  S  d'eqiialions  algebriqucs  auxquelles 
doivenl  satisfaire  les  coefficienls  de  la  substitution.  Parmi  les 
formes  irreductibles  d^^Qnies  par  S,  il  s'en  trouve  toujours  une 
seulc  (*)  qui  renferme  la  substitution  identique;  ici  le  groupe 
correspondant  entre  seul  en  consideration. 

D'apr^s  Aronhold,  I'identit6y(j:)  ^/(y)  est  remplacee  par  un 
sysl^me  complet  d*equations  diflerentielles  lin^airement  indepen- 
dantes.  11  en  r^sulte  la  consequence  iinportante  qu'une  substitu- 
tion comprenant  m  parain^tres  ind^pendants  pent  ^tre  envisagee 
comme  compos^e  d'un  m^me  nombre  de  substitutions  ^lemen- 
taires,  c'est-^-dire  ne  dependant  que  d'un  seul  param^lre.  L'exa- 
men  de  pareils  groupes  ^l^mentaires  est  bas^  sur  les  proprietes 
des  diviseurs  ^lementaires  du  determinant  fondamenta I 

ou  les  c  sont  des  nombres  determines  par  la  structure  du  groupe. 
II  existe  deux  syst^mes  (2)  dtHermines  de  valeurs  c  au  moyen  des- 
quels  ce  param^tre  pcut  ^tre  exprime  rationnellement;  les  autres 
cas  se  ramenent  a  celui-ci. 

Comme  criterium  (/.  c,  p.  i38),  on  en  d^duit  qu'une  forme/ 
doit  satisfaire  a  n  equations  dilTercnlielles,  lin^airement  indepen- 
danles,  de  la  forme 


c'^' '  7^  J-M  =  o,         ( I  =  I ,  -2,  . . . ,  m ), 


ou  les  c  font  parlie  de  Tun  des  deux  systemcs  determines.  Dans  lecas 
des  invariants  ordinaires,  on  a  evidemment  ni  =  /i'-,  c'esl-a-dire 
egal  au  nombre  des  coefficienls  arbilraires  de  la  substitution  ('). 

(')  Co  qui  suit  rcstc  generaleiiicnt  vrai,  comme  Ic  fail  remarquer  .Maurer,  si/ 
est  line  fonrtion  ralionncllc  (et  homoj;cnc)  des  x. 

(M  Lc  determinant  fundamental  des  c  est  alors  ou  ^gal  A  r,,  ou  il  ne  possedc 
que  des  diviseurs  elemenlaircs  de  premier  ordre  el,  de  plus,  sculemenl  des  racines 
enlieres. 

(•)  Dans  un  autre  Memoire,  Maurer  a  elendu  ses  rccherclies  aux  Iransforma- 
lions  non  lineaires  des  variables  {Journ.  fur  Math.j  CVII,  p.  8(^iir>,  1H90). 

(A  sttixrc.) 
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Stouff  {JC,),  —  Sur  de  nouvelles  fonctions  harmoniques  a  trois 
variables  analogues  aux  fonctions  ih^ta-fuchsiennes.  (A,  1-19)* 

I.  NoQS  d^sigaeroQs  la  conjugu^e  d'une  quantity  imaginaire  par  la  lettrequi 
ddsigDe  cette  quantity,  aflfect^e  de  I'indice  z6ro. 

Posoos  u  =  a?  4-  yij  \i.  =  au-h  bfT^  =  cu  +  d,aj  b,c,d  6lanl  quatre  nombres 
complexes  satisfaisant  k  T^quation  be  —  ad  =  i.  L'expression  g^n^rale  d'une 
sobstitution  traosformant  en  lui-mdme  le  plan  des  xy  est 


lL\i^-haa^z' 


Consid^rons  le  groupe  form^  de  celles  de  ces  substitutions  pour  lesquelles 
a,  b^  c  et  d  sont  des  entiers  complexes. 

Soil  Sj  uoe  quelconque  des  substitutions  de  ce  groupe. 

Soil  r,.  =  \/\ii\i'io-h  Oitti^z^ 

9nlt—    .in-¥-\  ^  A    —  O,   I,  2,   .  .  .,  /I  j. 

'1 


(»)  Voir  Bulletin,  XVII^,  p.  128. 


G  SKCONUE  PAKTIE. 

Ces  functions  salisfont  k  T^quation  AV  =  o. 
La  siney  ^^^^f  ou  la  somme  est  ^tendue  k  toutes  les  substitutions  du  groupe, 

i 

est  convergente  pour  /i  ^  4* 

EUe  repr^sente  une  fonctiun  do  x,  y,  z,  satisfaisant  k  r<^quatioa  AV  =o. 
D^signons-la  par  Z^^. 

Soit  S^  une  substitution  quelconque  du  groupe.  Posons  S,Sy=  S  , 


p^ 


tn 


(C{J|  etant   Ic   nombre  des   combinaisons  de  m  lettres  prises  p  k  p),  nou» 
aurons 


mz=n 


(  9mki  )  ^j  —  '*/  ^V   '^jnkm  ^nmg 


in  —  ^ 

ct 

m  —n 
(Z|.JS.=^/-^  V   A.„^,.Z^^         (A  =o,  1,2,  ...,/i) 
m  =0 

[(Z„()Sy  signifie  que  Ton  fait  dans  Z^j^  la  substitution  S-]. 

II.  M.  Stouff  s'occupe  ensuite  de  trouver  I'expression  gdn^rale  des  substitu- 
tions qui  laissent  inalt^r^e  une  sphere  de  rayon  i  ayant  pour  centre  I'origine, 
qu'il  appclle  sphere  fondamentale. 

tty  by  Cy  dy  tt'y  t'y  c' y  d'  ctdHt  Iiuit  nombres  r^els  satisfaisant  k  Tequation 
aa' -h  bb' -{- cc' -i- dd' =  Oy  soit 

\  r:=      bx  -h  dy  "  cz  —  fi\  \'  --       b'x  -\-  d y  -\-  c'  z  -'.-  a, 

Y  =z  —  ax  -.-  cy  —  dz       />',  V  -~-       ax  -I-  c' y  —  d'  z  —  b, 

7.  -—      dx  —  by  —  az    -  c\  7.'  - ^       d' x  —  by  —  d  z  -h  r. 

U  ^  —  ex  —  ay   V-  bz  —  d\  \j'    -  —  c  x  —  d  y  -^  b'  z  -\-  fl. 

La  solulion  clicrchcc  a  pour  expression 

X  I  n  r r 77 r » 

\[    _  YZ  -f-/V^    t\ 

y  III  — • ^ 1-^ > 

\Z'-f-  Yl  '- Z\'-IJV 

Z  III 


\M-  Y'-i-  Z'-t-  t^ 

M.  Stoufl"  s'occupc  ensuilc  dc  foriiior  la  subslitulion  T  —  SS,;  5«  (^tant  un  ^16 
nicnl  d'arc,  65'  son  transfoniic  par  uiic  siibslilulion  S, 

d*-^b'^-\-c''       d'       a'       b'r*—d'^ 
\'-+-  \'-f-  Z'-4-  L' 

Knfin  M.  SloufT  suppose  (|uc  Ton  a  d'-r-  b''-\-  c'-h  d'  —  a^  —  b'—  c*—  d'  =  i. 
ConsidcToiis    iiii   groupe  disroiuinn  dc   res  siibsliliilioii<.  S.  elanl   Tunc  qurl- 

conquc  d'onlrc  dies,  soil  R  :_-  ^/\*-f-  Y/   i    Z;-h  L/. 
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-(,0 


2 


■^  da*i  Ob]  dc]  dd'l  da/  dbj  dc^'  dJf 

rsl  coQTergcnlc  pour  n  ^  5.  Nous  d^signerons  par  ?»^v|«w4'. 
On  a 

M.  Slouflf  demonlre  la  formule 

if  ( ?«?x*  «'?':'*'  ^  ^i  =^  ^/«M  «'P't'*'  ^'M  «'?'t'*'' 

les  A  ^Unt  des  coefficients  constants,  fonctions  des  coefficients  de  S^,  et  la 
sommation  ^tant  etendue,  dans  le  second  membre,  aux  fonctions  9  qui  corres- 
pondent k  toutes  les  d^riv^es  partielles  d'ordre  /t  de  rj-*  Les  fonctions  9  forment 
done  un  systdme  z6ta-fuchsien. 

lU.  Apres  avoir  citd  la  fonction 

V{Xy  X,  z)  ~  I       sn  J — r  L[j:  4- i(y  cosw  H- 5  sinw)l|rfw, 

qui  satisfait  k  I'equation  AF  =  o,  et  reste  inalterec  par  la  substitution 

X  in  j:^*, 

z  in^^', 

oii  q  =z  e  ^  J  M.  StoufT  dt^montre  la  proposition  suivante  :  De  Torigine  des 
coordonn^es  comme  centre,  ddcrivons  quatrc  spheres  S,  S'.  S,,  S',,  avec  des 
rayons  H,  H'  =  Wq'j  R,,  K',  =  H.^S  H  >  U,>  K' ;  soit  £  une  surface  tout  enti^re 
rntre  S'  et  S,.  Si  Ton  sait  r^soudre  le  problcme  de  Dirichlet  pour  les  vo- 
lumes V  et  V,  limit^s  par  21,  S,  S';  £,  S,,  S',  on  pent  former  une  fonction  har- 
monique,  finie  el  continue,  prenant  des  valeurs  donn^es  sur  £  et  se  transformant 
en  ellc-m^me  par  la  substitution  prdc^dentc. 

Legoux  {A.),  —   Sur  un   sjsleme  de   courbes  orlhogonales  cl 
liomofocales.  (D,  1-7)- 

Imaginons  un  systcmc  dc  courbes  representees  par  une  equation  telle  que 
A  X'  -h  a  BX  4-  C  =  o,  X  6tant  un  parametre  variable.  A,  B,  C  ^tant  des  fonctions 
quelconques  des  coordonn^cs.  Si  les  courbes  forment  un  systeme  orthogonal, 
et  si  elles  admettent  une  enveloppe,  dies  sunt  n<^cessaircnicnt  homofocalcs.  Mais 
la   r^ciproque   n'est   pas   exacte.   M.  Legoux    le   dt^monlre  en  consid<^rant   les 

courbes  t— i  —  -f-  -r— r  =»^  '»»  a»  b  ^^nl   des  conslantes,   /  une   fonction 

hf  —  a        h/  -  b  '' 

He  X  ct  dc  y.  O*  rourhe?  *onl  homofocalcs.  Pour  qu'clles  soicnl  orlhogonales. 
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il  faut  que  /  satisfassc  ^  requation  aux  d^riv^es  parlielles 

(6..-H«r-a6)[(g)V(|)']-.../g_,«,/2^=o. 
dont  M.  Legoux  donoe  une  inUgrale  complete. 

Koenigs(G.).  —  Remarque  sur  un  point  de  la  theorie  des  fonctions 
elliptiques.  (E,  i-4). 

Soil  ^{z\  s,,  -5,,  ...,  z^)  un  polynome  en  -s,,  5,,  ...,  5^,  dc  degr6  m,  dont  les 
coefficients  sont  des  fonctions  uniformes  doublement  p^riodiques  de  z.  Soil  ^{z) 
la  fonction  elliptique  de  seconde  espdce,  a^,a^,  ...^a^  des  constanles. 

Posons 

F(z)=ri[z\^{z-a,),  ;(5-a.) C(«-aJ]. 

5k  F(«)  n'a  pas  de  poles  d  distance  finie,  elle  se  reduit  a  une  conslante. 
Ce  th^or^me  pcroiet  de  simplifier  r^tablissement  de  plusiears  formules  de  la 
theorie  des  fonctions  elliptiques,  telles  que,  par  exemple,  la  formale 

?(„  4-v)  =  ?(„)  + c(v)  +  l^l-lri^^). 

2    />(a)— /?(v) 

II  faut  observer  que  F{z)  pourrait  n'avoir  pas  de  p^les  dans  un  parallelo* 
gramme  de  p^riodes  donn^  et  en  avoir  dans  les  autres. 

Exemple  :  F{z)  z=  p{z) —  1^'(z)  est  d^nu^e  de  p6les  dans  tout  paralMlo- 
gramme  de  p^riodes  comprenant  I'origine ;  mais  elle  admet  comma  p61es  simples 
tousles  points  homologues  de  Torigine.  F{z)  ne  peut  demeurer  linie  que  dans 
un  nombre  limite  de  paralldlogrammes  correspondant  k  un  couple  primitif 
donn^  de  p^riodes. 

Jamet  (J-)*  —  Sur  la  theorie  des  spheres  osculatrices  a  une  courbe. 

(F,  1-8). 

M.  Jamet  propose  de  r^soudrc  le  probleme  suivant  :  Le  centre  d'une  sphere 
se  dt^placant  sur  une  courbe  donnee  S,  comment  doit  varier  son  rayon  pour 
qu'elle  soit  sans  cessc  osculatricc  k  une  autre  courbe  (C)? 

Pour  que  la  sphere  mobile  soit  osculatricc  ^  une  courbe  C,  il  est  ndcessaire 
et  suffisant  que  le  point  dc  contact  de  sa  caractcristique  avec  son  cnveloppc 
soil  dans  le  plan  osculaleur  k  la  courbe  S,  lieu  des  centres.  Soient  d^  Tangle 
de  contingence  de  S,  F(a)  I'expression  du  rayon  de  courbure  de  S,  R  le  rayon 
de  la  sphere. 

Po«ions 

\--  f    %"(j)cosj(/j-F(j,)cosJ,,       ^^='  f  '^"(')  sinjcf^  — F(T,)  sin^ 

7j.  J,.  3^  sonl  des   conslantes  arbilraires  dont    Tune,  j^,    peut    <}trc    siipposee 
mille:  on  a 


U'3^ 


f     Viz)  sinidz       \\    -^      I      F(r)cos?(/?   :    H 
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De  cette  formule,  M.  Jamet  deduit  quelques  remarques  concernanl  Ics  deux 
probldmes  saivants  dont  on  doit  la  solution  k  Serret  ( Comptes  rendus  des 
seances  de  I'Academie  des  Sciences,  t.  XLV,  p.  laSa  et  suiv.)  : 

I*  Trouver  les  trajectoires  orihogonales  des  plans  osculateurs  k  une  courbc 
donn^c;  3**  trouver  Ics  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  d'un  systcme  sont 
planes,  le  plan  qui  conticnt  chacune  d'elles  6tant  normal  k  la  surface  en  chaque 
point  de  la  section. 

Si  Ton  imagine  un  plan  qui  roule  sur  la  surface  developpable  ayant  S  pour 
ar^te  de  rebroussement,  pour  un  observateur  entraind  avec  ce  plan,  la  sphere 
occupera  une  s^rie  de  positions  relatives,  constituant  un  faisceau  de  sphdres  : 
toutes  les  spheres  de  ce  faisceau  passeront  par  un  point  fixe. 

Stieltjes  (T.-J,).  —  Sur  les  polynomes  de  Legendre.  (G,  1-17). 

D^finissant  P('*^x)  comme  coefficient  do  -s-"-'  dans  Ic  ddveloppement  de 

(z'—nzx-hi)"^  suivant  les   puissances  descendantes  de  5,  M.  Stieltjes  d^- 
montre  la  formule 

PC") (a:)  =  -^(A^-  lib), 

-UTC 

oil 

.v. = ,  f'    '"^^    .   „., = ,  r"  — ^■-'^^— , 

Jo     V^'  —  2 J?^  4-  I  Jq        \Jz^  —ixz-\-\ 

\  —  X  -\-  v^x"  —  I , 
\-^  —  X  —  \'  X*  —  I ; 

les  chemins   d'int^gralion   sont   rectilignes,   et  la   valeur   initiale   du   radical 
est  -h  1. 
Posons  X  =  cos 6,  o  <  B  <  ic,  puis  dans  Tintegrale  «^l),  ^  =  ^(1  —  «/),  dans 

Tint^grale  lib,  z  =  5''(<—  ")?  soit  enfin  a  =  6  —  -,  on  Irouvc 

(1)     P(-)(cose)  =  — pL=rParliereelIe  dee(''®"i')'    C' ilZLlLL^liA.^ 

T.  V i  sin  O  I  J^     yu  (i  —  A m )  J 

\u  est  pris  positivement,  ct  pour  >J i  —  ku  on  prend  la  valeur  qui  se  reduil  k  i 
pour  fi  =  o. 

Comme  on  a  I  A*  I  =  — : — -  <  1  pour  -^  <  6  <  -r^>  on  peul  poser  dans  cetle 

a  sin  6  *  6  6 

hypothesc 

— =  —  \  -\-  -  ku  -\ 7  A' M^ -h . . . , 

^/x-ku  ^  2.4 

d'oii   Ton    deduit    le   developpcmenl   suivant,    convergent   iiit^mc    pour  ^  =  7: 

^        3r       .   ,,  .  ^         !\       :».4.<3. . .( 2/1) 

ou  0  =  — :-,  ou  I  on  a  pose  C„=  £   : 


*5  '*       T   3 .  J  .  7 . . .  ( ■<  //  -i-  I  ) 

q/*H-h-a)  C(»s(/ie -4-  -  3) 


P":(cose}  = 


I  ros  {nS^-\ — 
I  V  J  SI  1)  H 


-r 


i.\\}.n    >-:$;(  '/H-:^)       V  (^^'"^) 
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Oa  peut  obtenir  le  m^me  d^veloppement,  mais  limiU  k  uq  oombre  fioi  a 
termesi  avec  un  terme  compl^nienuire,  et  cela,  pour  une  valeur  quelconqu- 

de  0  comprise  entre  o  et  x.  On  remplacera  pour  cela  --==-  dans'  Texpres-     - 

sion  (i)  par  -    / ; : >  el  Ton  fera  usage  de  ridentilc 

"^      Tz  J^     1  — A-i/sin'v  " 

; : =  i-f-  A'KSin'v  -^...-+-(Aasin'v)f-»H-  ^ — -, z-^- 

I  —  ATM  sin* V  I  —  A'usin'v 

On  relrouve  ainsi  le  d^veloppement  (a)  limiU  a  ses/?  premiers  termcs;  el^B 

si  M  est  le  maximum  du  module  de  -. :-— -   (maximum   qui   ne  vari^2 

I  — Arii  sin"  V 

qu'entre  i  et  a ),  I'erreur  commise  en   prenant  les  p  premiers  termes  du  de 

veloppemenl  (a)  est  inferieure  en  valeur  absolue  a  M  fois  le  terme  suiTanL— 

dans  lequel  on  aurait  rcmplac^  par  Tunit^  le  cosinus  qui  y  Ggure  au  num^ — 

rateur. 

Comme  consequences  de  cette  formule,  notons  les  suivantes  :  on  a 

lim  P('')(cose)  =  o, 
n  —90 

m^me  lorsque  6  lend  vers  z^ro  avec  -  »  si   /tO  rroll  au  deli  de   loole  limile 

n 

{voir  le  M^moire  de  M.  Bruns,  I.  90  du  Journal  de  Dorchardt). 

Puis 

COS  -  )  -^  I  -  —  -+-  — j^ jT-rr  -^.  .  . 

(resulial  dii  k  Poisson,  Journal  de  V^cole  Poly  technique,  XIX*  caLier.) 
Ajoulons  qu'en  prenanl  la  somme  des  p  premiers  termes,  I'erreur  commise 

est  inferieure  en  valeur  absolue  au  terme  suivant  dans  lequel  on  aurait  rem 

place  par  Tunile  Ic  cosinus  qui  y  figure  au  num^rateur. 
Ensuilc,  si  ;r, >  a:, >  . .  .>  x„  dcsignenl  les  zt^ros  dc  P''*)(x),  on  a 

i'i  k  —  i)r,  ikr. 


cos >  ^4  >  cos 


2  /I  -t-  1  li  /*  -T-  I 

Knfin  on  dcduil  aussi  aisiimcnl  des  considerations  prccedenlcs 
Pv«)(cose)  =  c\s\n(n-hi)^-¥-     ^     "  "^^    sin(/i-T-3)e 

H ^— ^-sin(/i  -+-.))e  -f-...  I 

l.J{Ml  -r  >y){2n  -h  ') )  I 

(t'o/r  Heine,  Traite  des  fonctions  spheriqucs,  i.  I,  p.   19:  18^9 ). 
EnvisaKCons  inaintcnant  I'cqnation  r|i(Terenlielic 


d^  y  dr  , 

dr  d.v  ^ 
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i  laquelle  satisfait  P^(x).  Une  aulre  solution  sera  denote  par  la  formule 

Mais  comme  elle  n'est  pas  reelle  dans  TinterTalle  (  —  1,  +0)  M.  Slielljes  con- 
sid^re  k  sa  place  la  fonclion 

S»(x)=  ip(«;(x)L.^-i^  -R<-)(j:). 

Si  on  ^crit  la  formule  connue 

Pi<(j:)=l'Y-/i,  /I -hi,  '»^-^)' 

oil  F  designe  la  serie  hypcrgeomctrique,  sous  la  forme 

P...(x)=,.+  ,.(^)+,.(£ril)V...^.,.(£z:i)-; 

de  r^quation 

on  deduit 

R...(x)=?.+  ?,(i^)^?.(£^)V...-.?..,(£^)-". 
ayec 

On  conclut  de  U 

lim  St-)/^cos-)  =  J(e)L-  — C-h(C--i)  — 
«  =  •         \        /I  /  H  2' 

C  ^tant  la  conslanle  eul^rienne.  Soil 

K(e)=  lim  SC-^[cos^V 

r^quation  diffc^rentielle  de  Fourier  el  de  Bessel 

^  d*y       dy       ^ 

admet  comme  int^grale  genc^rale 

>^  =  c.J(e)-+-(:,K(e). 

M.  Stieltjes  chcrche  ensuile  a  cxprimer  les  inlegrales  -V.  el  lU»  en  fonclion 
lin^aire  dc  S  "^j:),  P^^K-^)  ct  arrive  aux  formulcs 

.1.  —  !S"''{x)  -r-  riP'"  {X  I. 
I»l>    -   'S  "  (X)    -  r/P  "  (.r). 
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II  en  d^duit  que  Ton  a 

i\3> sin(/ie-4-;a)  1 

2.4.(a/i-h3)(3/i4-5)      ^(  I  sine)*  **J 


puis 


K(e)  =  -^f[ 


-rM„(e-?)     ..sio(e-'J:)     ...3.  »in(e-^) 


v/e  ®        v^®'  ^'^        v^ 

L'^qualion  S^**)  =  o  admet  n  racines  comprises  dans  les  intervalles 

cos cos ^—       (At  =  o»  I,  2,  . . ., /i). 

a  /I  -M  2  «  -+- 1     J 

En  fin  Ton  a 


-s(*)(cose)  =  cJcos(/n-i)e-+-   '/^"^'?  cos(/iH-3)e 


i.3.(«  -hi)  (/I  -f-  2) 
1 . 2 .  (  i  /t  -h  3 )  (  2  /I  4-  5 ) 


...j     (o<e 


cos(n4-5)e-+-...         (o<e<r) 


(yol/*  Hkink,  Fonctions  spheriques,  t.  I,  p.  i3o). 

Appell  {P')*  —  Sur  line  classe  de  poljnomes  a  deux  variables  el 
ie  calcul  approcli^  des  inl^grales  doubles.  (H,  1-20). 

I.  Imaginons  dans  Ie  plan  xOy  un  champ  d'inldgrations  auquel  seront 
^lendues  toutes  les  int^grales  doubles  consid^r^es.  Soil  K  une  fonction  de  jp  et 
de  Xj  susceplible  d'int^gralion,  et  conservant  un  signe  constant  dans  tout  Ie 
champ  d'integralion. 

Si  Ton  cherche  un  polynome  P  en  x  el  j'y  Ie  plus  gt^n^ral  d'un  degrc  donnd  p, 

verifianl  les  conditions 

//  K  J!"  >'  P  dx  dy  —  o, 

pour  tonics  les  valcurs  positives  ou  nullcs  des  cnliers  i  cl  J  dont  la  somme  est 
moindre  ijue  /?,  on  trouve  qu'il  est  dc  la  forme 


I 


*    -   ^/',o^p,o-^  *,'-i,i^^-i,|-^--     -+-  *.,p^o,,.« 


les  a  clanl  des  cocflicienls  arbilraircs  cl  les  V  designant  des  polynomes  lineai- 
renicnl  independanls  satisfaisanl  aux  conditions  indiqu^es.  D'ailleurs  tout 
polynome  en  j:  el  ^  de  dcgr<^  p  pent  6lre  mis  sous  la  forme  d'une  somme  dc 
polynomes  V„,  ^  de  degrees  dgaux  011  infcricurs  k  /?,  multiplies  par  des  constanles. 
Les  poiynoMics  V,,,  ^  [)osscdenl  cvidemmcnt  rettc  propri^l^  que  Tint^grale 

est  niillc  lunl  (|uc  m  -f-  n  est  diircrcnt  de  \x  -i-  v.  On  pent  reniplacer  les  pol}- 
iionics  \  ,„  ^  par  (riuitrcs,  l*,,,  „,  dc  dcgrc  {m  ~\-  n),  fonctions  lincaircs  et  homo- 
Scnos  des  \,„  „,  tcN  (|ur  Ion  uit 


// K  I  „...r,.r/.r  <»-... 
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tant  que  Ton  n'a  pas  en  m^me  temps  m  =  tx,  /i  —  v,  lels  en  outre  que  Ton  ait 

//KUJ„,«^xc/7  =  I. 

Uq  polynome  quelconque  de  degre  p  pourra  se  mettre  sous  la  forme  d'une 
somme  dc  polynomes  U^  ^  multiplies  par  des  constantes.  Si  Ton  pose 


r,.(-^^r)=  y\         K,n^^,n^ 


m-¥-n=0 
on  a 

K,n  ^  //  K  ?p( x,  y )  U„  ,  dx  dr. 

D'une  fa^on  g^n^ralc  (voir  Didon,  Annates  de  I'Ecole  Normaley  i"  s^rie, 
t.  VII),  si  Ton  a  une  suite  de  polynomes  tels  que  Tint^grale 

//KV„,V^,rfxrfjK 

soit  nulle  tant  que  m  -h  n  est  diflT^rent  de  {x -h  v,  on  pent  en  d^duire  une  infi- 
nite de  systcmesde  polynomes  associ^s,  P^  ^,  K^  ^,  fonctions  lin^aires  et  homo- 
g^nes  des  U^  ^,  tels  que  Ton  ait 

//  K  P^,,  K^,,  dx  dy  =  <>, 

tant  que  Ton  n'a  pas  m  =  [i,  /i  =  v. 
Remarquons  que,  si  un  polynome  P  de  dcgr^  p  v^riHe  les  conditions 

//  K  x'yi  V  dx  dy  =  o, 

pour  I +/</',  il  s'annule  n^ccssairement  dans  le  champ  d'int^gration.  S'il  est 
decomposable  en  un  produit  de  polynOmes  entiers,  cliacun  d'eux  doit  s'annuler 
dans  le  champ  d'integration. 

II.  M.  Appell  expose  d'abord  un  proc^de  de  quadrature  mecanique  des  inte- 
grates simples  susceptible  de  se  generaliser  pour  les  int^grales  doubles  :  soient 
K(x)  une  fonction  donn^e  int^grable  dans  I'intervalle  (a,  b),  et 


/(j:)=   V  a^x^ 


V— 0 


une  s^rie  convergente  dans  cet  intervalle,  ainsi  qu*aux  limites.  Pour  ^valuer 
rintegrale 


h  V  — • 

1=  f  K{x)/{x)dx=  2]  ^'v'v. 


V  —  0 

avec 


I  =   /     r-.  K(x)x^dx, 


on  sabstitue  &  /{x)  le  polynome  ^{x)  de  degrt'  (/t~i)  qui  dcvient  egal 
4/(x)  pour  n  valeurs  de  x,,  x,,  .. ..  x^  de  x  choisies  dans  Tintervallc  (ajb). 
On  prend  pour  valeur  approrhi^  de  I  Tintegrale 

J  -     r\{T)^{X)dx  =  y    A/(XJ. 


et  rint^grale  double 
oil 
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Les  conslantes  p  et  les  iDConnues  Jr  sonl  d^termin^es  par  les  equations 

Pi^i -^ pM-^'  "-^ P^^it=  ^i\       y  =  o,  I,  2,  ...,(2/i  — i). 

Si  P{x)  est  le  polynome  dc  dcgr^  n,  ayant  pour  racines  x„  or,,  . . .,  jr.,  ce  po- 
lynome  P(x)  satisfait  aux  n  relations 

/K{x)xfP{x)dx  =  o,       />  =  o,  I,  a,  ...,  (/I  — I). 

Si  K{x)  changeait  de  signe  dans  Tintervalle  (a,  b),  le  polynome  P(x) 
pourrait  n'^lre  pas  d^termin^  par  les  conditions  pr^c^entes. 

Soient  maintenant  K{Xt  y)  une  fonction  de x  et  de  y,  int^grables,  gardant  on 
signe  constant  dans  le  champ  dMnt^gration,  la  s^rie 

JX-»-V=:«» 

l  =  ffi^/{x,x)dxdv, 

|1-».V=0 

K^,=  ffKx<^ydxdx. 

iin  polynome  prenant  la  m<>me  valeur  que  /(ar,  >')  en  n  =  -^- ^^-^- '- 

points  dii  champ  d'int<^gration  non  situds  sur  une  courbe  d*ordre  p;  posons 

}-  f  f  K-i(,x,y)dxdy  ^     2]     ''^,Sp^^'^^  ?'\-^  P^x^{y\-^. .  ^-h  p^j^n  y\) 

ft  deierminons  les  p,  les  j:  et  les  ^  par  les  Zn  Equations 

p.^^^y\-^p^^'^y\  •^'  •  '^p.^'^yn  =  Ij.,v, 

oblenucs  en  ecrivant  que,  dans  la  diflf^rence  I  — J,  les  coefficients  des  3/i  pre- 
miers lirines  sont  nuls.  II  faudra,  pour  que  le  probl^me  suit  possible,  que  ces 
ri|iiMliiMi<s  soient  compatibles,  et  donnent  pour  les  points  (x,,^, )  des  points  reWi 
du  champ  d'integration,  iion  situes  sur  une  courbe  d'ordre /?. 

M.  Appell  evamiue  en  detail  les  cas  oil  />  —  i,  ^  =  4.  II  montre  que  le  pro- 
bleme  pent  dans  certains  cas  «^tre  impossible. 

Hfrmitt\     -  Sur  les  racines  de  la  fonction  sph^rique  dc  seconde 
rspero  ^I'Alrait  d'une  letlro  adressee  a  M.  J.crch).  (I,  i-io). 

**i»ieiU  \,       1' (  •'")  le  polynome  <le   L<*j:en(lre  ijc  «le:;ic  //.  f{(.r)  In  p;ulic  cn- 


avec 
Soil 
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tiire  du  produit 

\x        ^JT^       Da:*  / 


posons 


et 


QK'(:r)=  lh'{x)\.^^^  -Il(x),        si        Ul>i 
0-^(ar)-3:F(-r)L^^-R(ar),        si        |x|<.. 
Os  expressions  v^riflent  T^quation  di(T^rentielle 

et  repr^sentcnt  dans  tout  le  plan,  sauf  sur  la  circonf^rence  de  rayon  un  ayant 
pour  centre  Torigine,  ce  que  Heine  appelle  la  fonction  spherigue  de  deuxieme 
espece.  M.  Hermite  ^tudie  T^quation  Q('*)(a;)=  o  et,  en  appliquant  le  th^or^me 
de  Cauchy,  parvient  aux  r^sultats  suivants  :  Soil 

^-  ^4^'        /(-)-(e*-i)-Q-(x). 

Soit  |x|  >i.  L'^quation  /(5)=  o  a  n  racines  comprises  entre  les  deux  pa- 
rtllilcs^  =  2/r,y  =(a/-4-i)r,el  n'a  aucune  racine  entre  les  droites^rsCaZ-hOi: 
ety  =  (2/+  a)ic.  Ce  r^sultat  est  exact,  m^me  pour  /=:o. 

Enfin,  lorsque  n  est  impair,  il  existe  un  nombre  impair  de  racines  de  la  forme 
5  =  lA,  avec  a/'K</t<(a/-i-i)':t. 

Pour  I  X  I  <  I ,  on  pose 

i±-^  ^e\    .    /(3)-Q(-)(x). 

L*equation /(c)  =  o  admet  n  rarincs  entre  les  deux  paralleles  y  ^{nl  —  i)r, 

y=z2i7:f  et  n  en  admet  aucune  enlre  y  =  2 It:,  y^  (2/-1-  O-r,  pour  /  =  i,  2 

II  n*y  a  aucune  racine  entre  une  paralleic  a  Taxe  Ox^  ^  une  distance  infini- 
nient  petite  au-dessus  de  cet  axe,  et  la  droile  j'  =  r.  Dans  le  cas  de  n  impair, 
il  y  a  un  nombre  impair  do  racines  do  la  forme  \  =  i7i,  avec  (2/  — i)i:</j<2/x. 

Stieltjes  (7\-J,),  —  Sur  los  racines  (\e  la  fonction  sphcriqne  de 
secondc  espece.  (J,  i-io). 

M.  Hermite  ayant  ohtenu  la  distribution  dcs  racines  de  IVquation  /(c)=o 
sur  le  plan  des  z  {voir  Tarticle  qui  prt^c^de),  M.  Stieltjes  sc  dcmande  re  que 
deviennent  ces  r^sultats  si  Ton  revicnt  k  la  variable  x  (cas  j:r|  >i). 

H  arrive  aux  conclusions  suivanles  : 

Adoptons  pour  le  logarithme  la  valeur  dont  la  partic  purement  imaginaire 

tombe  entre  qp^'*  on  a   ainsi  pour  Q"^(x)  une  branche  parfaitement  d^ter- 

min^e  :  c'est  cette  bi*anclie  tpic  nou«i  dcsipnerons  don^navant   par  la  notation 

ii'^Hx). 

L'cq  nation 

O-  (.r)=o 
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n'admel  aucune  racine  finie.  L'equaiion 

oil  A*  est  enlier  (non  nul)  a  n  racines  au-dessus  de  Taxc  des  abscisses  si  k>  o, 
au-dessous  si  A'<  o. 

M.  Stieltjes  d^montre  ensuile  ces  r^sultats  directement,  et  fail  voir,  en  par- 
ticulier,  comment,  en  parlant  de  la  formule 


■^«  — rfa 


» 


on  pcut  prouver  simplement  que  T^quation  Q^(j:)=  o  n'a  pas  de  racines. 

Andoyer  (H,),  —  Sur  les  formules  g^n^rales  de  la  M^canique  c^- 
lesle.  (K,  1-35). 

M.  Andoyer  se  propose  d'exposer  une  m^thode  permeltant  d'obtenir,  pour 
repr^senter  le  mouvement  des  corps  celestes,  des  formules  purement  trigono- 
metriques. 

Soil  un  systeme  d'^quations  diff^rentiellcs  /,  =  o, /,=  o,  ...,  a  plusieurs  in- 
connues  x^^x^j  ...,  la  variable  ind^pendante  ^tant  t  :  les  premiers  membres 
sont  d^velopp^s  suivant  les  puissances  positives  des  inconnucs  (suppos^es  pe- 
tites  par  rapport  aux  coefficients),  et  de  leurs  d^riv^es,  et  Ton  fait  I'hypoth^se 
qu'ils  ne  contiennent  aucun  terme  ind^pendant  des  inconnues;  ces  coefficients 
se  composent  de  parties  constantcs  et  de  series  trigonom^triques  proc^dant 
suivant  les  cosinus  ou  sinus  des  multiples  de  divers  arguments  N,=.  n^t  +/,, 
les  n  et  les  /  dt^signant  des  constantes.  On  suppose  que  les  Equations  ne  changent 
pas  si  Ton  change  le  signe  de  t,  et  des  constantes  /,  en  m^me  temps  que  celui 
de  certaines  inconnues  que  nous  appellerons^,,  ^,,  ...;  celles  dont  il  est  inutile 
de  changer  le  signe  serronl  representees  par  ^,,^, Imaginons  les  coeffi- 
cients ordonn^s  par  rapport  k  des  quantil^s  //i,,  /ii,,  ...,  pctites  du  premier 
ordrc;  ou  suppose  que,  dans  Tune  au  moins  des  (Equations,  Ic  coefficient  de  la 
premiere  puissance  de  Tune  quclconquc  des  inconnucs,  ainsi  que  d'une  quel- 
ronquc  de  ses  d^rivdes,  contienne  une  panic  constanle  d'ordre  infdrieur  a 
I'ordre  des  parties  periodiqucs  des  coefficients  dc  la  meme  quantite  dans  Ten- 
semblc  des  (Equations,  k  moins  que  dans  chacune  des  Equations  le  coefficient 
de  cette  quantite  ne  soil  purement  p^riodique;  les  coefficients  etant  suppos<^s 
gencralemcnt  d'ordre  zc^ro,  leurs  parties  periodiqucs  sont  au  moins  du  premier 
ordre. 

Cela  postS  r^duisons  ces  equations^  former  un  systeme  lin^aire  k  coefficients 
constants,  en  supprimant  lous  les  Icrmes  qui  n'ont  pas  la  forme  correspondanl 
a  un  tcl   systeme.   Nous  supposerons  les  racines  caraclerisliques  de  I'dqualion 

caract(^risliquc  dc  la  forme  rh  g^yj—  i. 

Alois  la  niethodc  des  coefficients  indelcrmin^s,  combini^c  avec  celle  des  ap- 
proximations successives,  nous  donnera  des  solutions  dc  la  forme 

.  ,,vz;/'./':-^-^.^-    -sin  (;,,%.-:- /,,N,  -...  i-/.G.-f-A.G,  +  ...), 
nil  les  p  ct  les  k  sont  dts  enticrs  pouvant  prendre  loules  les  valeurs  possibles 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  17 

Pour  la  sym^trie  des  formules  on  supposera 

v^Pi»Pi»  •••»  "It'll  •••)__  y'~~Pi»  —  Pi -""i*  — ^»i  ••• ' 

y(PiiP<»  •••»  "i»«s.  —  )  _  ^'.■"'Pi'  — Pt*  ""  — "i»  """t*  •■•  )• 

les  G  sont  des  arguments  de  la  forme  ^'/f  H-o-,  les  o  dtant  des  constantes  ar- 
bitraires,  tandis  que  les  g'  sont  des  constanles  ddterinin^es  par  la  suile  m6me 
des  approximations,  et  dont  les  premieres  valeurs  approch^es  sont 

les  h  ^tant  des  entiers  arbitraires,  que  Ton  d^terminera  suivant  les  cas. 

Si  c,i  c,)  •.*  d^signent  des  constantes  arbitraires,  petites  par  rapport  aux 
coefGcients  des  Equations,  un  coefficient  quelconque  Y'jP>'P«' ••••*•'*«•  — ^  sera  de  la 
forme  «l*il«lj*tl ...  y^'i'A'i— :*!> *«•  —  ),  ce  dernier  facteur  itant  une  s^rie  or- 
donn^e  suivant  les  puissances  paires  des  c.  Les  quantit^s^,,  ^,,  ...  sont  de  la 
m^me  forme  que  les  quantit^s  y^P\*P%*—^  *i.a*s...). 

Telle  est  la  marche  g^n^rale  que  M.  Andoyer  se  propose  de  suivre.  II  s'oc- 
cupe  ensuite,  d'abord  du  mouvement  relatif  autour  du  Soleil  suppose  r^duit  k 
son  centre  de  gravity,  des  centres  de  gravite  des  huit  grands  syst^mes  plan6taires, 
sous  Faction  du  Soleil  et  sous  leur  action  r^ciproque.  L'auteur  s'^tend  longue- 
ment  sur  ce  probleme.  Apr^s  avoir  abord^  d'une  fa^on  g^n^rale  le  mouvement 
d'un  corps  autour  de  son  centre  de  gravity,  il  s'occupe  de  T^lude  du  syst^me  de 
Jupiter  en  tenant  compte  de  Faction  du  Soleil,  de  celle  des  huit  grands  systemes 
plandtaires,  et  de  la  forme  mdme  de  Jupiter.  Enfin  il  termine  en  disanl 
quelqus  mots  sur  F^tude  du  systeme  de  la  Terre  en  tenant  compte  de  Faction 
du  Soleil,  de  celle  des  huit  grands  systemes  plan^laires,  et  de  la  forme  de  la 
Terre  et  de  la  Lune. 

^fiunihert  (C).   —  Sur  les   coniques  inscrites  a   une  quartique. 
(L,  .-8). 

Une  quartique  sans  point  double  admet  63  systemes  de  coniques  inscrites, 
touchant  chacune  la  quartique  en  4  points. 

Les  huit  points  de  contact  de  deux  coniques  du  m^me  syst^rae  sont  sur  une 
conique.  Chacun  des  63  syslemes  de  coniques  comprcnd  6  couples  de  bitangentes 
de  la  quartique,  et  ^  un  couple  de  bitangentes  correspond  un  systeme  d^termin^. 

Deux  couples  de  bitangentes  d'un  m^me  systeme  ont  leurs  huit  points  de 
contact  sur  une  conique.  Deux  systemes  de  coniques  inscrites  ont  en  commun 
4  oa  6  bitangentes;  dans  le  premier  cas,  les  4  bitangentes  communes  ont  leurs 
8  points  de  contact  sur  une  conique,  et  elles  appartiennent  ^  un  troisieme  sys- 
teme. Dans  le  deuxi^me  cas,  les  6  bitangentes  de  chacun  des  deux  syst^mes^ 
non  communes  k  Fautre,  appartieoncnt  ci  un  m^me  troisieme  systeme  :  un 
systeme  a  4  bitangentes  communes  avec  3o  systemes,  et  6  bitangentes  com- 
munes avec  33  autres.  Soient  deux  coniques  inscrites  ^  une  quartique,  et  ap- 
partenant  ^  3  systemes  diff^rents,  ayant  4  bitangentes  communes  :  toute  cubique 
passant  par  leurs  huit  points  de  contact  coupe  la  quartique  en  4  nouveaux 
points,  qui  sont  les  points  de  contact  d'une  autre  conique  inscrile,  appartenant 
au  troisieme  systeme  qui  comprend  les  \  bitangentes  communes  aux  deux  pre- 
miers. 
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Inversemenl,  trois  coniques  appartenant  respective  men  I  h  ces  trois  syslemes 
oiil  leurs  12  points  dc  contacl  sur  une  cubique;  elles  sont  doublemenl  tangentes 
a  une  m^me  conique,  qu'elles  touchent  en  des  points  situ^s  sur  la  cubiqac 
pr^c^dente.  En  particulier,  les  3  systemes  consid^r^s  comprennent  respectivc- 
nicnt  4  couples  de  bitangentes  distinctes  des  4  bitangenles  communes;  6  bi- 
langentes  appartenant  k  trois  de  ces  couples,  choisis  un  dans  cbaque  systeme, 
ont  leurs  la  points  de  contact  sur  une  cubique,  et  touchent  une  conique  (qui 
pcut  dtre  unedroite  double).  On  pent  grouper  les  bitangentes  en  ioo8  hexades 
jouissant  de  la  propri^t^  pr^c^denle. 

Soient  maintenant  2  coniques  inscritcs  k  une  quartique,  et  appartenant  i 
3  systemes  dilTt^rents  qui  ont  6  bitangentes  communes  :  toule  cubique  men^e 
par  leurs  8  points  de  contact  a,  pour  neuviemc  point  fixe,  un  des  points  com- 
muns  aux  2  coniques;  elle  coupe  de  nouveau  la  quartique  en  4  points  qui  sont 
les  points  de  contact  d'une  troisieme  conique  inscrite  appartenant  au  syst^me 
qui  comprend  les  6  bitangentes  dc  cbacun  des  deux  premiers  systemes,  Don 
communes  ik  I'autre;  ioversement,  3  coniques  appartenant  respeclivement  ^  ces 
trois  systemes  ont  leurs  12  points  de  contact  sur  une  cubique  :  ces  coniques, 
prises  deux  a  deux,  ont  12  points  d*interscction,  dont  trois  sont  en  ligne  droile 
et  sont  situcs  sur  la  cubique  pr^c^denle.  Cliacun  des  3  systemes  comprend 
6  couples  de  bitangentes,  qui  donnent  18  droites  distinctes.  On  peut  r^parlir 
ces  18  droites  en  6  triangles 

a.,  b.y  c.        (/  =  !,  2,  ...,  6) 

et  choisir  les  notations  des  sommets  de  telle  sorle  que  les  12  c6t^s  issus  des 
sommets  a,  ou  6,  ou  c  forment  les  6  couples  d'un  m^me  systeme.  Alors  3  tan- 
gentes issues  d'un  souimet  a,  deux  autres  issues  d'un  sommet  6,  et  deux  issues 
d'un  sommet  c,  ont  leurs  12  points  de  contact  sur  une  cubique.  On  pcut  les 
repartir  en  trois  couples  de  telle  sorte  que  les  sommets  des  3  couples  soient  en 
ligne  droite.  II  y  a  5o4o  hexades  de  cette  sorte. 

Rivereau  (I'Abbd).  —  Sur  les  invariants  des  equations  ditteren- 
tlelles  lineaires.  (M.  i-5). 

Soit 

m(  m  —  t) 
1 .  i  ' 

mi  m  —  \){ni—  a) 

line  equation  dilTtirenticlIc  d'ordre  m,  Ics  a  clanl  des  fonclions  de  x. 
I'osoiis  y  —  T,  m(  j:), 

•r,  elanl  la   nouvclle    fonction,  \   la   nouvelle   variable.   L'equalioii   Iransformee 
sera 

<'|ioi>i^>oii<N  pour  n  ( J)  «'i  ',i{-r)  «ic*i  f"iulinnv  I    r\   M  ullc-i  i|no  j,  r\  j   snicril 
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nuls.  Puis  posons  y  =  \V{x)f 


L'^ualion  i^duile  sera 


Y(-.)-H  m{m-i){m-i)  ^  ^,^_,j 
1.2.3  ' 

^m(m-.)(m-»)(m-3)      ^^,..,^      _^        .^^ 

1.2.3.4 

On  a 

B,  est  riQTariant  de  Halphen. 

Puis 

dX,         I  r  ,       6    ,       3(5/11 -f- 7)     -1       B, 

•         d\        M*L  *  D    •        5(mH-i)        J       M*' 

B^  est  un  second  invariant. 
Puis 

5  rfA.       tb  drX, 
•      2   rf\  "*"  7    d\' 

if  5    ,       i5    ^       5    ,„      5(7m-hi3)  ->    '^1       B\ 

B^  est  le  troisidme  invariant,  et  ainsi  de  suite. 

Un  invariant  B^  se  rcproduit,  multipli6  par  —.  lorsqu'on  fait   le  changement 

dl    ^ 
de  fonclion  et  de  variable  x  =  T,i/(jr),  -7-  =  ii.(^).  Les  expressions  B,  sonl 

done  des  invariants  relatifs.  Leurs  d^rivdes  ne  sont  pas  des  invariants. 

Cosserat  (£'.).  —  Sur  Telude  d'une  courbe  alg^brique  dans  le 
voisinage  de  Tun  de  ses  points.  (O,  1-16). 

Soit  /{XyX)  =  o  une  Equation  dont  le  premier  membre  est  un  polyndme 
entier  en  x  et  en  ^  :  on  sail  que  si,  pour  x  =  x^y  Tt^quation  en  y  a  n  racines 
^gales  k  y^y  pour  une  vaieur  de  x  voisinc  de  x^,  cettc  (Equation  a  n  racines 
voisines  de  y^y  et  n  seulement.  En  particulier,  si  Tt^quation  est  k  coefficients 
r^els,  et  si,  en  altribuant  d  x  la  vaieur  r^ellc  x„,  I'equation  en  ^  a  uneracine 
simple  (reelle)  y^,  pour  une  vaieur  de  x  reeile  et  voisine  do  x^,  Tequation 
admettra  une  racine  simple  reelle  voisine  de  y^y  et  une  scule. 

Supposons  Toriginc  transporlee  au  point  a  (Windier.  Puur  x  infiniment  petit, 
I'equation  en  ^  admet  n  racines  inrniiinent  pciilcs  :  on  se  propose  t'etude  de 
eel  les  de  ces  racines  qui  sont  reel  les. 

L'auteur  expose  ensuite  la  melhode  de  Puiseux  pour  scparer  les  racines 
infiniment  petites,  et  enoncc  comme  il  suit  le  resullat  auqucl  il  parvicnt : 

Soit  y  une  function  algrbrique  de  la  variable  x  ct  soit  x,  une  vaieur  de 
cette  variable  pour  laquelle  diverscs  determinations  do  y  prennent  une  vaieur 
commune ^'„.  Pour  les  valours  do  x  —  x^  a}ant  leurs  modules  inferieurs  ^  une 
limilc  df'lcrmini'o,  rc*i    (livorsc*    d»'l»-ruiinalions  t\o   |-  se   rt^partisscnt    en   de** 
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syslemes  disliocts  Tun  de  Tautre.  Les  N  racines  d'un  mime  systime  peuYent 
se  mettrc  sous  la  forme 

c^^,  d^signant  une  fonciion  de  t  infiDiment  petite  avec  i  et  le  nombre  A:  poam 
itre  suffisamment  grand  pour  que  les  N  racines  du  systime  se  siparent. 

La  portion  de  la  courbe  alg^brique  d'^qu^tioo /(x,  y)  =  o  correspondant 
aux  racines  d'un  m6me  systime  s'appelle  un  cycle.  Le  point  (jr^,  y^)esi  I'ori- 
ginedvL  cycle.  Les  diflT^rentes  branches  de  courbe  appartenant  k  ua  mime  cycle 
ont  mime  tangente,  que  Ton  appelle  la  tangente  du  cycle, 

M.  Cosserat  suppose  ensuile  que  I'equation  /{x^  y)  =  o  est  &  coefficieols 
riels,  et  examine  si  le  cycle  peut  avoir  des  branches  rielles,  et  combieo  deces 
branches.  Puis  il  fait  quelques  applications  en  itudiant  une  courbe  algibrique  : 

i«  Dans  le  voisinage  d'un  point  simple; 

2«  Dans  le  voisinage  d'un  point  multiple  d'ordrc  p  k  tangentes  distinctes; 
3"  Dans  le  cas  d'un  point  double  ^  tangentes  confondues. 
Imaginons  un  cycle  riel,  posons  pour  origine  des  coordonnies  I'origine  du 
cycle  et  pour  axe  des  x  la  tangente  au  cycle.  On  aura 

yn^«+,  ilant  infiniment  petit  avec  t;  n  s'appelle  Tordre  du  cycle,  v  sa  classc  : 

i«  Si  n  et  V  sont  impairs,  I'aspect  est  celui  d'un  point  ordinaire; 

2"*  n  est  impair,  v  pair,  on  a  une  inflexion; 

3<*  n  est  pair,  v  impair,  on  a  un  point  de  rebroussement  de  premiire  espice; 

4"*  n  et  V  sont  pairs,  on  a  un  rebroussement  de  seconde  espece. 

Stouff  {X,),  —  Sur  cerlains  jij^roupes  fuchslens  formes  avec  les 
racines  d'equations  biiioincs.  (P,  i-.^:)). 

Soit  J  une  racinc  primitive  de  T^quation  xp=  i,o\i  p  est  un  enticr  premier. 
Considerons  la  substitution 


oil  Ton  a 


«;  =  2]  *'.(>'-+■ -'■■'•^'         ^  =  2]  ?^(>*-+->''')' 


^i  =  ^r,Aj'-^j  M.      cfi  =  ^^nij' 


/i  _  I  /i  =  I 


Ics  nombrcs  i,,.  ^^.  *;,,,  o^  clanl  des  cnlicrs  lels  (\uv 


''/',- ^^-' 
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FuiSf  eovisageons  la  substitution 


avcc 


s  s 


',=^i^K(y*-y-M,     n^'^^^^j^+j-^). 


p-^  p_zi 

s  s 


les  114,  Vj^)  dj^y  /j^  ^tant  des  entiers.  Designons  par  p  unc  racinc  primitive   au 
sens  arithm^tique  du  nombre  py  ct  par  N  »  V^     ^^  ^"^  dcvienncnt  ^  et  J 
quand  on  y  rempiacc  j  par  j^.  Je  suppose  que   /^   soil  telle  que  en  multi- 
pliant  \     par    >^  ,  puis  le  produit  par  \       ,  et  ainsi  de  suite,  la  dernidre 

substitution  employ<§e  comme  facteur  ^tant  \    ^^nl,  on  obtienne  la  substitu- 
tion unit^,  et  on  I'obtienne  pour  la  premiere  fois. 
Imposons  aux  substitutions  V   la  condition 

les  substitutions  \    restant  fixes,  les  substitutions  W  qui  satisfont  ^  la  condi- 

tion  pr^c^dente  forment  un  groupe. 
On  aura 

Les  groupes  ainsi  obtenus  ne  contiennent  que  trois  nombres  entiers  ind^- 
pendants;  ils  sont  discontinus. 

Si  Ton   veut  que  2.   ^^^  rationnelle,  p  ne  pent  prendre  que  les  valeurs  5, 

Si  ^  =  4't  +  3,  il  n'y  a  qu'une  seulc  espece  de  substitutions  dans  le  groupe. 
%\  p  ■=  \n-\-\y^.  Stouff  distingue  les  substitutions  paires  et  les  substitutions 
impaires.  Les  substitutions  paires  forment  un  sous-groupe. 

M.  StoufT  considere  quelques  cas  particuliers  : 

_  ,  V  _  /»    _  i\  ^'^  groupe  correspondani 

^~    '  ^~\"*       zj  sera  dt^signd  par  G. ) ; 

^'  />=N  ^^/^l"^  -  z  —  xY  (groupe  G;); 

2.=  (^.  T^)'  (groupe  G,): 

\^        /        6  2  -+-  3   \ 
/'  =  i3,  2^=  \^z,  _^._  J>  (groupe  G„); 
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5°  p  etant  un  nombrc  premier  quelconquc;  soient  J  et  y''  deux  racines  pri- 
mitives dislinctes  do  I'^quation  binomc  xf=i,  My,  M^r  deax  nombrcs  complexes 
cnticrs  formds  de  la  mdme  facon,  Tun  avec  y,  I'autre  avec  J''. 

On  posera 


2,= ('•  ^.'} 


Ainsi,  pour  p  —  17,  on  utilisera  la  substitution 


L     J-+J  '  J 


avec  p  =  3. 


M.  StoutT  montre  cnsuite  que   Ics  groupes  discontinus  ainsi  obtcnus  oe  se 
ramenent  que  partiellement  k  des  groupes  k  coefficients  entiers;  la  conditio^ 
ndcessaire  et  suffisanle  pour  que  le  groupe  envisage  puisse  ^tre  ramen^  k  oo 
groupe  k  coefficients  cnticrs  est  qu'il  existe  une  substitution  U    ne  contenant 
que  les  irrationnelles  j'*-hj~'*  et   telle  que  U-?  —  UyS .  Les  groupes  fuchsieo^ 
formds  d'apr^s  le  proc(^d6  indiquc,  en  prcnant  pour  £y  une  substitution  4  coeffi^ 
cients  entiers  k  dt^terminant  positif,  peuvent   ^tre  transform^s  en  groupes  ^ 
coefficients  entiers  quand  p  =  lin  -h  ^,  ei  ne  peuvent  pas  toujours  I'^tre  quancE 
p  =z  ^n  -h  I. 

Ainsi  le  groupe  G,  est  le  transform^  d'un  groupe  k  coefficients  entiers,  tandis 
que  les  groupes  formes  avec  une  racine  cinquidme  de  Tuoit^  et  une  substita- 
tion  transformantc  rationnelle  £,  ne  sont  r^ductibles  k  des  groupes  k  coeffi- 
cients entiers  que  si  le  determinant  de  L  est  de  la  forme  x*—  Zxy  -+-^'. 

M.  StoufT  etudic  cnsuite  plus  profond^ment  les  groupes  G,  et  G,. 

Soity  —  e  ^  y  les  substitutions 


(A) 

(H) 
(Ci 


-    M 


"  (I  ^  .»y -r-  yj')^  - 


forriient  un  systeme  fondannnlal.  Lcpolyi^ono  ^eneialcur  est  un  triangle  a\anl 
sps  trois  anfjlcs  luils,  ayani  pour  sommcls 


ij'^j')^    J-^j\ 


(y"-+-y*)- 


Au  grr)upe  (i,  correspond    un   prilyjjonc  fuclisien  di'  jn'nrr  o  ayanl  six  cdtes: 
trois  des  sornniels  foiuKMil  rliarun   11  n  rvcic. 


Mcray  (Ch.).    -  Theorir  analylique  du  logarillimo  n^perien  el 
de  la  fonrllon  exponenliellc.  (Q,  1-3;")). 


r""  (i.r 

1.   Nous  ("oMsidcrons  la  fonrlion  11  —    I       -   -»  I  inl»^gralf   Otaiil    pri^o  -ur  u 


u 


*  iicniiii  (|U(-lroU(|uc  part.int  du  (>oiiit  ( -t- 1 ) 
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parcourant  ce  contour  une  fois  dans  le  sens  direct  est  t^galc  'k  a  in  i     /(•r), 

.r    f{x)  designant  la  somme  dcs  r^sidus  de  /( x)  sar  I'aire  S. » 

«  3*  Si  /(x)  repond  aux  conditions  pr^cedentes,  et  n'a  aucun  z^ro  sur  Ic 
contour  (C),  si  m  est  la  somrae  des  degrds  do  multiplicity^  des  z^ros  de/(x) 
int^rieurs  ^  S,  jx  la  m^me  somme  pour  les  infinis  de  cette  fonction,  A//(j7)  la 
variation  que  fait  ^prouver  h  l/{x)  le  parcours  du  contour  (C)  dans  le  sens 
direct,  on  a 

air 

11.  Par  inversion  on  passera  <k  la  fonction  exponentielle;  la  resolution  par 
rapport  ^  u  de  T^quation  l{u)  =  x  donne  une  fonction  de  x  qui  est  ind^dni- 
ment  ulotropc  et  dont  le  dcveloppement  par  la  formule  dc  Maclaurin  est 

X       X*  x** 

I         a!  ml  .  ^     /• 

on  a 

puis 

pourvu  que  Ton  parte  des  valours  initiates 

?(o)K  =  ?(o)K-  =  ....:=5(o)li''^=i. 

Ensuitc  on  demontre  que 

?(x-+-/i)  -  ?(a:)9(/t), 
puisquc 

■z{^x)  —[^{x)Y^        {g  «^lant  entier  positif). 
Vient  ensuite 

cnfin,  si  e  —  9(1).  ^(x)  -    e'  pour  toule  valeur  reelle  el  commensurable  de  x. 

12.  L'autcur  passe  aux  proprietes  de  rexponentielle  : 

I"  Quand  x  crolt  dc  — x  i  -r-  x  par  des  valours  riielles,  c*  est  reelle  et  croll 
dc  o  i  -+-  X ; 

'}"  Quand  x\  premier  element  de  x  —  x'  -\-  ix'^  est  nul,  on  a 

en  general 

•  f'  '"'    —  f: 

V  Si  m  et  n  sonl  drux  enlier**,  le  premier  positif,  cl  si  2^,  designe  ItMijour* 
la  rarine  prineipale  directe  m'*""  <le  Tunitc,  on  a 

n 

—  iir 
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oil  h  est  unt*  qaantite  reelley  infcricure,  egalc  ou  sup^rieure  a  zero  en  meme 
temps  que  e,  on  a 

Ar^X(l-l-S). 

5.  Lc  point  Xq  — -M  dtant  ainsi  que  tout  point  d'affixe  rdelle  et  positive  sur 
la  partie  positive  de  I'axe  rdel,  commc  on  part  du  point  (+i)  avec  la  vaieur 

initiale  /(i)  =  o,  la  vaieur  atteinte  par  l{x)  sera  re'elte  et  unique,  ^o  suivant 

que  Ton  a  x^i. 

•    6.  Quels  que  soient  la  vaieur  de  x^  de  module  ^,  et  lc  chemin  suivi  poor  \ 
arrivcr,  si  Ton  repr^sente  par  7(ar)  le  premier  6I^ment  de  t{x),  on  a 

7(x)  =  /(5), 

vaieur  rdellc  atteinte  par  /(j7)partant  de  /(i)  =  o,  quand  on  cheminede  (-4-1) 
a  ^  sur  la  partie  positive  des  quantit^s  rdellcs. 
En  particulicr  si  \x\  =  i,  'l(x)  =  o. 

7.  L'augment  C7  est  une  quantit(^  imaginaire  dont  les  dl^ments  sont  le  prenirer 
nul,  le  second  positif.  Lorsque  X  est  une  quantity  r^elle,  positive,  tout  chemio 
non  Equivalent  au  segment  rectiligne  [i?  X]  donne  pour  /(X)  une  vaieur  imi- 
ginaire,  7( X )  -h  Ao,  {k  ^  o  et  cnlier). 

Si  X  n*est  pas  une  quantity  r^ellc  et  positive^  /(X )  est  imaginaire,  quel  qnt 
soit  le  chemin  suivi.  Soit  X^,)  la  trace  de  la  demi-droite  O^X  sur  la  circonfr- 
rence  [O,,  i]  de  centre  O^  et  de  rayon  i,  le  second  <ildment  de  /(X)  a  po«r 
representation  gdom^trique  la  longueur  de  Tun  des  arcs  ayant  sur  la  circoafe* 
rence  [O,,  i],  pour  origine  (-hi),  pour  extremite  X^,j.  On  a  en  particulicr 

n  =  2  ir. 

8.  Quand  x  est  iiifiniment  petit  ou  infini,  le  second  <^lement  de  l{x)  e*l 
indctermine,  mais  le  premier  est  infini,  n(^gatif  dans  le  premier  cas,  positif  dan* 
lc  second  cas. 

0.  Soit  a„,  la  racine  principale  /w-*""  directe  de  I'unitt^.  [  Voir  le  Memoircdf 
M.  Mcray  Sur  les  radicaux  {Fevue  bourguignonne  de  I'Enseignement  supe- 
rieur,  t.  I;  1891)].  Ucpresenlons  par  /(aj, )  la  vaieur  de  i{x)  au  bout  do  plu> 
court  rhemin  de  sens  direct  qui  conduit  de  1  A  aJJ,  sur  la  circonf^rence  [0,,  1]. 
on  a  tonjuiirs 


Ainsi,  en  particulicr 


/(-I)      -it:,  /(/)rr— ,  i(-i)^lll. 

10.  L'auteur  s'occupe  cnsuiic  do  demontrcr  les  deux  th^oremes  de  Caucby 
(|ui  suivenl  : 

'«  r   Si  la  fonction  /{x)  est  meromorphe  dans  I'aire  limitee  el  imperforic  (S). 
inais  ololn>|)f  sur  son  contour  (C),  linlcgrale   definie  /     f(x)dx  prise  en 
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parcourant  ce  contour  une  fois  dans  le  sens  direct  est  ^gale  ci  lit:  i    /(>r), 

r   f{x)  d^sigoant  la  somme  des  r^sidus  de/(;r)  sur  Taire  S. » 

«  3"  Si  f{x)  r^pond  aux  conditions  pr^cedentes,  et  n'a  aucun  z^ro  sur  le 
contour  (C),  si  m  est  la  somrae  des  degr^s  de  multiplicity  des  z^ros  de/(a7) 
int^rieurs  ^  S,  jx  la  mdme  somme  pour  les  infinis  de  cette  fonction,  11 /{x)  la 
variation  que  fait  ^prouver  k  l/{x)  le  parcours  du  contour  (C)  dans  le  sens 

direct,  on  a 

A//(x) 
/?i  —  tx  =  — •  .        • 
air 

11.  Par  inversion  on  passera  <k  la  fonction  exponentielle;  la  resolution  par 
rapport  k  u  de  T^quation  t{u)  =  x  donne  une  fonction  de  x  qui  est  ind^Oni- 
ment  olotropc  et  dont  le  d^veloppement  par  la  formule  dc  Maclaurin  est 

X        X*                   x^ 
M=riH 1 J    -f-...H -.    -T-...=  *(X), 

I         a!  m! 

on  a 

puis 

pourvu  que  Ton  parte  des  valours  initiales 

9(o)K'=  3(o)fc'  =  ...=  9(o)K^''=  I. 

Ensuite  on  ddmontre  que 

puisquc 

's{^x)  —  f?(x)]f,         (g  etant  enlier  positif). 

Vient  ensuite 

I  ^  9(x)9(-  X),        ^{-  gx)  =[^{x)]-s; 

cnfin,  si  c  —  9(i),  'j(x)  —  e'  pour  toule  valeur  reelle  et  commensurable  de  x. 

12.  L'autcur  passe  aux  proprietes  de  Texponentielle  : 

1°  Quand  x  crolt  de  —  x  i  -h  x  par  des  valeurs  recllcs,  C  est  r<icllc  et  croft 
de  o  A  H-  X  ; 

-^^  Quand  x\  premier  t^k^mont  de  x  =■-  x' -h  ix'y  est  nul,  on  a 


on  general 

I  r^  '""    -  c*  ; 

!•  Si  m  cl  n  sont  deux  cnliers,  W  premier  positif,  cl  si  a^,  d<^signc  toujours 
1.1  rarine  prin*  ipalc  dircctc  m'^""  <lc  Tunit^,  on  a 

/I 

—  if. 

'/I    • 


u(i  SKCONDE   PAUTIE. 

4"  e**  O.St  infinic  quand  Ic  premier  cleineiit  de  x  est  infini  positif,  infiDiment. 
pclllo  quanrl  il  osi  iiiMni  nt^galif,  indrtcMininee  s'il  est  fini  et  difft^renl  de  z^r*>, 
Ic  Hoconcl  (.^('incril  ctant  infini; 

r>»  LVqnalion  nuinrriquc  e"  --  \  est  impossible  si  X  =  o.  Si  X  ?^  o,  clle  a  potm^  ^ 
rucines  uniques  tonics  les  dtHcrminations  de  /(X); 

'J"  La  fonclion  cxponentielle  admot  aiic  comme  pi'riodc  ^I^mentaire. 

L'uuteur  terminc  par  la  dtWinition  el  Tt^tudc  dcs  logarithmcs  de  base  a,  d* 
logarilhmes  vulgaires  el  de  la  fonction  x"*. 

Sfiriijes  (  7\-J.).  —  Siir  la  iheoric  des  nombres  (6tude  bibliogi 
|)hi(|iir).  (i-n>3). 

1.  L'itltV  de  nombre  vient  tie  la  consideration  de  plusieurs  objels  distinct! 
el  vllv  fst  imit'prndante  de  i'ordre  dans  lequel  on  les  envisage.  De  eel  axiom. 
diVoulenl  les  proprii^t^  exprimtVs  par  les  equations 

a  -4-  />  =  />-+-  rt.        <i  -+-  ft  -f  r  =  rt  -t-  (6  -+-  c). 
tihc  :-  hav  .  -  c  {fiff ) ,        (i{0  -fC)  —  ab  -^  ac 

'^.  Le  plus  petit  multiple  commun  de  plusieurs  nombres  divise  cxaclemcDt 
tout  autn*  multiple  eommun  de  ees  nombres;  leur  plus  grand  commun  diYiseur 
est  un  multiple  de  tout  autrt^  diviseur  commun. 

Pour  ebereher  le  plus  grand  commun  diviseur  (plus  petit  commun  multiple) 
de  II,  bs  c  ...,/,  on  |veut  di>i'4er  ces  nombres  en  divers  groupcs,  chercher  le 
plus  grand  eommun  di>iseur  v  plus  (H^tit  commun  multiple)  des  nombres  coo- 
tenus  dan>  ces  gr\>u(H^s,  et  ensuiie  le  plus  grand  commun  diviseur  (plus  petit 
commun  multiple ^  des  nombrt*s  ainsi  obtenus.  I*»»ur  deux  nombres  a,  bi  a>6, 
tmagiuons  les  identile"  succe^>ivos 


ft 

/•" 

r 

f- 

/ ' 

■ 

«/* 

r 

r    .  A. 
r    .^  r. 


I  •  . 


»  *        r-^i  !»"  I  !«'*  ;;r4nd  »oimuu«  di\J>eur  de  .:  ci  dt*  .'•. 


\ 


«;•  ■      *  i*^  **.  •  * 


■■•.■..•..•     .'.-^  ?    '        ^-•.  x'     •  .-   ;■    ^  i- - ■-  .  .•    ;  *.^ur     i  lu^  }*<til 
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est  6gal  au  produit  abc...l  divis^  par  le  plus  grand  commun  diviseur  (plus 
petit  commun  multiple)  des  produits  be . . .  I,  ac  . .  .L  . . .,  ab  . . .  k. 

3.  Soient  n  nombres  a,  6,  ...,  /.  Rempla^ons  dans  le  groupe  (A)  dc  ces 
n  nombres  deux  nombres  {a  el  b  par  exemple),  par  leur  plus  grand  commun 
diviseur,  et  leur  plus  petit  commun  multiple.  H(^petons  la  mdme  operation  sur 
le  groupe  (A,)  ainsi  obtenu  et  ainsi  de  suite.  On  (inira  toujours  par  obtenir  un 
systdmc  dans  lequel  deux  nombres  quelconques  sont  tels  que  Ton  divisc  I'aulre. 
Si  Ton  ordonne  les  nombres  de  ce  systcme  d^finitif  par  ordre  de  grandeur 
croissante,  e,,  e,,  . . .,  e^,  e^  divise  ej^,,  ces  nombres  forment  le  systeme  reduit, 
«i  est  le  A****  nombre  rt^duit. 

Ce  systeme  rdduit  est  unique  el  ind6pendant  de  la  maniere  dont  on  a  dirig^ 
les  operations. 

Soil  D|  et  M^  le  plus  grand  commun  diviseur  et  le  plus  petit  commun  mul- 
tiple des  n  nombres  a,  6,  ...,/,  multiplies  A'  k  A%  on  a 

'^  -  d;.-  -  Ti—  ' 

a'  et  b'  etant  le  plus  grand  commun  diviseur  et  le  plus  petit  commun  multiple 
de  a  et  de  6,  le  plus  grand  commun  diviseur  et  le  plus  petit  commun  multiple 
dc  {m,  a)  et  de  ( m,  b)  sont  respectivemenl  ( m,  a')  el  ( m,  b' ). 

De  m^me  le  plus  grand  commun  diviseur  el  le  plus  petit  commun  multiple 
de  I  m,  a  I  et  de  I  m,  b  \  sont  respectivemenl  |  m,  a';  el  |  m,  b' \. 

Etant  donne  le  systeme 

(m,  a),     (  m,  A),     ....     (m,  /), 
le  systeme  reduit  est 

{m,e^),    {m,ej {ffh  ej. 

De  meme,  eiant  donnc  le  systeme 

I  m,  fl  ',     \  m,  b  I i  //I.  /  |, 

le  systeme  r^duil  est 

1  m,  <»,  I,     I  m.  p,  I i  m,  e^  ', 

€,  est  le  plus  grand  commun  diviseur  dc       \a\,  \b  \.  ....       I  /  |, 

<*,  »  \a,  b\,  I  a,  cj 1  At  /|. 

e^  »  \a,b,c\.\(i.b^cl\,..., 

e^      est  le  plus  petit  commun  mulliple  de       (o),  (6),  (/), 

^^_,  >'  la,b),  {(i,c) <A,  /). 

e^_,  »•  (*'/,  6,  r\     i<t,  b,  d  ) 


4.  Si  a  et  6  sont  premiers  enlre  eux  (ont  pour  plus  grand  commun  diviseur 
runite),  tout  nombre  divisanl  a  el  6c,  divise  a  et  r  :  Ics  nombres  a,  a\  . . .  etant 
tels  que  chacuii  d'cux  esl  premier  avec  b,  b' I<:  produil  aa'  ...  est  pre- 
mier avec  bb\  


9.8  SECONDE  PARTIE. 

5i  a,  6,  . . . ,  /  sont  premiers  entre  eux  deux  a  deux,  on  a 

\  Of  by  . .  .^  I  \  =  abc  . . .  If 

ct  r^ciproquement ;  tout  nombre  les  admetlant  comme  divisears  est  divisible 

par  leur  produit. 

Le  (/I  —  !)'*"»•  nombre  r^duit  e,^^  =  i. 

On  a 

(  m,  aft  . ..  /)  =  (m,  a)  X  (m,  ft)  X. .  .X  (#n,  /). 

On  obtient  tons  les  diviseurs  du  produit  aft,  ...,/|  et  chaque  diviseur  ane 
seule  fois  en  multipliant  chaque  diviseur  de  a  par  chaque  diviseur  de  6,  ..., 
par  chaque  diviseur  dc  /. 

/(m)  d^signant  le  nombre  des  diviseurs  de  m,  ou  la  somme  de  ces  diviseurs. 
ou  la  somme  de  leurs  A*'**"**  puissances,  on  a 

/(aft  ...  /)=/(a)x/(ft)x...x/(/). 

5.  Un  nombre  qui  n'admet  comme  diviseurs  que  lui-m6me  et  l*unit^  est  dit 
premier.  Autrement,  il  est  dit  compose.  Tout  nombre  compost  admet  un  divi> 
scur  premier;  il  est  decomposable  d'unc  seule  mani^re  en  facteurs  tous  pre- 
miers. 

Imaginons  que  Ton  ait 


*k. 


» 


ft  = />{, /??. . . . /,  J*, 

» 

/  =  p]t p)t ... p]k^ 

les  p  6tant  des  nombrcs  premiers,  quclques-uns  des  exposants  pouvant  d'ailleurs 

iHro  nuls. 

Soicnt   a,,   Ji,,  . . . ,  X,  les  exposants  dc  p.\    supposons  qu'cn  les  ^crivant  par 

ordro  i\v  uraiidcur  on  ait 

a.Sb,<..<i. 


.Mors 


'n    --/^('  />(•   ■     '  P['- 

Vn    nombre  />'7^r- ..  .    admcl    (  a -h  i)  x  (  ^ -+- i)  x  ( ^  4- i  > .  . .    diviseurs,    ci 

h'lir  sonniic  est 

/>^"—  I        </.'' '  —  I         rT   '  —  I 

x. X    -    X.... 

y/       I  7       •  /   --  I 

II  \  a  une  infinite  de  nombres  premiers,  et  la   difl'crence  dc   deux  nombrcs 
premiers  conseculifs  pcul  dt^passcr  un  nombre  donnt}  a  Tavanrc. 

Knliri  il  est  tr)ujours  possible  de  mcllre  le  plus  pclil  romniun  multiple  do> 

nombres  a,  ft,  c,  ..  .,  /  sous  la  forme  d'un  produit  a\  ft' /'  dont  It's  fac- 

lours  sont  tous  premiers  ontre  <mi\  i\cu\  A  deux  el  (li\i>ciit  rcspcclivcment  n, 
ft,  ...,/.  On  pi'ul  toujoiirs  obtenir  itnc  solution  du  problrmc  precedent  «ans 
(b'Oornposnr  les  nombrcs  en  farlcurs  premiers. 
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6.  Si  la  difference  des  deux  nombres  a,  b  est  divisible  par  M,  a  tl  b  sonl 
dits  congrus  par  rapport  k  M;  M  s'appelle  le  module;  a  cl  b  sont  residus  I'un 
de  I'autre  suivant  ie  module  M.  On  ^crit,  suivant  Gauss,  a  ^  b  {  modM  );  celte 
formule  est  une  congruence.  Tout  nombre  a  un  r^sidu  qui  ne  d^passe  pas  en 
valeur  absolue  la  moili^  du  module  :  c'est  le  re'sidu  minimum. 

/{x,yj  Zf  ...)  6tant  un  polyn6me  a  coefficients  entiers,  si  Ton  a 

a  =  a',        b  ^  b\        c  ^  c\        ...,        (modM), 
on  a  aussi 

f{a,a',  a\  ...)^f(b,  b',  b\  ...)        (modM). 

Si  ma  5  mb  ( mod  iM ) ;  soil  ( m,  M )  =  cf,  on  a 

Si  aa'H=  bb'f  a  ^  b  (modM);  soil  d  —  {Oj  M)  —  (ft,  M),  on  a 

a'zHft'(mod^y 

7.  On  pent  distribuer  I'ensemble  des  nombres  enliers  en  M  classes,  deux 
nombres  etant  ou  non  d'une  m^me  classe  suivant  qu'ils  sont  congrus,  ou  non, 
suivant  le  module  M  :  tousles  nombres d'une  m<^me  classe  ont  avec  M  le  m^me 
plus  grand  commun  diviseur  :  on  considere  comme  ^tant  de  la  m^me  famille 
les  classes  pour  lesquelles  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  le  m^me.  Le 
nombre    des    classes  pour  lesquelles   le  plus  grand   commun   diviseur  est    i 

■ 

sera  designe  par  9(M).  Le  nombre  des  classes  qui  ont  avec  M  le  plus  grand 

commun  diviseur  d  est  ?(;t)* 
On  a  done 


U^)-«- 


d  parcourant  tons  les  diviseurs  de  M,  ou  'Lo{d)=  M ;  si  M  =  a«ft?.../"^,  a, 
6,  ...,  /  ^tant  premiers  et  si  /  el  F  sonl  deux  fonctions  numeriques,  lices  par 
la  relation  F(M)  =  S/(rf),  d  parcourant  tous  les  diviseurs  de  M,  on  a 


/(M)=k(M)-2:f(^')-i:p©-vp(j«,v 


V 

abc/ 
Ainsi 


,(M)=m(.-I)(.-A)...(.-1} 


8.  Soit/(x)  un  polyn6me  a  coefficients  entiers  en  x.  Dans  la  congruence 
/(of)  =  o  (modM),  on  ne  considere  comme  distinctes  que  les  racincs  incon- 
grues  suivant  le  module  M.  La  congruence  aj? -h  6  —  o  ( modM)  est  possible 
seolement  lorsquc  b  est  divisible  par  d  =  {a,  M  ). 

Elleadmet  alors  d  racincs.  La  iheorie  des  fractions  continues  limitc^cs  donnc 
un  mo3'en  de  Irouvcr  ccs  racines. 

Si  Ton  chcrche  tous  les  nombres  :r  qui  satisfont  au  syslcmc  suivant  dc  n  con- 
gruences, X  -=  a  (mod  A),  x  —  p(niod  H),  . . .,  x  —  X(modL),  soil  M  le  plus 
petit  commun  multiple  dc  A,  H,  ...,  L,  si  /e  problemc  est  possible  (il  Test  par 
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exemple  si  A,  B,   ...,  L  sont  premiers  entre  eux)  les  solutions  sont  doanecs 

par  la  formule 

X  —  a        (  mod  M  ), 

a  ^tant  cofivenablcment  clioisi.  Pour  que  le  probleme  soil  possible,  il  faut  et 
il  suffit  que  les  difT^rences  a  —  p,  x  —  y,  ...,  x  — X  soient  divisibles  rcspcc- 
livement  par  (  A,  B),  ( A,  C).  . . .,  ( K,  L).  On  pcut  d'ailleurs  ramener  le  cas  g^- 
n^ral  au  cas  oil  ccs  modules  sont  premiers  entre  eux. 

D'aprds  ce  qui  pr«5c6de,  ia  resolution  de  la  congruence /(j?)  hs  o.(mod  M  )  oil 
M  =  AB . . .  L,  les  factcurs  dtant  premiers  entre  eux,  se  ramene  4  celle  dcs  con- 
gruences 

f{x)-^.o    (modA),         f{x)-o     (modB),         ....        /(x):=:o    (modL). 

Une  congruence  de  dcgre  n  [degr^  de/{x)]  par  rapport  ^  un  module  pre- 
mier  p  admet  tout  au  plus/i  racines.  Les  racincs  de  la  congruence  de  degr^  n 
/( x)  ^- o  (mod/>)  elant  a,  p,  . . .,  X,  on  a  identiquemenl 

/(j7)--(x  — a)  (J7—  ?)...( Jc  —  X)/,(x)         (mod/>) 

et  la  congruence/, (J7)  =  o(mod/?)  n'admet  aucune  racine.  Si  la  congruence  de 
degre  /i,  /{x)  -.  o  {  mod  p)  admet  n  racines  et  si  Ton  a 

/kx)-f^{x)f^{x)        (mod/?). 

les  congruences /,( a: )  =  o,  /j(  x)  :=  o  (  mod/?)  des  degrds/i,  et  /i,,  (/»,-+- /»,  =  /i) 
admettront  respectivement  /i,  et  /i,  racines.  De  res  principes,  I'auteur  deduit 
la  demonstration  du  theoreme  de  Wilson  :  «  p  etant  un  nombrc  premier, 
I  .'J.  ..(/>— i) -h  I  est  loujours  divisible  par  />  »>;  et  du  Iht^oreme  de  Fermat  : 
M  a  tilant  un  nombre  entier  non  divisible  par  le  nombre  premier  /?,  or  *  —  i 
est  toujours  divisible  par  p.  » 

L'auteur  s'occupc  eiisuite  de  I'equation  ind(^lerminec 

Soil  ii^/  <•;  d»Hi'rmiiion.s  a  ol  v  par  la  ronditiiMi 

(^^  7.  -f-  f/^Y  ~-  ^  '''i'  ^,  '• 

fi  -  -  r/, :  (<-/,,  a^ ).         0  -  -t-  a,  :  (  «,.  a^ )  (  ao       ?y    -  i ). 


Tosons 
puis 


d'oii 


.r,   -  rjx\  —  iw^, 

X\  —  —  yX^-i-    2X^, 


re(|uation  proposcc  devient 

( (i^,ri/)x'  -h  h^x',-hn^x^-i-...  ■    rt„...r„.,       //. 

lliisuilo  posons 

//,.  ft^ )  a,  -     <'/.Y,       (  ''/,,  ft,,  tt . ') 
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On  aura 

On  op^rera  ensuite  sur  x'[  et  x^  et  ainsi  do  suite.  Aprcs  n  operations  on 
arrivera  k  I'^quation 

(a„a„  . . . ^  ajx["^  -+-  b^x^-i-  b,x,-h. .  .-h b„^^x'„^^  ^  u. 

On  peut  choisir  Ics  nombres  ^,  6;  ^,,  6,;  ...,  dc  facon  que  Ics  6soient  nuls;  on 
a  alors 

X,  =  \,;r'.«'     H-  fl,  ,0?;  4-  a,  ,a:;  4-. . .-+-  a,^„^,<^,, 

X,  =  A,a:'/''  -+- ttj^x, -h. . .-+- a,  ,^,;r„^j, 


» 


On  obtient  toutes  Ics  solutions  de  I'dquation  ind^termin^e  proposec  et  chaque 
solution  une  scule  fois  en  prenant  duns  les  formules  prec^dentes 

x["  -  u:{a^,a^ a,,.,) 

ct  en  faisant  parcourir  ^  x',,  . . . ,  xj,  toutes  Ics  valeurs  cnliercs  dc  —  x  a  -t-  oc. 

L'auteur  d^duit  de  cette  solution  une  proposition  donn^e  par  M.  Ilerniite, 
saroir  :  «  On  peut  toujours  determiner  n  lignes  de  {n  -hi)  nombres  entiers 
telles  qu*en  ajoutant  une  (/i  +  i)'*'"'  iigne  et  formant  le  determinant,  les  coef- 
flcients  multiplit^sdans  ce  determinant  par  les  differents  termes  de  la  (;i -f- i )'*""' 
Iigne  soient  des  nombres  donncs.  » 

Autre  proposition  :  «  Etant  donnes  les  nombres  entiers  rt,,  a,,  ...,  «„+,»  on 
pourra  toujours  trouver  n  lignes  de  (/i-f-j)  nombres  entiers  telles  (|u'eu  Irs 
ajoutant  k  la  Iigne  donnee  on  obtienne  un  determinant  egal  au  plus  grand 
commun  diviseur  dc  r/,,  a^,  ...,  «„^,. 

9.  Envisageons  le  cas  u  =  o. 

Si  Ton  a  m   solutions  tcll<'s  que  (  K^)  ^,^,^y,,  •  •  •  ^/  „,.i  (7  =  '»  - ''^)  "" 

dira  qu'ellessont  independantes  lorsque  les  determinants  d'ordre  ni  puiscs  dans 
le  tableau  des  nombres  k-  .  ne  sont  pas  tons  nuls. 

Si  Ton  considere  les  solutions  (K,).  (K^),  ...,  (K„, ). 

(K,/,-»- K^^^-t-. .  .-T- K,„/,„ )  ronslitue  une  nouvelle  solution.  On  dira  qu'un 
systeme  de  solutions  (K,).  (KJ,  ...,  (K,„)  forme  un  systeme  fondamental 
dans  le  cas  oil  Ton  obtient  toutes  les  sululions  el  cliaque  solution  une  seule  fois 
en  donnant  ci  /,,  /^,  . . .,  /„,  toutes  les  valeurs  cnliercs  de  —  x  a  -\-  x.  \!)i\  systeme 
fondamental  dc  solutions  se  compose  oecessairement  dc  n  solutions  indepen- 
dantes. Et  un  systeme  de  n  solutions  independantes  tel  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  ses  determinants  M,,  M^,  ...,  M„,^,,  soil  i,  forme  un  systeme  fon- 
damental Aii  solutions.  L*autcur  donne  ensuite  un  moNcn  de  trouver  un  svs- 
t^mc  fondamental  de  solutions. 

10.  Considrrons  le  systeme  de  eonjjruonres 

ti,  ,x, -i   r/,  ,.r.  !  ...  :   <7,  „.r„      «,     i  nn)d  M  }.        i— i.   >,  //. 


3-2 


SECONDE  PARTIE. 


Soil  A  le  determinant  formd  avec  les  coefficients  des  inconnues,  si  A  est  pre- 
mier avec  M,  le  syst^mc  considdre  admet  une  solution  unique,  ddtennin^  par 
les  Equations 

2-1^  etant  le  coefficient  de  a^^  dans  A,  les  valeurs  ^,,^,,  •••,  ^«.  ainsi  trouv^es 
satisferont  encore  k  la  congruence 


«n+,,.^,  ■+■  ««+,,,^,  ^--  •  •  -t-  «,.+,, n^i.  ^  "«+,        ( "nod  M ) 


si  Ton  a 


a 


',' 


a 


•,2 


«3,«  «2.2 


^11  +  1,1  ^W+1,1 


a 


a 


!.•» 


i.n 


U. 


M, 


h:i  o        (modM). 


•    •  •    • 


^m+iyH      ''it+i     ' 


11.  On  appclle  matrice  un  tableau  tel  que 


«.,, 

«.,: 

•     •     • 

"■." 

"«,. 

«i,« 

»    •    • 

^I,W 

•    •    • 

•    •    • 

«    •    • 

•   •   •  • 

««,. 

".,• 

•     •     • 

On  dit  que  cette  matrice  est  du  type  n  x  m.  Si  Ton  a  un  systeme  d*<§quations 
lin^aircs  ou  de  congruences,  les  coefficients  des  inconnues  constituent  la  ma- 
trice de  ce  systeme.  Si  Ton  ajoute  &  cette  matrice  une  colonne  form^e  par  les 
termes  connus,  on  a  la  matrice  completee  du  systeme.  Les  determinants  d'une 
matrice  sont  les  determinants  du  degr(3  le  plus  eieve  que  Ton  pent  former  avec 
les  lignes  ou  les  colonnes  de  la  matrice.  Lc  plus  grand  commun  diviseur  d'uoe 
matrice  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  determinants  de  cette  m  air  ice. 
Deux  matrices  ||  A  II  ct  li  Hll  des  types  m  x  (m  -i- /i)  ct  /i  x  (m  -+- /? )  soni  dc 
types  complementaires. 
Considerons  la  malricc 


a 


a 


i.< 


1.1 


a 


i.i 


a 


II  ^....     ^,.... 


a. 


a 


J ,  ti  ♦ » 


n 


Ml  J  >M  +  »l 


. •        {  n  -\-  \)  (  n  -    1) . . .  (  n    -  m  )    , , 

du  type  m  x.  (  m  -^  n)  :cllca  -  —  _     — dclcrnnnanls. 

I .  ' . .  .m 

Soil  A  -  ,  a,j ;  (A,  i  -i,  •>,  ...,  m)  lc  determinant  forme  par  los  m  pre- 
mieres colonnes  dc  la  matrice.  Desicnons  par  A  „.  .  lc  (Itterifiinant  <»btenu  en 
rernplacant  dans  A  la  i'""'  c<dono  par  la  (m-+-A)'""'  colonne  de  la  matrice. 
Les  m/i -+- 1  determinants  A,  A^„,,j  sonl  independanls.  Les  autres  s'cxprimrni 
rationnollemcnt  au  moyen  de  ceux-la. 

I'2.   Considerons  d'abord  !«•  sNstrnic  iirn'-aiio  el  liomo;;tnr 


n   ,.r,       n     r. 


n  .r 


O 


( /  —  I ,    » ni 


t 

res  e(]ii;ilinn'<  elaiil   line;nreni<'nl    in«l«''p<'nil;iiite's 
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M.  Slieltjes  donne  le  moyeo  d'ohtenir  toutes  les  solutions  en  nombrcs  entiers 
de  ce  systcme,  el  chacune  d'clles  une  fois;  les  solutions  sont  de  la  forme 


X 


oil  Ton  donne  &  /,,  /,,  ...,  t^  toutes  les  valeurs  entieres  de  (—00)  k  (-hx). 

Imaginons  r  solutions  du  syst^me,  A,,  A„  . . .,  A^  :  elles  sont  independantes 
si  tous  les  determinants  d'ordre  r  qu'on  pent  former  avec  leurs  dl^ments 
ne  sont  pas  nuls.  On  peut  trouver  tout  au  plus  n  solutions  independantes. 
A,/, -h  A,/j  +  . ..-+- A^/^  constitue  une  nouvelle  solution.  On  dira  que  A,, 
A,,  ...,  A,  forment  un  systeme  fondamental  de  solutions  lorsqu*on  obtient 
toutes  les  solutions  possibles^  et  chacune  d'elles  une  seule  fois,  en  donnant  a 
^,,  *,,  ...,  t^  toutes  les  valeurs  entidres  de  (— x)  ^  (-1-00).  Un  systeme  fonda- 
mental de  solutions  se  compose  de  n  solutions  independantes.  La  matrice  d'un 
systeme  fondamental  dc  solutions  a  pour  plus  grand  commun  diviseur  Tunite. 

Incidemment,  M.  Stielljes  demontre  les  deux  thcorcmcs  suivants  : 

«  I**  Un  systeme  de  m  + /i  equations  entre  n  inconnues 

«.=  ?.,.'.,.-+- ?a,.^-^-- •+?«,.'«        ('  =  ii2,  ...,  m-h/i) 

admet  toujours  une  solution  unique  et  en  nombrcs  entiers  lorsque  Ic  plus  grand 
Gommun  diviseur  de  la  matrice  du  systeme  est  ^gal  k  i  et  que  tous  les  deter- 
minants de  la  matrice  compiet^e  sont  nuls.  » 
«  a*»  Un  systeme  de  (m  -+-  /i)  congruences  entre  n  inconnues 

admet  toujours  une  solution  unique  lorsque  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
la  matrice  du  systeme  est  premier  avec  M,  et  que  tous  les  determinants  de  la 
matrice  compietee  sont  congrus  k  o  (mod  M).  » 

13.  Soit 

(I  =  I,  2,  ...» w  \  .... 

une  matrice  de  type  n  x  ( m  -f-  /i )  et  II  c, »  II  ou  |I  C  11  une  matrice  du  type  /i  x  /i, 
on  rcpresentc  par  H  C  |;  x  II  A  |;  —  |!  A'  |I  la  matrice  dont  les  elements  sont 

,  /  f  —  I   2,  . . .,  /I  \ 

'*        '»'    N^        s«    '>*  s"    "»*         \A- =  I,  2.  . . .,  m -h /I/ 

Soit  !l  C,  II  une  autre  matrice  de  type  /i  x  /i,  on  ecrira 

II  C,  II  X  II  A'  li  =  II  C,  li  X  II  C  II  X  II  A  II  =  j  II  C,  II  X  II  C  II  j  X  II  A  ||. 

Dans  le  cas  0(1  |  C  j  —  e  =  ±:  i,  on  designera  par  ||  C  jh'  la  matrice   II  ey.  i  ll> 
Y,  I  etant  le  coefficient  de  c-  y  dans  |  C  | ;  on  a 

lie  II  X  ||C||-'r-_i. 

Ccla  pose,  lorsque  le  plus  grand  commun  diviseur  dc  la  matrice  ||  B  ||  du  type 
/I  x(m-+-/i)  est  egal  k  i,  et  que  les  determinants  d'une  matrice  ||  A  ||  du 
type  /ix(m-f-/i)  sont  proportionnels  aux  determinants  correcpondants  de 
B  il,  il  existe  une  matrice  l|  C  II  et  une  seule   telle  que   ||  A  Ij  r=  i|  C  ||  x  ||  B 


3',  SECONDE   PAUTIE. 

Hevenons  au  systcme  ( I ) 

les  dtJterminanIs  d'unc  malricc  form<^c  par  n  solutions  ind^pendantes  du  type 
nx  {m-\-  n)  sont  proporlionnels  aux  determinants  correspondants  de  la  ma- 
trice  du  type  m  x{m-i-n)  du  systcme  (1). 

Soil  d  Ic  plus  grand  commun  diviseur  dc  cette  dernicre  matrice  :  un  d<^ter- 
minant  d'un  systcme  fondamenial  dc  solutions  est  6gai  au  determinant  corres- 
pondant  de  la  matrice  du  systcme  (I),  divis^  par  cl. 

L'autcur  s'occupe  ensuite  du  problcme  suivant  :  Etant  donn^e  une  matrice 
|I  A  li  du  type  n  x  {m-i-  /i),  dont  c/ est  le  plus  p;rand  commun  diviseur,  trouver 
toutcs  Ics  solutions  dc  T^quation  ;|  A  |;  —  ||  C  I  x  i|  B  ||,  le  determinant  |  C  |  etant 
egal  i  ii=  c/. 

13  bis.  Considerons  mainlenant  Ic  systcme  (U) 

«.,,^, -+-«v'^.^---^«/,m+„-^«.-H«=  -  ".        (1=1,  a,  ...,m). 

Pour  que  Ic  systcme  (II)  admctlc  dcs  solutions,  il  faut  et  il  sufHt  que  le 
plus  grand  commun  diviseur  dc  la  matrice  du  systeme  soit  6gal  au  plus  grand 
commun  diviseur  de  la  matrice  complctee. 

La  solution  la  plus  gcncrale  du  systcme  non  homogene  (II)  s'obtient  en 
ajoutant  ii  une  solution  particulicrc  la  solution  la  plus  generale  du  systeme 
homogene  ( I). 

Soit  d  le  plus  grand  commun  diviseur  de  la  matrice,  compl^t^e  ou  non,  du 
systeme  (II),  il  y  a  d"^~*  systcmes  de  rt^sidus  u-  par  rapport  ^  d  pour  lesquels 
le  systcme  (III)  admet  des  solutions  enticres. 

M.  Stidtjes  demonlrc  ensuite  qu'il  y  a  exactement  A  systcmes  de  nombres 
cnticrs  x,,  jr^,  ...,  x^  (jui  salisfont  aux  inegaliles 

<)     -     -  .r,  -h  -      -  J*  —...--   -       -  X    <C  A, 
"  (Ja,  ,      •        f)(i         ■  fki  "•         ' 

1,1  I.I  t.tn 


A  elanl  !«*  dctcrininanl 


,1 


I  ~  I ,  J ,  . . .,  ni  \ 
k  =  I,  I m  /' 


ics  <7.j  sniji   (I(;s  nombres  cnticrs  ids  qu'on  ait  A  >  o.   Puis  vicnncnt  dcs  pro- 
hicmcs  sur  les  malriccs.  savoir  : 


1°  Suit 


LA  —  I,  >,  . . .,  (m  +  /i)  J 


une  niiilricc  donnee  du   type  rn  x(m  -+-  n),  dont  d  est  le  plus  grand  commun 
(liviscur.  On  sc  propose  dc  trouver  toulcs  ics  malriccs 


OH   :ici       /'■-'.=>.•■••'»       \ 

\/k'  —  I,  2 m  -\-  n  J 


I  ...  1  \ 

(Ui  ly|)C  compicrncnlain*  n  x  {ni  -\-  n  ;  lelics  cine 

1     V-i 


d: 


-J"  On  sc  propose  de  trouver  l«mtes  Ics  uialriees  <iu  type  m  x  ( «i  4-  // )  dont 
lis  (l«''lciniinants  unt  dc>  vairms  dunjico. 
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Ces  valeurs  donndes  nc  peuvent  pas  ^tre  quelconqucs,  Ics  d^terminaols  A, 
^.m+i  i^^if  le  §  II)  ne  peuvenl  pas  m^mc  Atrc  arbitraires  :  car  il  faut  que  les 
aulres  determinants,  qui  sont  des  fonctions  ralionnelies  des  A  et  dcs  !■  „,^|i  aient 
des  valeurs  entidres;  mais  ces  condilious,  une  fois  verifiees,  le  probleiiic  est 
toujours  possible  et  admet  une  infinite  dc  solutions. 

3«  Soient  II  A  II  =  II  a,  j.  ||  une   inatrice  du   type  m  x  (  w -+- /i),   dont  le  plus 

grand  commun  diviseur  est  6,  i|  C  ||  =  1|  c,  ^  \\  une  matrice  du  type  compl^men- 

A  I 

1  =-JzB;  soit  11  B II  =  H  6,  j  ||  une  matrice  du  type 


taire  /i  x  ( m  -h  /i )  telle  que 


nx(m  +  /i)  form^e  par  un  sysleme  fondamental  dc  solutions  des  Equations 
lin^ires  et  homogenes 

«/,,^.  -+-•••-+-  «i,,„+„ J*„ w. ^  "       ( I  -^  1,  •.^  . . .,  m  ). 

Les  matrices  ||  B  ||  et  ||  C  ||  sont  du  mi>nie  type  :  k  un  determinant  A,,  de  la 
premiere  on  pent  faire  correspondre  un  dcterniinant  A^  de  la  scconde,  les  deux 
determinants  correspondanls  ^lant  fonn^s  avec  n  colonnes  de  mt^me  rang,  et 
prises  dans  le  m^me  ordre,  dans  les  deux  matrices.  Ccla  posd,  on  a 

5:A,A,v.d=,, 

la  sommation  s^^tendant  k  toutcs  les  paires  dc  d(^lerminants  correspondants. 
A  Taide  de  ce  r^sultat,  on  pent  r^soudre  le  problemc  suivant  : 

«  l&lant  donni^e  une  matrice  ||  A  H  du  type  m  x(m  -h  w),  dont  le  plus  grand 
commun  diviseur  est  5,  trouver  Ics  matrices  ||  D  I|  du  nii'^me  type,  telles  que 

A,  et  A^  ^tant  deux  diHerminants  correspondanls  des  deux  matrices. 

Voici  maintenant  quelques  rcmarques  sur  le  plus  grand  commun  diviseur 
d'une  matrice  : 

I*  Soit  0  le  plus  grand  roiininin  diviseur  d'uno  matrice  \\a-^[]  du  type 
m  x(m  -h  n).  Considcrons  les  m  fonctions  lineaires 

X,  ^  «, ,  X,  +  a.  ,  J-,  -r- . . .  -f-  ^,  ,.,  „  .r„,^,.        (ir-.i,i m) 

et  m  valeurs  de  ces  fonction*; 

A.,i  =  «t,,<,,-+---  ^«t.mfHf',,.M+«        (t\  k  -  1,1 m). 

6  est  la  plus  petite  valeur  (sauf  o)  que  pent  prendre  le  dtHerniinant  |  A,  ^  '. 

a"  Soient  \\a-^  II  ou  ||  A  II  une  matrice  du  type  m  x(m  -t-/i),  I|  \^,  II  la  ma- 
trice du  type  m  X  p  formt^e  par  p  colonnes  de  i|  A  |1  {p  <  ni ),  soient  d  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  ||  A  ||,  et  I)  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
lous  les  determinants  de   A  (jui  rcnferment  Ics  p  colonnes  de  I'  A    li  :  tous  les 

I) 
determinants  de  II  A  I|  sont  dU'isib/es  par  -,-  • 

''v 
Si  rf  —1,1)  est  le  plus  grand  commun  divisrur  «l<'  la   matrice  |  A  |I:  lorsque 

le  plus  granil  comrnun  diviseur  do  la  matrice    •  A  I'  est   i,  on  a 

1).  c/,.. 
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3*'  Consid(^rons  une  nicilrice 

\A  =  I,  2,  . . .,  m  -f-  /I/ 
formde  par  un  systdme  fondamental  de  solutions  dc 

> 

soient  ||  U  ||'  une  matrice  form^e  par  p  colonncsde  ||  B  J|,  {p  <  /i),  d  le  plus 
grand  commun  diviscur  de  ||  B  ||  ^  8  le  plus  grand  coramun  diviseur  de  la  ma- 
trice des  a^y  5  le  plus  grand  commun  diviscur  de  la  matrice  obtcnue  en  sup- 
primant,  dans  la  matrice  des  a,  ^y  les  p  colonnes  qui  correspoDdent  aux  coloones 

de  II  B  II ,  le  plus  grand  commun  diviseur  d„  est  t^gal  d  -i-* 
Le  th^orOmc  est  encore  vrai  dans  le  cas/?  =  n. 

14.  Etant  donn^  un  systeme  de  m  congruences  entre  n  inconnues 

\,  =  a;,x,  4-. . .  -+-  a.,^x^  rr  o        (mod  M ), 

on  considerc  la  forme  bilin^aire 

on   dira   que  cctte  forme   bilin^aire  correspond  au  systeme  de  congruences 
donne. 

On  appelle /orme,  en  Arithmetique,  un  polynome  homog^ne  de  plusieurs  in- 
d^termin^cs  Xj  y^  z,  .  •  .^  'k  coefficients  entiers.  Si  une  telle  forme  F  prend  une 
certaine  valcur  m  pour  certaines  valcurs  enticres  des  ind^termindes,  on  dit 
qu'ellc  represente  le  nombre  m.  Si  Ton  fait  dans  F  une  substitution  lin<§airc  el 
homogcne,  i\  coefficients  cnlicrs,  on  oblient  une  nouvelle  forme  F,  ct  Ton  dit 
que  F  rcnferme  F.  Si  le  module  de  la  substitution  est  cigal  ^  ±ri,  on  dit  que 
F  el  F'  sont  equivalentes.  Lorsquc  deux  formes  sont  dquivalcntes,  il  cxisle 
certains  nombrcs  I,,  1,,  . . .,  I^,  dependant  d'unc  fa^on  delermince  des  coefficients 
de  Tune  des  formes  F,  cl  egaux  aux  nombrcs  I',,  I^,  ...,  li-  qui  dt^pcndenl  de 
la  mOme  facon  des  coefficients  dc  i'aulrc  forme  F'.  I,,  I^,  ...,Ii  formcnt  un 
♦systeme  complcl  ^'invariants  de  la  forme  F. 

Farmi  Ics  formes  bilineaires  dquivalentcs  k  la  forme 

il  y  en  a  loujours  une,  qui  aflfeclc  la  forme 

cl  que  nous  appcllerons  la  Unme  reduitc;  t\,  e,,  . . .,  e  sont  des  cnlicrs  positifs. 
<'i,_,  divise  e^,  p  est  tout  au  plus  t^gal  au  plus  pelil  des  nombres  ni  el  n. 

Deux  formes  bilineaires  seront  (^quivalcnlcs  si  dies  admellcnl  la  mt^nie 
rcMluilc. 

Un  appellc  forun-  normalc  dc  la  forme  bilineaire  r«)nsiderec  une  forme  equi- 
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oA  ^«  "v  ^tf  *"'  ^p  ^^^^  ^^^  nombres  positifs;  e^f  e^,  •••»  ^.  sonl  Ics  nombres 
r'^€3tMM^^^  de  $,,  6,,  . ..,  6  ,  Ic  aombre  /?  s'appelle  Ic  rang  de  la  forme  bilin^airc 
ou    d<?      la  matrice  dcs  a,- 1. 

Co  Mm  ^  id^rons  un  determinant  quclconquc  de  degr^  k  de  la  matrice  dcs  cz^^; 
di  v'i  ^<:> K^ s  ce  determinant  par  le  plus  grand  commun  diviscur  de  scs  propres 
iDixB-^a^  srS|  soil  E;^  leplus  grand  commun  diviseur  de  tous  les  quotients  que  Ton 

.  ainsi ;  on  a 

qu'une  forme  bilin^aire  G  soil  contenue  dans  la  forme  F,  il  faut  et  il 
ne  le  rang  de  G  ne  surpasse  pas  celui  de  F,  et  que  les  invariants  de  G 
soieKmC:,      ^ziiYisibles  par  ceux  de  F. 

« 

16.       '^^T^onsiderond  les  syst^mes  de  congruences  lin^aires 
<I>  ^3,,a7, -4-a,.  ,a7,-h..  .-ha,  „ar„=  M,    (modM)       (1  =  i,  2,  .... /i). 


t  e^  et  8^.  (f  =  1,3,  ...)/i)  les  invariants  de  la  matrice  du  systdme  et 
5  la  matrice  compiet<k:.  Supposons  que  d^  (le  determinant  |a,k  |)  ne 

c..=  (M,c,),  v.=  (M,e..), 

C  =  c,  c, . . .  c„,        r  =  Y,  Vj . . .  Y^. 

que  le  syst^me  (I)  admette  dcs  solutions,  il  faut  et  il  suf/it  que  Ton 

**      ^^    ==     T:  il  y  a  alors  exactement  C  solutions. 

«-^»      —  _  _  •' 

^  ^*  «  K^urs  le  theor^me  subsistc  mdme  si  d^  est  nul.  Si  nous  cnvisageons  Ic 

«i,.«.-»-----+-«i,m+»^-.+»="i    (modM)        (e  =  i,Q,  ...,n), 

^*  ^*^** Nation  necessaire  ct  suffisante  pour  qu'il  y  ait  des  solutions  est  encore 
^^  *     »     mais  le  nombre  des  solutions  est  CM'". 

^*^    ^nfin  le  syst^me 

«.,,^t  -^-  •  •-+- «.>^»  =  ".    (mod  M)        ( «  =  I,  2,  . . . ,  /I  -♦-  m), 

00   doit,    avoir 

pais  «»+t=o       (modM), 

c  =  r 

^^^^   **onibre  des  solutions  est  C. 

'^^^cur  termine  par  Ic  iheoreme  suivant  : 

^•"^visagcons  les  equations  non  homogencs 

I  ^  a.^,a?,  -f-  a.,,ar,4-. .  .4-  a,^„ar„H-a,  „^,  =  0       (1  =  i,  2,  . . .,  m). 

^*«nt  II  A  II  ct  II  A'  II  la  matrice  du  systcme  ct  la  matrice  compietee.  Pour 
^  ^  "^  systeme  (I)  admette  une  ou  plusicurs  solutions,  il  faut  el  il  suffit  que 

"•  des  Sciences  mathem.,  a*  scrie,  l.  XVIII.  (Fcvricr  1894.)  R.4 
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le  rang  p  de  ||  A  ||  soil  ^gal  au  rang  de  !|  A'  ||,  et  que  le  plus  grand  commuo 
diTiseur  des  d^lerminants  du  degr^  p  soil  le  mftme  pour  les  matrices  l|A|| 
et  II  A'  II. 

Le  Vavasseur. 


ASSOCIATION  FRAN(!AISE  pour  l*avancement  des  Sciences,  FusiONinte 
AVEC  l' Association  sgibntipiqub  de  France.  Comptes  rendus  des  ses- 
sions (*). 

1 6*  session  (Toulouse);  1887. 

Laisant  (C .'A .).  —  Notice  historique  sur  les  travaux  des  premiere 
et  deuxi^me  sections,  de  1879  a  1886  inclusivement.  (i63). 

Cette  Notice  a  ^t^  impriih^e  en  une  brochure  k  part,  et  ne  figure  pas  dans 
le  deuxieme  Volume  des  Comptes  rendus. 

Astor  {A,),  —  Lignes  g^od^siques  des  surfaces  r^gl^es  dent  les 
generatrices  coupent  la  ligne  de  striction  sous  un  angle  constant, 
et  dont  le  parametre  de  distribution  est  constant.  (i63-i64y 

I*-I2*). 

M.  Astor  montre  que  ces  surfaces,  pour  des  valeurs  donn^es  de  I'angle  et 
du  parametre,  sont  applicables  les  unes  sur  les  autres,  et  applicables  sur  des 
surfaces  de  revolution.  II  6tudie  en  outre  celles  de  ces  surfaces  dont  la  ligne 
de  striction  est  plane,  et  celles  dont  le  c6ne  directeur  est  de  revolution. 

Lemoinc  {E .),  —  Questions  diverses  sur  la  nouvelle  G^om^trie  du 
triangle.  (i64,  i3*-42*). 

Divers  problemes  et  th^oremes  se  rapportant,  entre  autres,  aux  points  de 
Brocard  et  de  Lemoine. 

Collignon  (E,),  —  Probl^me  de  M^canique.  (164,  42*-63*). 

Mouvement  d'un  point  anime  de  deux  vitesses  de  grandeurs  constantes,  Tane 


(»)  Voir  Bulletin,  XVII,,  197.  L* Association  fran^aise  coraprend  un  grand 
nombre  de  sections;  nous  n'analysons  ici,  comme  precedemment,  que  les  travaux 
des  deux  premieres  sections  :  Mathe'matiques,  Astronomic,  Geodesic  et  Meca- 
nique.  Rappelons  que  les  comptes  rendus  de  TAssociation  sont  publics  chaque 
ann^e  en  deux  Volumes;  premier  Volume  :  Documents  officieU,  Conferences, 
Proces-verbaux ;  second  Volume :  Notes  et  Memoires.  Les  renvois  sans  ast^isques 
se  rapporlent  k  la  pagination  du  premier  Volume,  et  ceux  qui  sont  accompagnes 
d'asterisques,  k  la  pagination  du  second  Volume. 
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normale  aa  rayoQ  recteur  joigDant  le  mobile  a  ud  point  fixe,  Tautre  paralldle 
i  one  direction  Gxe.  D^veloppements  divers. 

Escary,  —  Sur  la  representation  d'une  fonction  arbitraire  au 
moyen  d^une  s^rie  convergente  ordonnee  suivant  des  polj- 
nomes  dependants  des  coordonn^es  elliptiques  dans  le  plan. 
(i65,  63*-74*). 

Ces  polynomes  naissent  du  d^veloppement  de  finverse  d'un  radical  analogue 
i  celui  qui  conduit  aux  fonctions  Y.. 

Oltramare  (C).  —  De  rint^gration  des  Equations  lin^aires  k 
coeflGcients  constants.  (i65,  75*-87*). 

Application  du  calcul  de  generalisation.  L'auteur  montre  en  outre  comment 
ce  calcul  pent  servir  &  la  determination  des  fonctions  inverses  des  integrates 
definies. 

Vigarii  (-£*.).  —  Premier  inventaire  de  la  Geometrie  du  triangle. 
(i65,87*-ii2*). 

Essai  de  coordination  des  resultats  obtenus. 

Laisant  (C.-A .).  —  Sur  les  asymptotes  de  Thyperbole  de  Kiepert. 
(i65,  ii3*-ii4*). 

Construction  des  directions  asymptotiques  par  les  equipollences. 

Tellier  (Ch.).  —  Nouveau  moteur  thermodynamique.  (166, 
ii4*.ii6*). 

II  s'agit  d'une  machine  a  air  qui  presenterait  une  economic  enorme  et  dirers 
aatres  arantages. 

Pellet  (A.).  —  Sur  les  spheres  tangentes  h  deux  surfaces.  (166, 
ii6*.ii8*). 

£tude  des  lignes  formees  par  les  points  de  contact  sur  Tune  et  Tautre  surface. 

LePoni(ff.).  —  Note  de  Geometric.  (166,  11 9*- 122*). 
Proposition  sur  Iroiit  g^ou|)('^  lie  irois  plans,  et  iheoreme  correiatif. 

Barbarin  {P').  —  Hetrouvor  les  elements  d'une  surface  dc  revo- 
lution dont  on  nc  possede  qu'un  rra;;meiil.  (i()()-i67,  i  !>..'i*-ia6*). 

Solution  fonrlcc  sur  I'cmploi  des  rnrrlcs  fft'odesiqiics  Irares  sur  la  surfarc. 
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Barbarin  (P.).  —  Sur  les  racines  de  I'^quation  du  troisi^mc 
degr^.  (167,  i26*-i27*). 

Determination  de  trois  coefficients  a,  b,  c  tels  que 

b  b  b 


x^  '  c  -+-  a?,  *  c  -f-  a?, 

Haro,  —  Note  sur  une  nouvelle  m^thode  de  notation  graphique 
des  logarithmes.  (167,  128*-! 32*). 

Cercle  logarithmique  permettant  de  determiner  les  logarithmes  ayec 
quatre  d^cimales. 

Kluyver{J,'C,).  —  Sur  un  syst^med'invariants  communs  k  deux 
coniques.  (167,  i32*-i4i*)- 

Ce  Mdmoire  se  rapporte  aux  polygones  inscrits  dans  une  conique  et  circon- 
scrits  k  une  autre. 

Collignon  {E.),  —  Sur  une  methode  approximative  pour  la  tri- 
section  de  Tangle,  imagin^e  par  M .  E.  Fortin.  (167-168,  i4i*- 

i64*)- 

La  construction  consistc  ^  partager  la  corde  en  trois  parties  ^gales,  k  eieyer 
une  perpendiculaire  ^gale  aux  ^f  do  la  fl<^che  et  k  joindre  le  centre  au  point 
obtenu.  Extension  ^  la  division  en  n  parties  ^gales. 

Stieltjes  (T.-J.),  —  Sur  les  maxima  et  minima  d'une  fonction 
etendue  sur  une  surface  fermee.  (168). 

Pour  une  surface  fermee  aX-  -4- 1  fois  conncxe,  2  —  aX"  est  la  difference  enlre 
le  nombre  des  maxima  ct  minima  cl  le  nombre  des  cdIs. 

Syli'cster.  —  Sur  les  nombres  dils  de  Hamilton.  (168,  i64*-i68*). 
Indication  d'un  calcul  tres  facile  permettant  d'obtcnir  ces  nombres. 

Tarry  (G.).  —  Essai  sur  la  Geometrie  des  figures  imaginaires. 
(168-169,  i68*-i88*). 

Defmitions  cl  proprietes  divcrses  du  point  imaginairc  et  de  la  droiie  imagi- 
nairc,  ik  un  point  de  vue  purement  g^omdtrique. 

Schotite  (P,-II,).  —  Sur  un  complcxe  du  Iroisiome  ordre.  (169, 
189--. 97'). 

Cf  complexc  e>t  forme  par  les  droiles  joi^'nanl  le?*  couple^  «!«■  points  isogo- 
iiaux  par  rapport  aux  (rirx^  d'liri  iclraedrf.  Pr«»prieles  divci>cs. 
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Be^^^lli  {Ch,).  —  Arithm^tique  des  directions  et  rolatioDS.  (169- 
I  70,  i97*-2o6*). 

Mlt^ude  des  imaginaires  fondde  sur  Ics  logarithmes  dc  direction.  L'auteur  ne 
cosKsidire  pas  (a  +  16)'"'^*'*  comme  rcductible  k  la  forme  p  +  iq> 

Ber'€i^lU  {Ch,),  —  La  numeration  binaire  et  la  numeration  octa- 
>ral€.  (170,  2o6*-209*). 

I^Mnplacementdescbiffrespar  des  signes  permettant  de  faire  m^caniquement 
les   odlculs. 

JS^r'd^lli  (CA.).  —  Boite  k  multiplication.  (170,  2io*-2i  i*). 

-A.f>pareil  coDstruit  sur  les  monies  principes  que  les  b&tons  dc  Neper. 

'^y  (-<4.).  —  Note  sur  la  transformation  du  septi^me  ordre  des 
ictions  elliptiques.  (170,  2ii*-2i3*). 

t.te  tris  remarquable  Note^  consistant  presque  exclusivemeot  en  calculs, 
e   pr6te  k  aucune  analyse. 

^o^*99^oy  (J?.).  —  Th^orie  mathematique  des  jeux  de  Bourse. 
C  ■  70-171,  2l4*-2l5*). 

l^^^ermination  de  Tespdrance  mathematique  de  Tacheteur  de  prime. 

•/«^i^^^/i.  —  L'oxyg^ne  et  les  atmospheres  celestes.  (171). 

Reoherches  pouvant  fournir  des  elements  d  I'ctude  de  la  m^caniquc  mol^cu- 
■air^    ct  4  celle  des  atmospheres. 

*^^r^d£  (^S.).  —  Sur  les  normales  doubles  des  surfaces  algebriques. 

(*7l,  2l6*-2l8*). 

Noiubre  des  normales  doubles;  application  d'un  thdordme  de  M.  Zeuthen. 

^^cint  (C.'A.).  —  Quelques  applications  arithmetiques  de  la 
^^^ometrie  des  quinconces.  (171-172,  2i8*-235*). 

-Application   de   T^chiquier.  Representation  figurative  des  fractions  perio- 
^^^nes. 

^^^^^glois{M.),  —  Sur  rhomogeneite  de  la  formule  fondamentale 
^^mouvement  atomiquc.  (172,  235*-24i*). 

^demonstration  nouvelle  d'unc  formule  antericurcmcnt  donnee  par  I'auteur. 
^^^on  {A.),  —  La  roue  universellc  Pichon.  (172,  24-**-256*  . 
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Description,  th^orie  et  applications  d'un  appareil  m^caniqne  inTenl^  par 
Tauteur. 

Mantel.  —  Nouvelle  th^orie  des  couples  et  de  la  composilion  des 
forces.  (172-173,  257*-263*). 

Gette  th^orie  est  fondle  sur  la  notion  du  centre  d'un  systime  de  forces  dans 
un  m^ine  plan,  et  sur  I'emploi  du  Calcul  des  quaternions. 

Caminati  {P.)-  —  Sur  la  valeur  de  rinverse  de  ai:R  exprim^e 
par  un  nombre  iufini  de  facteurs.  (173). 

Calcul  des  p^rim^tres  des  polygones  r^guliers  de  a"r  cdt^s. 

Caminati  {P.),  —  Des  nombres  reciproques.  (173). 

Applications  de  formules  connues  k  des  calculs  pratiques. 
Lucas  (-£*.)•  —  G^om^trie  desr^seaux.  (173-174). 

Sur  certaines  figures  pouvant  se  tracer  en  n  traits. 

SchlegeL  —  Sur  un  th^or^me  de  G^om^trie  a  quatre  dimensions. 

(174,  264*-266*). 

Sur  les  solides  &  quatre  dimensions  analogues  au  prisme  trilat^al  et  an  td- 
traddre. 

SchlegeL  —  Sur  les  distances  moyennes  entre  un  point  et  des 
vari^les  de  points  discretes  ou  continues.  (174?  266*-28i*). 

Solution  de  problemes  ^  deux  dimensions  par  la  G^omdtrie  ^  irois  dimensions, 
et  de  probldmes  k  trois  dimensions  par  la  Geomdtrie  ci  quatre  dimensions. 

Laisant  [C.-A,).  —  Sur  {'inversion  d^in  syst^me  de  n  points; 
construction  de  deux  points  remarquables  du  triangle.  (174? 

282*-285*). 

n  points  sur  un  plan  ^tant  transform^s  par  inversion  par  rapport  k  un  p61e  X, 
determiner  X  de  fagon  qu'il  soil  le  barycenlre  des  points  tranbform^s.  II  y  a 

n  —  I  solutions. 

Cosserat,  —  Sur  Thyperbolc  de  Kieperl.  (175). 
Generation  nouvelle  el  proprieies  de  cetle  hyperbole. 

Desboves  {A.).  —  Tlieorrme  d'analjse  indeterminee.  (17^). 

On  pcut  trouvcr  par  un  soul  systcmc  dc  formules  la  solution  de  I'equation 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  43 

aX* —  bY*=  aZ'  lorsque  a  el  b  sont  deux  nombres  premiers  cons^cutifs  de  la 
forme  8/1-4-7,  8n-4-5  ou  8«-4-5,  8/H-3. 

Oltramare  (G.).  —  M^moire  surles  principes  g^n^rauxducalcul 
de  generalisation.  (lyS,  285*-3o5*). 

Notions  fondamentales,  avec  quelques  applications  ^  Fint^gration  des  ^na- 
tions. 

17*  session  (Oran);  1888. 

JLaisant  (C.-A.).  —  Proprieies  des    Equations;   consequences 
geom^triques.  (i49i  i*-4*)- 

Generalisation  d'un  theor^me  de  M.  Catalan. 

CoUignon  {E.),  —  Examen  de  certaines  series  numeriques,  el 
applications  k  la  Geomeirie.  (i/(9-i5o,  4*-24*). 

a,  b,  c  etant  donnas,  on  forme >  > et  ainsi  de  suite.  La  g^- 

neralisation  des  series  ainsi  form^es  conduit  d  Tinscription  des  polygones  r^- 
guliers  par  approximations  graphiques  successives. 

Le  Pont  {H.).  —  Note  d'Analjse.  (i5o,  25*-29*). 

Relations  entre  les  elements  d'une  surface  et  ceux  d'une  courbe  trac^e  sur 
cette  surface. 

Mitiag'Leffler  (G.).  —  Sur  les  fonctions  uniformesd'une  ou  plu- 
sieurs  variables.  (i5o). 

Remarques  sur  une  fonction  de  trois  variables  satisfaisant  d  une  Equation 
diiferentielle. 

Lucas  [Ed,).  —  Sur  un  theor^me  de  Cauchy.  (i5o,  29*-3i*). 

Sot  la  divisibility  de  ( a  4-  6 )"  —  a"  —  ft**  par  a*  h-  a6  -f-  6"  et  par 

T'o.ny  {G.).  —  Nouvel  essai  sur  la  Geom^trie  imaginaire.  (i5i, 
3i*-53*). 

Continuation    des  Etudes  de   I'auteur    pr^sentdes    au    Congr^s    precedent. 
^  Voir  ci-dessus). 

non  {E,).  —  Recherches  sur  la  courbe  d'ombre  d\in  piquet 
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Propri^tds  de  la  courbe  d'ombre  ct  d<5veloppcments  divers  de  gnomoniquc. 

Laisant,  —  Note  sur  la  somme  des/>  premiers  coefficients  du  de- 

veloppement  (j: -+-J')".  (i5i,  72*-75*). 

M^thode  pour  obtenir  cettc  somme  par  la  construction  d'un  ^chiquier 
arithmdtique. 

Lemoine  {E,).  —  De  la  mesure  de  la  simplicity  dans  les  Sciences 
math^matiques.  (iSa,  ^S^-gS*). 

Essai  d'dvaluation  de  la  simplicity  des  propositions  et  des  constructions,  en 
Math^matiques,  par  la  decomposition  en  616ments  simples. 

Genty.  —  Note  de  G^om^trie  vectorielle  sur  la  ih^orie  des  sur- 
faces. (i53,  95*-99*). 

I^tablissement  d'une  formule,  et  applications  k  diverses  propri^t^s  concernant 
la  courbure  des  surfaces. 

Pelletreau.  —  Probl^mes  de  G^om^lrie.  (i53,  99*-io9*). 

Sur  le  probl^me  de  Malfatti  et  sur  I'ellipsolde  tangent  k  trois  plans  rectan- 
gulaires. 

Berdelli{Ch.).  —  R^ponse  k  quelques  objections  centre  I'Arithm^ 
tique  directive.  (i53,  109*-!  12*). 

Complement  des  communications  presentees  aux  Congres  precedents  sur  le 
mdme  sujet.  (  Voir  plus  haul). 

Laisant  ( C.-A .).  —  Sur  une  propridl^  des  tangentes  aux  coniques. 
(i54,  ii:r-ii8*). 

Sur  deux  tangentes  issues  d'un  point  et  les  deux  rayons  menes  de  ce  point 
aux  foyers. 

Sylvester,  —  Sur  certains  cas  du  ihdor^me  de  Dirichlel  regardant 
les  series  arithmetiques.  (i54,  1  i8*-i2o*). 

De  Commines  de  Marsilly  (L.-J.-A,),  —  Refutation  de  Tintcr- 
prdlalion  de  la  G<5omdtric  non  euclidienne  envoyee  parM.  Bel- 
trami. (i54,  I2i*-i35*). 

L'aulcur  s'attache  i  relever  quelques  inadverlanccs  dans  Ic  Memoire  dc 
M.  Beltrami,  publie  en  186S;  ct  la  demonstration  de  I'lmpossibilite  dc  demon- 
Irer  le  postulatum  d'Euclide  ne  lui  paratl  pas  rigoureusemcnt  eiablic. 


HEVUE  DBS  PUBLICATIONS.  4') 

Neuberg  («/.).  —  Sur  les  triangles  eqnibrocardiens.  (i54,  ii^5*- 

■  44*). 

l^tude  de  la  s^rie  de  tous  les  triangles  d'un  plan  ayant  m^.me  angle  de  Bro- 
card. 

Humbert  {E.).  —  Sur  les  equations  dii  Iroisi^me  degr^  qui  servenl 
k  la  recherche  des  plans  principaux  d'une  surface  du  second 
ordre  ou  k  T^tude  de  Fintersection  de  deux  coniques.  Discus- 
sion algebrique  complete  de  ces  Equations.  (i55,  i45^-i59*). 

La  in^thode  de  Tauteur  repose  sur  deux  th^oremes  relatifs  &  la  th^orie  des 
formes. 

Langlois  (Jff.).  —  Sur  un  point  de  la  iheorie  du  mouvement  ato- 
mique.  (i55,  i59*-i62*). 

Continuation  des  Etudes  de  I'auteur  sur  la  physique  raol^culaire;  considera- 
tions inspires  par  la  Monadologie  de  Leibniz. 

Langlois  {M.).  —  Determination  des  rayons  moleculaires  dans  la 
th^orie  du  mouvement  atomique.  (i55). 

Saite  de  Tetude  pr^sent^e  au  Congres  precedent.  (  Voir  plus  haut.) 

Humbert.  —  Demonstration  simple  et  directe  de  cetle  propriety 
du  catalecticant  d'etre  un  invariant.  (i55,  i63*-i64*). 

Calcol  ing^nieux,  montrant  que  le  determinant  ainsi  d^nomm^  par  M.  Syl- 
vester et  relatif  k  une  forme  binaire  nc  change  pas  si  Ton  remplace  x  par 

Lemoine  {E.).  —  Notes  sur  diverses  questions  de  la  G^om^trie  du 
triangle.  (i55-i56,  1 65*- 17 5*). 

Suite  des  etudes    presentees    aux    Congres    precedents;    indication    d'une 
cabiqae  remarquable. 

1 8*  session  (Paris);  1889. 

Collignon  (E.).  —  Observations  au  sujet  de  la  rencontre  de  deux 
points  mobiles  dans  un  plan.  (227.  i *-**). 

Definition  du  cercle  dangereux;  conditions  du   choc;  condition  de  la  non- 
rencontre. 

Collignon  (E,).  —  Note  sur  les  courbes  circulaires  svnchrones. 
(!;i27-228,  7*-a3*). 

Butt,  des  Sciences  mathe'm.,  1*  scrie,  t.  WllL  (Mars  1^9:$.)  ft.5 


4A  seCONDe  PIRTIE. 

Kt^mp4f:^  diffrt  4e  monifemfU  qai  adflMttest  p*«-  eovibcs  lycfcww 

Jffukevnky  ( j\J).  —  L'n  appareil  noaveaa  poar  la  determination 
ty,%  tntfmc.ni%  d'inertie  de*  corps.  (228,  23*-24*)- 

l>^  dHponitff  <Jc  Taateor  Minble  des  plus  inginieui,  et  la  tWorie  oi  esl  im 
simple. 

/V/V'/Vi  (//.)•  —  ^"'^  '^*  caracteres  de  divisibility.  (^28,  a4*-38*). 

Kmptoi  fl'iinf*  fiiiile  p^riodiqae  indcfinie  d'ob  Ton  peut  d^daire  simplfmeai 
1m  riininl6rcji  de  divisibiliK^  par  un  nombre  qaelconque. 

Ihrdt'lb^  (C/i,).  —  TlK'-orie  des  logarilhmes  fondle  sur  la  mulli- 
plicalion  dc»  »<5rie.H.  {^'J-g,  38*-42*). 

Kitiplol  do  UblcHUx  analogues  au  triangle  de  Pascal. 

(IHinn  Towno,  —  Pn^enlalion  d'un  ouvrage  d'Astronomie  pra-^ 
litjuo  popniairc.  (2U()). 

Ihhfinoy  (//.).  —  Emploi  dc  I'^chiquier  pour  la  resolution  de 
tl Ivors  prohU'^mrs  de  prohahilil^.  (229-230,  43*-52*). 

Nombrt'  x\c%  marrhcs  d«  tour5  011  dc  reincs  sur  des  ^chiquiers  de  diTerses 
oMtK^n.  Vpplioalions  A  qudqucs  prt>bk^nics. 

ftfV»/i  .      •  Nolo  do  (loomolrio  xeclorielle  sur  les  surfaces  isother- 
tuitptos.  \^  >.U^  ^>3*-(>o*^. 

Vf^|^li\M(ion!(  A  un  tlus^iviuc  do  OhnslotTcl  cl  ii  U  the^^rie  des  soKac^s  minima. 
/\?r/i  \Ci\V     -  iuHMnolrio  c^^nomlo.  »  2v>o,  t>o*-8-*  . 

M    V^inx,  ivjMVrtJini   v^>>  oJu.K**  prtN-^iNicairs  sar  le  mtmc  <u}it,  pre»eate  ici 
v^  |MvmiO«>  oUmonjN  ,1*-  \*  ^txvmoirto  c<rt»crAle  >o«*  ouf  i>rxmc  dc6»iU«e. 


/Km\>»;»}*  «ja\  *7\'  l/,i'  s;.V^  ,  —  Kludc>  <ur  lo  }v>>lulAluxn  d'Euclido 

%'.  .t*-», .."vvv    ;  .1  r-,K'r»v».»   />:  t-.-ix^nx   iw-mrN  i'n.jct.tir>  ^  u  »iOja.  Ac  ^j«» 
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Rabut.  —  Sur  un  cerlain  point  llmite  dans  le  pentagone  convene. 
(aSi). 

Lucas  {Ed,).  —  Sur  le  mode  de  croisemenl  {dextrorsum  et 
sinistrorsum)  de  deux  lignes  dans  Tespace,  ^tant  donn^es  leurs 
Equations.  (aSi). 

Vigarii  {£•).  —  Calendrier  lunalre  perp^luel.  (aSi,  i4i*-i44*)« 

Use  sorte  de  petit  appareil,  d^crit  par  Tauteur,  permet  d'avoir  TAge  de  la 
Lane  k  one  date  quelconque. 

Vigarie(E.).  —  Esqulsse  historique  sur  la  marche  du  d^veloppe- 
ment  de  la  G^om^lrie  du  triangle.  (282,  i  i7*-i4i*)- 

Notice  tr^  dtudi^e,  surtout  au  point  de  Yue  bibliographique. 

Catalan.  —  Sur  une  formule  relative  aux  fonclions  circulaires. 
(a3a). 

Expression  de    .  ^T,   . — r  sous  forme  de  somme. 
"^  sin/?0sin70 

^liramare  {G .) .  —  Application  du  calcul  de  generalisation  a  la 
determination  des  iut^grales  des  Equations  lin^aires  aux  diffe- 
rentielles  parlielles  avec  coefficients  variables.  (282,  i45*- 
i58*). 

^ailler.  —  Note  sur  Texpression 


(232,  i58*-i6i*). 

Extension  d'une  relation  de  Lambert. 
'tephanos  (C).  —  Une  propriety  des  substitutions  lin^aires. 

(232-233). 
Propri6t6  du  determinant  d'une  substitution. 

^el/et  (A.).  —  Sur  les  cercles  ou  spheres  se  coupant  sous  des 
angles  donnas.  (233,  i6i*-i63*). 

Propri^t^s  reposant  surtout  sur  la  consideration  des  centres  et  des  axes  ra- 
dicaux. 
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Pellet  {A.),  —  Sur  la  resolution  trigonomelrique  de  certaines 
Equations.  (233,  i64*^i65*). 

Equations  ou  les  coefGcients  dc  trois  termes  cons^cutifs  sont  li^s  par  une 
Equation  lin^aire  et  homog^ne. 

Jaubert,  —  Nouvelle  division  du  ciel.  (233). 

Marin  (JV.),  —  M^moire  sur  les  mouvements  des  fluides  parfaile- 
ment  ^lasliques,  libres  dans  un  milieu  ind^fini  du  m£me  fluide. 

(233-234). 

CoDsid^ra lions  sur  I'elasticite  et  sur  la  conservatioD  de  T^nergie. 

Neither g  (./.)  et  Gob  {A,),  —  Sur  les  axes  de  Steiner  el  I'hyper- 
bole  de  Kiepert  (234,  i66*-i79*). 

Nombreuses  propri^l^s.  Generalisation  de  propositions  d^j^  connues. 

Neuberg  (J.)  et  Gob  (A.).  —  Sur  les  foyers  de  Steiner  d'un 
triangle.  (234,  i79*-'95*). 

Les  auteurs  appellent  ainsi  les  foyers  de  Pellipse  de  Steineri  qui  touche  en 
leurs  milieux  les  c6tes  du  triangle.  Nombreuses  propri^t^s  nouvelles. 

Lemoine  {E,),  —  Contributions^  la G^om^trie  du  triangle.  (234, 

I97*-222*). 
Point  de  Tarry,  triangles  homologiques,  coordonn^es  tripolaires,  etc. 

Secretan  (G.).  —  Equatorial  a  deux  lunettes  de  108"™  de  dia- 
m^tre.  (235,  223*-225*). 

Get  appareil  semble  presenter  d'assez  notables  avantages;  Tauteur  presente 
aussi  un  bain  de  mercure  perfectionne. 

Laisant  (C-A,).  —  Integration  directe  de  Texpression 

cosPxsin^x  dx. 

(235,    225*-227). 
L'int^gration  s'effectue  au  moyen  de  simples  multiplications  alg^briques. 

Lucas  (Ed.),  —  Sur  la  collection  des  machines  a  calculer  du 
Conservatoire  des  Arts  et  Metiers.  (235). 

Lemoine,  —  Sur  la  mesure  de  la  simplicite  dans  les  constructions 
geomelriques.  (235). 
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D  C^cagne  (^.).  —  Sur  les  trajectoires  des  points  marques  sur 
^ne  droite  qui  se  d^place  en  touchant  constamment  par  Tun 
d^eux  une  courbe  donn^e.  (aSS,  228*-233*). 

Construction  et  propri^t^s  des  centres  de  courbure  des  trajectoires. 

Gonnessiai,  —  Sur  qiielques  erreurs  aOcctant  les  observations 
mdridiennes.  (236). 

R^ultats  de  recherches  entreprises  k  Tobservatoire  de  Lyon. 

JBierens  de  Haan.  —  Quelques  renseignements  sur  T^dition  de 
la  correspondance  et  des  oeu\Tes  de  Chrlstiaan  Huygens.  (236, 
243*-237). 

L'iaitiative  de  cette  Edition  appartient  k  TAcad^raie  royale  des  Sciences 
d* Amsterdam.  Analyse  int^ressante  de  la  correspondance. 

ig*  session  (Limoges);  1890. 

Escary  (./.).  —  Sur  le  probleme  des  trois  corps.  (i43). 

Le  M^moire  n'a  pas  i\.i.  ins^r^  dans  les  Comptes  rendus  k  cause  de  sa  trop 
graode  longueur.  D'apr^s  Tauteur,  les  integrations  qu'exige  ce  probldme  fameux 
seraient  ramen^es  par  lui  k  des  quadratures. 

Gob  (A,).  —  Sur  quelques  transformations  de  figures.  (i44)  '*- 
i8*). 

Propri^t^s  concemant  les  triangles  direclement  semblables  construits  sur  les 
cdt^d'un  triangle  donn^. 

Neuberg  («/.).  —  Sur  les  figures  sjm^triques  successives.  (»44? 
i8*-23*). 

Discussion  complete  de  cette  question :  ^tantdonn^es  n  droites  dans  un  plan, 
trouTer  un  polygone  tel  que  ces  droites  soient  les  perpendiculaires  ^lev^es  sur 
les  milieux  des  cdt^s;  et  autres  probl^mes  analogues. 

Laisant  {C.-A,),  —  Propri^t^sdu  triangle  ;  orientation  moyenne; 
points  ^quisegmentaires.  (i44)  23*-29*). 

Definition  de  I'orientation  moyenne,  qui  n'est  autre  que  celle  de  la  droite  de 
Jerabek.  Les  points  ^quisegmentaires  M  sont  tels  que  les  droites  AM,  BM,  CM 
coupent  les  cAt^s  opposes  en  A',  B',  C  de  telle  sorte  que  CA'=AB'=BC', 
ou  B\'=CB'=  AC. 
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Delannoy  (H.).  —  Probl^mes  divers  coDcernant  le  jeu.  (i44- 
145,  29*-35*). 

Limite  de  I'^cart  entre  les  gains  et  les  pertes  d'un  joueur  k  chances  ^let; 
Nombre  moyen  des  ^quilibres.  Autres  questioas  de  probability. 


:'e»i  \/l  ^■ 


Delannoy  (//.)•  —  Formules  relatives  aux  coefficients  du  bindme. 

(145,  35*-37*). 

IdeniiUs  intcressantes  et  qui  paraissent  nouvelles.  Expressions  direrses  de 
la  somrae  des  q  premiers  coefficients  du  d^veloppement  (a-h  6)"*. 

ColUgnon  {E,).  —  ExameD  d'un  lieu  g^om^trique.  (i45-i46, 

38M9*)- 

Ce  lieu,  dont  Torigine  physique  est  emprunt^e  k  la  statique  des  corps  flottants, 
a  pour  equation  polaire  r*=  R'— ?  a'tang'O.  Emploi  possible  d'un  appareil 
fond^  sur  cette  dtude,  pour  determiner  la  density  d'un  corps  solide. 

Raffard,  —  S^cheur  de  vapeur  d^tendue.  (i46). 

Indication  d'un  appareil  permettant  d'envoyer  dans  le  cylindre  d'un  meteor 
de  la  vapeur  sdche  Idgchrement  surchauff^e. 

Fontaneau  (E.).  —   Sur  T^quilibre  d'^lasticit^  des  corps  iso- 
tropcs.  (i46,  49*-69*). 

Integration  des  (Equations  aux  d^rivees  parlicllcs  de  r^laslicit^  lorsque  la  ro- 
tation el^mentaire  coYncide  en  direction  avec  Tune  des  dilatations  principales. 

Laisant  (C.-yl.).   —   Interpolation  cineinatlque.  (i 46-147,  70*- 

(73-)- 

Trouver  le  mouvemcnt  d'un  mobile  qui  passe  par  des  positions  donndcs  k  de!» 
instants  donncs. 

Laisant  (C-A,),    —  Sur  deux  genres  remarquables  de  courbes 
planes.  (i47i  l^"'!^*)- 

Hrclicrche  d'une  courbe  qui  soil  a  elle-m6me  sa  quatrienie  dcvcloppde. 

/Ma trot  (A.).  —  Sur  la  decomposition  d'un  cntier  quelconquc  en 
une  somme  de  carres.  (i47)  79*-8i*). 

Demonstration  Ires  simple  du  ih^or^mc  do  naclict  :  «  Tout  cntier  est  d^coni- 
posalik"  en  nne  •nomine  de  quatrc  Carres.  »> 
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Mairot  {A,),  —  Sur  les  r^sidus  quadraliques.  (i47>  82*-88*). 

Repr^senUtion  graphique  de  la  loi  de  r^ciprocite;  caracUre  quadratique  de  a. 

Lucas  {Ed,),  —  Nouvelle  demonstration  de  la  loi  de  reciprocite. 

(•47)- 

Demonstration   reposant    sur    les  lois    arithmdtiques  de  la    G^oniiitrie  du 
tissage. 

Parmentier  (G^n^ral).   —  Sur  les  carr^s  magiques.   (147-148, 
88'-99*). 

Carres  magiques  impairs;  carr^s  magiques  avec  des  nombres  discontinus; 
carr^  magiques  logarithmiques. 

Lucas  (Ed,).  —  Sur  les  carr^s  magiques  et  leurs  applications  a 
FAritlim^tique.  (i48). 

Application  aux  formules  d'Euler  et  de  Lagrange.  Extension  de  Tindica- 
teur  9(/i). 

Schoute.  —  Sur  Tarrangement  des  joueurs  d'^checs  k  roccasion 
d'un  concours.  (148). 

Tableau  de  combinaisons  deux  k  deux  dCk  ^  M.  Deelman. 
CoUignon  (E,),  —  Probleme  de  Mecanique.  (148,  ioo*-i  1 1*). 

£tude  du  mouvement  que  prend  dans  un  liquide  un  corps  de  forme  splie- 
rique  qu'on  y  laisse  tombcr. 

Lemoine  (E,),  —  Mesure  de  la  simplicity  des  constructions.  (i48). 

Principes  et  applications  ^  quelques  exemples. 

Lemoine  {E,),  —  Sur  les  triangles  orthologiques  et  sur  divers 
sujets  de  la  G^ometrie  du  triangle.  (i48,  1 1  i*-i46*). 

£tude  tres  complete  des  divers  cas  qui  peuvent  se  presenter.  On  appelle  ortho- 
logiques deux  triangles  ABC,  A'B'G\  tels  que  les  perpendiculaires  de  A  sur 
B'C,  de  B  sur  C'A',  de  C  sur  A'B'  sont  concourantes ;  cette  propri^tti  est  r^i- 
proque. 

Longchamps  {G,  de),  —  Integration  de  T^quation  de  Brassinne 
au  mojen   des   fonctions    hyper-bernoulliennes.   (i49>    i4^*- 

l52*). 

Rappel  de  la  thtiorie  de  ces  fonctions,  imaginees  par  Tauteur;  application  k 
uneequati(»n  diflerenlielle  du  deuxieme  ordre. 
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Commines  de  Marsilly  (de).  —  Sur  un  paradoxe  de  G^om^tric 
analvtique.  (i49)* 

Sur  rintersectton  de  deux  droites  parall^es  i  riufini. 

Commines  de  Marsilly  (de).  —  Sur  une  exposition  de  la  G^o- 
in^trie  euclidienne.  (i49)* 

l>6veloppemeQt  des  id^es  conienues  dans  les  precedents  M^moires  de  I'auteur. 
(  Voir  plus  haul). 

Lucas  (Ed,).  —  Sur  le  criterium  de  Paoli.  (i49)« 

Nombre  des  solutions  positives  de  I'^quation  ind^terminde  ax  +  by  =■  e. 

Tarry  (G.).  —  G^om^trie  g^n^rale  :  la  ligne  droite.  (i5o,  iSa*- 
i85*). 

Generalisation  de  toutes  les  propositions  du  premier  livre  de  la  Geom^lrie 
ordinaire. 

lierdelli    (Ch.).    —   He    ]*incommensurabilit^   des    angles    des 
triangles  rectangles  en  nombres  entiers.  (i5o,  iSG^-igi*). 

Denicnstration  de  cette  proposition  qu'un  triangle  rectangle  en  nombres  en- 
tiors  a  ses  trois  angles  incommensurables  entre  eux. 

Por/ie.  —  Sur  rorlgine  des  forces  de  la  nature;  nouvelle  th^orie 
romplii<;ant  cellc  de  rallraclion.  (i5o-i5i). 

C.oiHideralions  sur  la  force  eiastiquc  de  IVllier. 

C(tsti/oft*^a{/).-A.).  —  Considerations  ^l^mentaires  sur  la  chaleur. 

(I '» I -I  ;")*,».). 

<lrili<|ue  du  coefncicnt  de  Clausius  el  de  la  loi  de  Carnol. 

Srhoiitr,  —  Quelques  probl^nies  sur  les  plans  osculaleurs.  (102, 

M)*i*-J!00*). 

h.quatinn    symbolique  du  plan  osculaleur  dc  rinlersection  de  deux  surfaces. 
I'.tude  (ie  divers  problcines. 

l*t'llet  (.-t,-h\).  —  Sur  une  clause  dVqualions  au\  d^riv^es  par- 
lirlles.  (ir)u-i53,  20^-20  j*). 

litle{;ration  d'un  systcme  d'equalions  simullanees. 

I^'llet     A.-E.).   —    l^avons   de   coiirbure    et    de    torsion    d^me 
1  niirhr  IrjH'or  sur  une  surfacr.  (1  .>5»-i  .')3,  200*-ucr^*). 
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Demonstration  directe  de  theordmes  connus. 

Lecornu  (L.),  —  Probl^mes  de  M^canique  infiniiesimale.  (i53, 
2o4*-2i3*). 

£tude,  au  voisinage  d'un  point,  des  propriet^s  m^caaiques  d'un  milieu  con- 
tiou,  soamis  ft  des  forces  dgalement  continues. 

Schoute.  —  Sur  iine  s^rie  doubleinent  infinie  de  triangles.  (i53). 
Triangles  podaires  des  points  du  plan  par  rapport  k  une  parabole  donnee. 

Tarry  {H,),  —  G^om^trie  de  situation  :  probl^me  des  n  reines 
sur  r^chiquier.  (i53). 

Solution  complete  pour  /i  =  ii;  etude  du  cas  n  =  la. 

Pellet.  —  Reclificalion  approximative  des  arcs  de  courbe.  (i54)» 

Construction  d'une  droite  qui  ne  difT^re  de  Tare  que  d'un  infiniment  petit  du 
cinquidme  ordre. 

Garrigou-Lagrange  (/^.).  —  Sur  le  choc  et  les  actions  au  con- 
tact. (i54). 

Analyse  de  Taction  des  forces  dans  le  choc. 

Barbarin,  —  Propri^t^s  de  T hyperbole  d^duitcs  de  la  Geom6lrie 
descriptive.  (i54)- 

Barbarin,  —  Sur  une  equation  Ju  second  ordre.  (i54)- 

Sauvage.    —   Sur   la   production   du    niouvement  recliligne    au 
moyen  de  tiges  articulees.  (toi), 

A    L. 


THE  MESSENGER  OF  MATHEMATICS,  wiilcri  by  J.-W.-L.  Glaisher.  Lon- 
don and  Cambridge,  Macmillan  and  C°  (»)• 

Tome  XVII;  iHS-'-iSHS. 

daisher  {J.~IV,'L,),  —  Sur  la  Iranslorniation  et  les  developpe- 
raenls  des  douze  I'onclions  elllptiques  et  des  quatre  fonctions 
z^ta.  (i- 18). 


(';  Voir  Bulletin ^  \II^,  p.  127. 
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Formules  qui  donncnt  les  transformations  des  foocUons  elliptlques  et  des 
fonctions  z^ta,  quand  on  change  q  en  —  q,  en  q*  ou  en  ^.  D^veloppements 
de  ces  fonctions  suivant  les  puissances  de  x. 

Tables  des  valeursque  prennent  les  fonctions  elliptiques,  quand  on  augmente 
Targument  de  K,  I'K',  K  +  iK'  et  des  valeurs  de  ces  fonctions  pour  certaines 
valeurs  particulidres  de  rargument. 

Cayley,  —  Syst^me  d'^quatioos  pour  Irois  cerclesqiii  se  coiipenl 
mutuellement  sous  des  angles  doun^s.  (i8-'jti). 

Construction  simple  d'un  triangle  d'arcs  de  cercle  dont  on  donne  les  sommets 
et  les  angles. 

Cayley,  —  Note  sur  les  coefficienls  de  Legendre  de  seconde 
esp^ce.  (2i-'j3). 

L'^quation  du  second  ordrc 

od  n  est  un  nombre  entier  positif,  admet  pour  intt^grale,  outre  le  polyn6me  de 
Legendre  P„,  une  seconde  solution 

Z^  6tant  un  polynAme  de  degre  n  —  i  qui  peut  6tre  d^fini  comme  la  partie  en> 
liere  de  -P^log(*    — )»  quand  on  y  remplace  le  Iogarilhme,par  son  di 

loppcment  suivant  les  puissances  de  -•  L'auieur  donne  le  Tableau  des  fonc- 
lions  P„  et  Z^  jusqu'a  n  =  lo. 

Larmor  («/.).  —  La  transformation  des  integrates  multiples  rela- 
tives a  une  surface  en  integrales  multiples  relatives  a  des  lignes. 

Application  de  la  formule  de  Slokes  h.  certaines  integrates  que  Ton  rencontre 
en  Physique  math(*inali(|uc. 

Jenkins  (^V.).  —  Sur  les  principales  Equations  de  la  Trigonom<5trie 
sph^rique.  (3o-34). 

L'auleur  propose  de  prendre  conimc  formules  fondamentaies 

sin  V         sinll        siiiC  sin(\.-+-K)  _  cosa -+- rosA 

sihrt        siii^         sine  sinC  i   r- cosc 

cl  monlre  comment  on  pent  en  dt^duire  les  aulres  formules. 
ftoo/sey  Johnson  (  Jl  .).  —  Sur  la  seconde  solution  de  IVquallon 


vc- 
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diflerenlielle  de  la  s^rie  hyperg^om^lrique,  et  sur  les  series  qui 
repr^sentent  K',  E',  . . .  dans  la  th^orie  des  ibnctions  ellipliques. 
(35-5o). 

On  sail  que  lorsque,  dans  T^quation  de  la  sdrie  hyperg^om^trique 

F(«,?,r,:r), 

y  est  ^gal  i  un  nombre  entier  positif,  on  n'a  plus  immddiatement  qu'une  in- 
tdgrale  dans  le  domaine  du  point  x  =  o.  L'auteur  montre  comment  on  pent  en 
trouver  une  seconde  par  un  passage  ji  la  limite.  II  applique  sa  m^tliode  aux 
^nations  qui  se  prdsentent  dans  la  th^orie  des  fonctions  elliptiques  et  aussi  i 
r^uation  de  Bessel,  qui  pcut  se  d^duire  comme  cas  limite  de  I'dquation 
dtudi^e  par  Gauss. 

Morley  {F.).  —  Sur  les  cubiques  planes  qui  pr^senlent  des 
points  d'inflexion  aux  points  de  rencontre  avee  les  as}'mp totes. 
(51-5;). 

Lorsque  la  cubique  a  un  point  double,  on  obtient  des  relations  g^om^triques 
tr^  simples.  Pour  la  cubique  gdn^rale,  Tenveloppe  de  la  droite  qui  joint  les 
points  d'inflexion  quand  on  se  donne  les  trois  asymptotes  est  une  courbe  du 
qaatridme  degr^  tangente  aux  trois  asymptotes. 

Roberts  (Samuel).  —  Note  sur  certains  th^oremes  relatifs  au 
cercle  polaire  d'un  triangle  et  sur  le  th^or^nie  de  Feuerbach 
relatif  au  cercle  des  neuf  points.  (S^-Go). 

Demonstration  directe  de  deux  th6oremes  sur  les  triangles  inscrits  ou  cir- 
conscrits  k  une  conique  et  conjugues  par  rapport  k  une  autre  conique,  dans  le 
cas  particulier  oil  ces  deux  coniques  sont  des  cercles. 

Cayley.  —  Sur  le  syst^me  de  trois  cercles  qui  ont  leurs  centres 
en  ligne  droite  et  qui  se  coupent  sous  des  angles  donnas.  (60- 

69)- 

Retour  sur  Ic  problcmc  irail^  k  la  page  18.  M.  Cay  ley  traite  directement  le 
cas  oil  les  centres  sont  en  ligne  droite^qui  ufTre  un  interdt  particulier,  k  cause 
de  ses  rapports  avec  la  thcorie  des  gruupes  fuclisiens. 

Dawson  (If.-G.).  —  Note  sur  nn  tlieoreme  d'Algebre  sup^rieure. 
(69-72)- 

II  s'agit  d'un  thdort^me  sur  Tt^quivalence  de  certains  operateurs  dans  la 
thcorie  des  formes  binaires. 

Cay  ley,  —  Sur  les  s\stcnies  de  rajons.  (jS-'H). 

Remarques  sur  les  dilTerenlcs  famous  de  dt^finir  un  syst^me  de  rayons  dt^pcn- 
dant  de  deux  parani(*lres. 
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Buchheim  {Arlhur),  —  Sur  iin  ih^oreine  de  Klein  relatif  aux 
malrices  symetriques.  (79). 

Soient  a  tl  b  deux  matrices  rdelles  sym^lriques;  si  la  forme  quadratique  qui 
correspond  a  la  matrice  b,  ddcompos^e  en  carr^s,  a  q  carr^sd'un  signe  et  g-hr 
carrds  de  Taulre  signe,  I'^qualiou  1  a  —  xb  |  =  o  a  au  moins  r  racines  r^elles. 

Brill  (J.),  —  Nouvelle  m^lhode  de  representation  graphique  des 
quantites  complexes.  (80-93). 

L'idde  essentielle  de  eel  article  consiste  dans  la  representation  de  la  quantite 
complexe  u-+-iV  par  la  droite  qui  a  pour  Equation  ux -^  vy  — 1  =  0.  On  ob- 
tient  ainsi  quelques  demonstrations  intdressantes. 

Cayley,  —  Note  sur  les  deux  relations  enlre  les  distances  mu- 
tuelles  de  quatre  points  sur  un  cercle.  (94-95). 

Soient  c,  6,  h^  gy  a,  •«/  les  quatre  cOt^s  du  quadrilatdre  et  les  deux  diago- 
nales.  On  a  entre  ces  six  quantites  les  deux  relations 

^  =  a/  -^  bg  -h  ch  =  Oy       V  =  abc  4-  agh  -+-  bh/-h  c/g  =  o. 

Si  Ton  regarde  a,  6,  Cy  hyg^f  comme  les  distances  mutuelles  de  quatre 
points  d'un  plan,  la  relation  entre  ces  six  distances  pent  s'^crire 

(2  =  A[(a'4-/')(— a/-h  6^ -h  cA) -h. ..]  —  V«=o, 
les   termes   non   Merits   s'obtenant   par   permutation    circulaire   sur   {aybfC)^ 

Cayley.  —  Note  sur  le  rapport  anharmonique.  (95-96). 

Moyen  simple  d'efTeciuer  le  produil 

(x-6)(x-i)(x  +  .  +  e)(.+  ^)(.+  -A_)(x+'--tJ'). 

qui  se  prc^sentc  dans  la  theorie  du  rapport  anharmonique. 

Tucker  (B,),  —  Les  orlhocentres  d'un  triangle  et  la  cubique  qui 
passe  par  ces  points.  (97-103). 

Morrice  {G,'G.).  —  Note  sur  la  multiplication  des  nonions.  (io4- 

io5). 

Chree  [Charles),  —  Les  tourbillons  dans  un  fluide  compressible. 

(io5-i 18). 

Allan    Cunningham,    —    Abaissement   des  equations    diff^ren- 
tielles.  (1  i8-i/|j). 
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On  sail  que  I'ordre  d'une  Equation  difTt^rentielle  peut  6tre  abaiss6  lorsqu'elle 
ne  coniieot  pas  Tune  des  variables  ou  qu'elle  possede  certaines  bomogen^it^s. 

S'il  arrive  qu'elle  prdsente  ft  la  fois  plusieurs  de  ces  caract^res,  Tordre  peut 
^tre  abaiss^  de  plusieurs  unil^.  L'auteur  discute  tous  les  cas  possibles,  et  ter> 
mine  par  Fapplication  ft  T^qualion  difTdrentielle  des  coniques. 

Rogers  (L.-J.).  —  Extension  d'une  cerlaine  formule  d'in^galit^. 
(i45-i5i). 

Le  point  de  depart  de  Tauteur  est  la  formule  suivante  : 

qui  se  d^montre  d'une  fa9on  61^menlaire  et  qui  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs 
positives  des  lettres  qui  y  figurent. 

Par  des  transformations  simples,  on  en  ddduit  une  foule  d'autres  formules, 
par  ezemple  la  suivante  : 

*«'*?*"''>«?*"',  oil        *.=  a(H-a{4- hai,        m>r>i. 

On  peut  aussi  obtenir  des  in^galit^s  oil  enlrent  des  inl^grales  definies.  Par 
exemple,  si  dans  la  dernidre  relation  on  suppose  que  a^,  a^  ...,  a,  soient  les 
▼alcurs  successives/(j7,), /(ar,-i- A),  .. ., /(j?^h- wA),  oii  a:, -h /lA  =  a?,,  d'une 
fonction  continue  /{x)j  en  faisant  croltre  le  nombre  n  ind^finiment,  on  par- 
vient  ft  rin^galitd 

( f;y'^  dx  )'■-'  ( Sy  dx  )"•-'"  >  ( />"•  dx  )■•  *. 

Mathews »  —  La  G^om^trie  sur  une  qiiadrique.  (i5i-i52). 

L'auteur  indique  le  parti  que  Ton  peut  tirer,  pour  I'^tude  de  la  Gdom^trie 
sur  one  quadrique,  de  la  projection  faite  d'un  ombilic  comme  point  de  vue  sur 
on  plan  parall^le  au  plan  tangent  en  cet  ombilic.  Les  sections  planes  de  la 
surface  se  projettent  suivant  des  cercles. 

Glaisher  {J.-W.-L,).  —  Expression  de  B(x)  par  une  integrate 
d^fini^.  (i52-i53). 

L'int^grale  d^finie  pr^sente  une  certaine  analogic  avec  les  integrates  de 
Fresnel. 

Forsyth  (A.-B,).   —    Invariants   homographiques    et   quotients 
difli^rentiels.  (i54-'92). 

Les  invariants  consid^r^s  dans  ce  travail  ^ont  moins  g^n^raux  que  ceux 
d'Halphen;  ils  ne  concernent  que  les  transformations  homographiques  de  la 

forme 

ax-hb  ^y-^f 

*       cx-^d  "^  *      gy-^h, 

M.  Forsyth  ^tudie  successivement  le  cas  oil  i'on  ne  change  pas  Xy  celui  oii 
Ton  ne  change  pas  ^',  et  le  cas  general. 
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Tome  XVIII;  1888-1890. 

Glaisher  {J.-W.-L.).  —  Sur  les  series   qui  repr^sentent  les 
douze  fonclions  ellipliques  el  les  quatre  fonclions  z^ta.  (i-83). 

La  notalion  zsx,  ....  La  notation  d,  d',  8,  8'.  Les  symboles  9,  ^,  ^^  .... 
Syst^me  de  seize  series  alg^briques  et  leurs  valeurs  d^velopp^s.  Sdries  prooe- 
dant  suivant  les  puissances  ascendantes  de  q  pour  les  seize  fonctioas  ellipUqaes 

et  les  fonctions  z^ta.  Series  de  la  forme  7  <l>(ar-+-/ia).  Les  ^  series.  S^ies 


—  ao 


pour  les  fonctions  elliptiques  et  les  fonctions  z^ta,  ordonn^es  suivant  les  puis- 
sances de  Xy  les  coefficients  ^tant  exprim^s  en  fonction  de  h.  Les  cinq  coefG- 
cients  9,,  +„  x»,  A,  F„.  Valeurs  de  «?•(«»*)>  +..(«,*)>•••,  Po«r 

/I  =  1,2,  3,  4,  5. 

Valeurs  des  coefficients  pour  les  argunnents  o  et  i.  Expressions  approchto 
pour  les  fonctions  elliptiques  et  les  fonctions  z^ta  suivant  les  puissances  de  q 
et  de  k,  Identit^s  trigonomdtriques  d^duites  des  r^sultats  obtenus.  Series  pro- 
c^dant  suivant  les  puissances  de  q  et  de  e**.  Series  proc^dant  suivant  les  puis- 

-+-•0  -+-«0 

sances  de^'  et  de  e*.  Series  de  la  forme  7    V r-«  Series  de  la  forme 


••0  -Hoo 


y  N  :-  •  Systemes  d'identit^s.  D^veloppements  suivant  les  puis- 


—  00  —  ao 


sances  de  q  etde  J7.  Les  fonctions  9|(/0)C((^))  ••••  Les  fonctions  Ef(/i)  et  Ef(ii). 
Uemarques  sur  les  d^veloppements  proc^dant  suivant  les  puissances  de  g  et 

OD 

Aqx,  Valeurs  des  seize  series  doubles.  Valeurs  de  7  ^ai-iC^O^"*?  ••••  —  Tableau 
des  r^suitats.  Resullats  obtenus  en  difTerentiant  par  rapport  k  \l,  Cas  special 
ou  le  module  est  egal  k  -— :•  Sommes  des  inverses  des  puissances  des  nombres 

complexes.  Analogie  avec  les  sommes  des  inverses  des  puissances  des  nombres 
ordinaires.  Formules  donnant  les  puissances  de  u)  en  series  proc^dant  suivant 
les  puissances  de  e-'^.  Identites  d^duites  des  formules  prt^c^dentes.  Series  pour 
les  nombres  de  Bernoulli  et  d'Euler. 

Burnside  {^V.).  —  Note  surle  polenlield^un  cvlindre  elliptique. 

(85-88). 

On  oblient  ordinairement  le  potentiel  d'un  cylindre  elliptique  comme  cas 
liinitc  du  potentiel  d'un  ellipsoYde. 

L'auteur  montre  comment  on  peut  I'obtcnir  directement  par  un  calcul  assez 
simple,  oil  run  rencontre  I'intt^grale 

,271 


/  lug(l  —  JJTCOSf  -f-  J7')  rf5. 
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Johnston  (J.-P.).  —  Les  lignes  de  courbure  d'une  surface  pa- 
rallele  a  une  quadrique.  (88-89). 

Ces  lignes  sont  situdes  sur  des  quadriques  ayant  les  m^mes  plans  de  sym^trie 
qae  la  premiere. 

^ayley,  —  Note  sur  I'^quation  difii^renlieile  -     '      -h-r      —  =0. 

v/i— a?*     y* — y^ 

(90)- 

WVace  (F.'C),  —  Note  sur  les  in^galil^s.  (90-94). 

Demonstrations  simples  de  quelques  inegalit^s  bien  connues,  telles  que 


•■^•» 


Joyd  Tanner  (I/.-W,).  —  Une  representation  graphique  des 
th^or^mes  de  Sturm  et  Fourier.  (93-99). 

ayley.  —  Note  sur  la  relation  entre  les  distances  de  cinq  points 
dansl'espace.  (100-102). 

L'auteur  identifie  la  relation  qu'il  a  donn^e,  en  i8/|i,  dans  le  Cambridge 
Mathematical  Journal,  t.  II,  p.  367-371,  avec  la  relation  obtenue  par  Lagrange 
{CEuvres,  t.  Ill,  p.  677). 

uchheim  {jlrthur),  —  Note  sur  les  matrices  en  involution. 
(102-104). 

ayley.  —  Sur  le  th^or^nie  d'Hermite  relatif  au  produit  de  fonc- 
tions  H.  (104-107). 

II  s'agit  de  Texprcssion  donni^e  par  M.  Hermite,  dans  les  Notes  de  la  sixieme 
^ition  du  Calcul  differentiel  et  integral  de  Lacroix,  pour  le  produit 

II(j:  —  a, ).  ..II  f  x  —  a_) 

'~^Y ^'  o"         a.  +  ,^  +  ...+  a^=o. 

olmes  (/f.).  —  Sur  les  (Equations  du  niouvement  d*une  onde 
sonore  dans  un  fluide  compressible  qui  est  rendu  het^rog^ne 
par  une  force  accel^ratrice  constante  dans  une  direction  donnde. 
(io8.ii3). 

vester  {J,-J.).  —  Note  sur  cerlaines  Equations  aux  difl*^- 
rences  qui  ne  poss<^dent  qu'une  integrale.  (i  i3-i22). 

ilan  Cunningham*  —  Abaissement  des  liquations  difleren- 
tielles.  (122-127). 
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Addition  an  M<^moire  publie  sous  le  m^me  litre  dans  le  Tolume  precedent. 
L*aiiteur  indique  trois  noiivellcs  methodes  pour  iol^grer  Tequation  difT^rrn- 
tielle  des  coniques. 

Cayley.  —  Une  correspondance  enire  des  carl^siennes  homofo- 
cales  el  les  g(fn6ralrlces  reclilignes  d'un  hjperboloide.  (ia8- 
i3o). 

Soient  p,  a,  t  les  distances  d^in  point  quelcnnque  d  trois  points  rn  Vi^nr. 
droite  A,  B,  G.  La  relation  entre  res  trois  distances  repr^sente  un  hyprrbolofde 
&  une  nappe,  si  l*on  y  rngarde  p,  a,  t  comme  dos  coordonn^es  rrctilignes.  Lrs 
gf^neratrices  de  cet  hyperboloVde  coiTespondent  aux  cart^siennes  ayanl  pour 
foyers  les  trois  points  A,  R,  0. 

Mc  Au/ay  {'Alex,),  —  Demonstration  des  propri^les  fondaineii- 
tales  des  qtialernions.  (i3o-i3()). 

Forsyth  {A,'R.),  —  Nole  siir  Tinlegration  d'line  Equation  difle- 
rentielle  hoinog^ne.  (i3()-i39). 

Etant  donn^e  Tc^qualion  homogene 

dy  dx  , 

oil  U  et  V  sont  deux  polyndnies  homog^nes  d'ordre  /i,  en  j;,  y^  soit  0  uae  ra- 
cine  de  T^quation 

(a)  V(e,  i)-=9U(e,  1); 

on  deduil  dc  rc(|uation  (i)  l»  nouvclic  equation 

(3)  ^/^(v-Oj)--:  (V  -ex)\v(v,x,e), 

>V  ctanl  un  polynAnic  homogene  d'ordre  «  —  i,  dont  les  coefficients  dependent 
do  9.  Si  9,,  9^,  ..  ,9^^,  >ont  Ic*  n  h-  i  racines,  suppos^cs  distinctes  de  Tequa- 
lion  (3),  on  forme  uin^i  n  -r- 1  cquutions  unalogues  4  IVquation  (3)  dont  un 
deduil  une  combinaisuu  iiilc^rublc 

ft  »  1 
V»        d 

/*!•  ••••  Pn^\  ^^'^^^  ^^^'^  constante*  idles  que  Tun  ail  idcntiquemcnt 

La  di<eu**ion  des  equalit»n*  qui  determinenl  les  />,  ofTre  une  application  iiite- 
ir*«»«»nle  de  la  metluuie  d'elimiuiition  de  Be/out. 

Mc  Au'fiy  i^Altw.).    —  Ka  Ifansfonnalion  des  iiilegrales  itiiilliples 
de  surfaces  eil  iiilejjrales  ituilliplo  de  lii:iies.  (i3f)-i  ^!^). 
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liemarques  sur  un  articli*  dc  M.  Lariiior  sur  le  mi^ine  sujet,  paru  dans  le  vo- 
lume pr^c^dent.  Discussion  de  la  g<^n<^ralile  des  conclusions  de  M.  Larmor. 

Dawson  (IL-G.)-  —  Un  theor6ine  d'Algebre  (i45-i  ^8). 

Soient  a,,  a,,  ..,  «.  Ics  n  racinos  d'une  forme  binaire  d'ordre  /i,  U, 
A  =  />-p  -^  q  -r-  un  op^ralcur  quelconque.  On  a,  d'une  manierc  gdn^rale^ 

Cay  ley.  —  Formiilcs  relatives  u  iine  oclade  de  points,  (i  49-1 5'^). 

Si  deux  Utraedres  sont  conjugu^s  par  rapport  ^  une  m^me  quadriquc,  les 
httit  sommets  formeot  une  octade,  c'est-^-dire  que  toutc  quadriquc  qui  passe 
par  7  de  ces  points  passe  par  le  liuiticme. 

Rogers  (L.-J,).  —  Note  sur  les  annihilateiirs  conjiigu^s  des  ex- 
pressions diir^renlielles  homog^enes  et  isobariques.  (i53-i58). 

Brill  {J.^.  —  Sur  un  certain  lh<^oreme  de  minimum.  (i58-i()-). 

Discussion  d'un  thdoreme  de  Clebsrh  sur  le  minimum  d'une  certaine  inte- 
grate double,  qui  se  pr6sente  en  llydrodynamique. 

Kleiber  [Joseph).  —  Sur  quelques  equations  differentielles  au\- 
quelles  satisfont  les  quanlit<^s  R,  F2,  ...  de  la  th^orie  des  (one- 
lions  elliptiques.  (167-184). 

Equations  difT^rentielles  oil  Ton  prend  pour  variable  independante  Tangle  mo- 
dulaire  6,  defini  par  la  relation  A-  =  sinO.  Tableau  de  formules  contenant  Ics 
quantities  K,  E,  et  les  quantitcs  analogues,  ainsi  que  Icurs  rapporls. 

Calliphronas  {G.-C).  —  Sur  le  mouvement  d'un  li(|uide  dans 
un  secteur  sph^rique  anime  d\in  mouvenient  de  rotation.  (i85- 

Day  {llenry-George).  —  Note  sur  le  tlieorenie  de  Ta\l()r.  (i()i- 
'92). 

IVilkinson  (M.-M.-C.).  —  (^uel(|ues  formulas  sur  les  fonctions 
elliptiques.  (i9'>.). 

TomoXIX;    iSScj-iHc^o. 

Sylvester  (J.-J,).  —  Demonstration  nouvelle  de  la  possibilit(^  de 
ramener  une  forme  quadratique  a  la  forme  canonique  (c'est- 
BuU.  des  Sciences  mathcm.,  2'  serie,  t.  Will.  (Mars  iHg'j.)  K.O 
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a-dire  k  line  fonction  lin^aire  de  carr^s)  par  une  substitution 
r^elle  orlhogonale.  (i-5). 

La  m^thode  proposc^e  par  Tillustre  g^omdtre  esl  ind^pendante  de  la  th^orie 
dc  r^quation  en  Sj  et  ofTre  une  application  int^ressaote  des  substitutions  iofini- 
t^si  males. 

Par  exemple,  si  Ton  efTcctue  une  substitution  orthogonale  infinit^simale 

6.r  =  ly,        Zy  =  —  f  j?, 

dans  la  forme  ax'-h  ihxy  4-  by'f  on  a 

6/t  =  (a  — ft)£ 
ou 

o(A»)  =2{a  —  b)ht 

Si  Ton  imagine  qu'on  cffcctue  succcssivcment  une  infinitude  parci  lies  trans- 
formations, on  peut  choisir  le  signe  de  e  de  fa9on  que  6(A')  soit  toujours  o<^- 
gatif.  On  finira  done  par  arrivcr  &  une  forme  pour  laquellc  A  =  o,  4  moins  de 
rencontrer  une  forme  ou  b  =  a,  Dans  Tun  et  I'autre  cas,  le  th^or^me  est 
imm^diat. 

La  proposition  s'elablit  pour  n  =  3»4  par  des  considerations  analogues,  et 
la  m^lhode  s'dtend  d'aillcurs  au  cas  g^n^ral. 

Elliott  {E,'B.).  —  Note  sur  T^quation  difTerenlielledesconiques. 
(5-7)- 

.11  -II 

L'auteur  remarque  que  y'  '^  1  y"  '  sont  deux  multiplicateurs  pour  T^ua- 
tion  diiT^rentielle  des  coniques.  Chacun  d'eux  conduit  d  Tintdgrale  g^n^rale 
par  une  suite  d'intdgrations  qui  n'olTrent  aucune  difficult^. 

Elliott  (E.-B.).  —    Sur  les  expressions   differentielles  qui   ne 
cliangent  pas  de  forme  aprcs  la  transformalion  x  =  —.j  y  =  ^  - 

(7-'4). 

1 

Si  I'on  pose  x  =  C*,  y  ---  ve^  ,  la  transformalion  consideree  devicnt  u  — — u\ 
V  =  v'.  Celtc  remarque  pcniict  dc  parvenir  .siinplenicnl  aux  expressions  gene- 
ra les  dcmandccs. 

Leu(les(lor/{C.).  —  Sur  les  rcciproqucs  dc  quelques  ihtforemes 
de  (jeometrie  elenienlaire.  (i^-iH). 

II  s'agit  des  iheoreinrs  de  M.  Casey,  extensions  du  llieorcme  jle  Ploleni^e, 
clahlissant  une  relation  cntre  les  lun^'iieurs  des  langcnles  communes  k  quatre 
lerrics  tangents  ^  uii  cinquiciiie.  I/aulcur  monlre  que  la  relation  obtenue  ev- 
priine  la  condition  nccessaire  et  suflisanlc  pour  (|ue  <|uatre  cercles  soient  tan- 
^'ciiLs  a  un  cinquirnic. 

Stuart  (G.-ff.).  —  Sur  la  formulc  de  Sllrlin«;  el  quelques  autres 
I'orinules  d'interpolalion    (u)-'H)). 
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|l4*vTBarques  sur  un  article  de  M.  Lannor  sur  Ic  m^me  sujct,  paru  dans  Ic  vo- 
lurije     pr^c^dent.  Discussion  de  la  gdndralite  dcs  conclusions  de  M.  Larnior. 

Z^ciir%*^on  {/L-G,).  —  Un  theor^me  d'Algebre  (i 45- 1^8). 


Soi^sit  a,,   Sj,    ...,    «„   Ics   n  racincs   d'unc   forme   binairc   d'ordre   /i,    U, 
jjk  ■=  ^o    -r — hqr-r—  un  op6raleur  quelconque.  On  a,  d'une  manicre  g(^ueraie, 

CayS^r^^,  —  Formules  relatives  a  quo  oclade  de  points.  (i49-i5^i). 

Si  d«ux  t^traedres  sonl  conjugu^s  par  rapport  ^  une  m^me  quadrique,  les 
iiuit.  ^€:^ininets  formeot  une  octadc,  r'est-A-dire  que  toulc  quadrique  qui  passe 
par    <7    d«  ces  points  passe  par  le  huitieinc. 

Jio^^^^,gs  [L.-J.).  —  Note  sur  les  annihilaleurs  conjiigu^s  dcs  ex- 
^^ions  diir6renlielles  homogenes  et  isobariqiies.  (i53-i58). 


'^^  (  ^.).  — .  Siir  un  certain  thdorcme  de  minimum.  (i58-i()7). 


"**<^»JSsion  d'un  Ih^oreinc  de  Clebsrh  sur  le  minimum  d'une  certaine  int<5- 
l^ral^     <i  ^uble,  qui  se  pr^senle  en  Hydrodynamique. 

^  ^^'  ^^^ ^^  {Joseph),  —  Sur  quelques  t-quations  diflTerenliclles  aux- 
^^^^'  J  cs  satisfont  les  quantit-^s  K,  K,  ...  de  la  th^orie  dcs  fonc- 
iions    elliptiques.  (167-184). 

^  •^  ^  tions  dilTerentiellcs  oil  Ton  prend  pour  variable  indcpcndantc  Tangle  mo- 
^■*~^    8,  d^fini   par  la  relation  A  ==sin6.  Tableau  de  formules  conteuant  I03 
^    **^^it.^s  K,  E,  et  Ics  quantites  analogues,  ainsi  que  Icurs  rapports. 

0'^^'^/:>^ironas  (G.-C).  —  Sur  Ic  mouvcmcnl  d'un   liquidc  dans 
'^    s^cteur  sph^riquc  animc  d'un  mouvcmcnl  dc  rotation.  (i85- 

^   -^   (. ^^enry-Geoffi^e).  —  Note  sur  Ic  llieorcmc  de  Ta\lor.  (191- 

'     '^^^^^0/1  {M.'M,'C/,),  —  (Quelques  (ormulcs  sur  Ics  Tonctions 
■■ptiques.  (19?^). 

Tome  XIX;   1889-18110. 

^'^  ^^^ier  {J,'J.).  —  Dcmonstratiou  nouvcllc  dc  la  possibilit(^  dc 
'^^encr  une  forme  quadratiquc  a  la  forme  cani)nique  (c'est- 
**"-  des  Sciences  nuUhem.,  2'  scrie,  l.  Will.  (Mars  iSij'i.)  U.O 
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Brill  (y.).  —  Solution  d'nn  cas  special  du  probl^me  de  la  corr^- 
lalion  entre  deux  figures  planes.  (57-62). 

Cas  particulier  du  probleme  de  Christoficl.  II  s'agit  d'appliquer  conform^ment 
la  portion  du  plan  extc^rieure  k  un  polygone  convexe  sur  une  portion  de  plan 
limitde  par  un  segment  de  I'axe  des  x  et  deux  paralleles  ind^finies  a  Taxe  des  y, 

Sylvester,  —  Sur  un  th^or^me  d'Arilhmelique  relatifaux  fraclions 
continues  p(^riodiques.  (63-67). 

Isuruta  KenjL  —  Sur  une  extension  d'un  probleme  de  Pappus. 

(67-68). 

L'enonc^  du  probleme  est  le  suivant  :  ^tant  donn^es  deux  lignes  droitcs  et 
un  point,  mcner  par  ce  point  une  ligne  droite  de  longueur  donnde  s*appuyant 
sur  les  deux  droitcs  donnc^es.  La  solution  est  obtenue  par  rintersectioo  d'une 
ellipse  et  d'une  hyperbole. 

Mickell  {J,-H.),  —  Les  pelites  deformations  des  courbes  et  des 
surfaces,  avec  application  aux  vibrations  d^une  h^lice  el  d'un 
anneau  circulaire.  (68-82). 

Michell  (•/.-//.).  —  Sur  Tapplication  de  la  m^thode  de  Neumann 
pour  trouver  le  mouvement  d^un  solide  de  revolution  dans  un 
liquide,  et  autres  problemes  semblables.  (83-86). 

Michell  {J,'IL).  —  Vibrations  d'un  fil  ^tendu  sur  une  surface. 

(87.88). 

Fiske  ( Tlionias-S.).  —  Note  sur  TAlgebre  superieure  modernc. 

Toule  fonction  enlierc  el  rationneile  de  /i*  arguments,  qui  possedc  la  m^mc 
loi  do  muiliplication  qu'un  dctcrniinanl,  est  uiie  puissance  d'un  determinant. 
On  en  conclut  qu'un  concomitant  d'un  systeme  de  formes  est  nccessairement 
liiultiplie  par  une  puissance  du  module  de  la  transformation  quand  on  efTectue 
sur  les  variables  une  substitution  lineaire. 

Baker  {II,- F.).  —  Les  series  de  Gordan.  (91-96). 
Burnside  ( If  .).  —  Notes  de  Matliematiques.  (96-98). 

L'une  de  ces  Notes  est  relative  i  une  interpretation  geomdtrique  de  la  con- 
dition (rinte^'ral)ilit(5  de  I'cxpression  I  dx  -4-  nidv  -h  n  dz.  L'autre  concernc  la 
propagation  de  Tcner^ie  dans  un  champ  electro-magnetique. 

Burnside  (  \\  .),  —  Les  lignes  de  longueur  nulle  dune  surface 
prises  pour  coordonneos  curviligncs.  (99-10^). 
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Formulcs  bien  connues  de  la  tb^oric  des  surfaces. 

Burnside  (  W.),  —  Sur  la  composition  de  deux  deplaceraents  finis 
d'un  corps  soHde.  (io4-io8). 

Construction  g^om^trique  simple  du  d^placement  b^icoYdal  resultant  de 
deux  mouvements  b^IicoYdaux  connus.  Remarques  sur  ie  d<^placemcnt  d'un 
corps  solide  dans  un  espace  non  euclidien. 

Dawson  (H.-G,).  —  Note  sur  Tintersection  d'une  ligne  droite 
avec  une  courbe  de  degr6  impair.  (108-1 13). 

Soient  (x,,  y,, -5, ),  (a:,,^,,  5,),  (J?„  y,,  «,)  les  coordonn6es  de  trois  points 
en  ligne  droite  sur  la  cubiqiie  x^-h  y*-h  z*'h6mxyz  =  o.  On  a  entre  ces  coor- 
donn^es  deux  relations  ind^pendantcs  de  m, 

^.  ^.  ^, -+- r ,  r,  r , -+- 5. -.  ^,  =  0. 
^.(r.-,-+-r,5.)^-r,(-,^,-^--,^,)-+-^,(^.>',-^^,r•)  =  o• 

L'auteur  donne  un  ^noncc  gdom^trique  qui  permet  Textension  immediate, 
par  des  formules  symboliques,  ^  une  courbe  quelconquc  de  degr^  impair. 

Cayley,  —  Sur  les  focales  d'une  quadriquc.  (113-117). 

Determination  des  focales  d'une  quadrique  comme  lignes  doubles  de  la  d^- 
Teloppable  circonscritc,  &  la  quadrique  ct  au  cercle  de  Tinfini.  Les  calculssont 
pouss^s  jusqu*au  bout. 

Lloyd  Tanner  (H.'W.),  —  Solution  du  probl^me 

(a,  b,  . . .,  c)  =  (aPj  bP,  . ..,  cP). 
(118-128). 

Dans  Ic  tome  XV  du  Messenger,  M.  Cayley  s'^tait  proposed  de  trouver  quatre 
quantites  identiques  ^  leurs  carres  pris  dans  un  certain  ordre.  L'auteur  de  cct 
article,  g^ndralisant  ie  problt^mc  se  propose  de  determiner  n  quantitds  a,  b, 
c,  ...,  /,  identiques  k  leurs  puissances /?'*"••  prises  dans  un  certain  ordre.  La 
discussion  n'estau  fond  qu'une  application  immediate  de  la  thdorie  des  racines 
primitives  de  Tdquation  bin6mc  x^  —  i. 

Karl  Pearson,  —  Note  sur  Ie  th^ar^me  des  trois  moments  de 
Clapeyron. (129-185). 

Cayley.  —  Sur  les  carres  latins.  (iSS-iS^). 

Euler  appellc  ainsi  des  carres  de  n}  cases,  chaquc  case  rcnfermant  une  des 
n  lettres  a^  b^c,  . . .,  /  de  telle  facon  que  la  m^me  lettre  ne  figure  pas  deux  fois 
dans  une  mdme  ligne  ni  dans  une  mdme  colonne.  M.  Cayley  montre  comment 
on  peut  former  ces  carrds,  et  trouver  leur  nombrc. 
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Glaisher  (/.-(F.-L.).  —  Note  sur  des  series  donl  les  coe(TicieDl« 
conticnnent  des  puissances  des  nombres  de  Bernoulli.  (i3B' 
i46). 

Glaisher  (J, -jy.'-L,).  —  D^veloppements  de  K,  I,  E,  G  suivacP 
les  puissances  de  k''^ —  A*^.  (i46-i5o»). 

Brilt{J,)*  —  Solution  d'un  cas  special  du  probl^me  de  la  corr^ — " 
lalion  entre  deux  figures  planes  (second  M^moire).  (i 5 i-i55)-^^ 

Dans  ce  nouvel  article,  I'auteur  se  propose  d'appliquer  conform^meiit  sur 
un  rectangle  la  portion  de  plan  comprise  entre  deux  polygones  convexes 
rcctilignes.  La  formule  qu'il  obtient  depend  des  fonctions  H  elliptiques. 

Childe  {G.'F,),  —  Sur  une  relation  directc  entre  les  integrates 
definies  elliptiques  dc  premiere  et  de  secondc  espece.  (i55- 
iG4). 

Des  formules  connues 

F=  I      -—    ^^  ,         E=:  /  V»  — c'sin'orf?, 

on  dediiit,  par  un  calcul  facile,  en  posant  F  =  (i-hm)E, 

dm  e* 

e  —. /w»  = 


cle  I  -  e* 

L'aulcur  nionlrc  comment  on  pent  int^grer  cette  «'"quation  par  approxima- 
tions successives. 

C     K     I 
Glaisher  (J.-W.-L,).  —  Sur  les  devcloppemenls  dc  —  >  t7>  p»  •••• 

suivant  les  puissances  de  k^,  (164-1 74)' 
Cayley.  —  Note  sur  les  lignes  reciproques.  (174-175). 

L'autcur  appelle  ainsi  les  lignes  droilcs  que  nous  appclons  conjugu<§es  par 
rapport  k  une  quadriqne.  Si  Ton  prcnd  un  point  sur  chacune  de  ces  droiles,  la 
droite  qui  les  joint  rencontre  la  quadrique  en  deux  points  qui  sont  conjugues 
harmoniques  par  rapport  auxdcux  premiers.  L*articlc  contient  une  demonstra- 
tion gcomelrique  tres  clc^ganle  dc  ce  tlnioreme,  en  supposant  que  la  quadrique 
est  une  surface  ^  gt^ncratrices  reelles. 

Franklin  {F,).  —  Dc^monstralion  du  lli(5on*me  dc  reci|)rocile  pour 
les  residus  quadratiques.  (i7^>-J77)- 

La  (lomori'iiration  proposec  parall  roellcment  Ires  <imple. 
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Mannheim  {A.).  —  Note  de  G^oin^lrie  a  propos  d'lin  ih^or^me 
de  M.  Stewart.  (178-180). 

L'auteur  monlrc  qu'un  th^oreme  dc  M.  Stewart  peut  se  d^duire  au  moyen 
d*UDe  transformation  par  polaires  rdciproques,  d*un  th^or^me  bien  connu  qui 
doane  I'expression  du  rapport  des  diagonales  d'un  quadrilatdre  convexe  inscrit 
dans  une  circonf^rence. 

Michell  {J.'H,),  —  Sur  la  stability   d'un  fil  courb^  et  tordu. 
(181-184). 

Cayley.  —  Sur  T^quation  a:*' —  i  =  o.  (184-188). 

Valeurs  approch^es  des  p^riodes. 

Motoda  (T.).  —  Demonstration,  au  moyen  des  quaternions,  de 
ih^or^mes  relalifs  aux  lignes  asymptotiques.  (188-189). 

Hugh  W.  Segai\  —  Quelques  in^galites.  (189-192). 

Si  a  >  6  >  c,  on  a 
si  m  >  /I.  ct  des  in^galites  analogues. 


»e4 


The  quarterly  JOURNAL  op  pure  and  applied  Mathematics,  odiled  by 
N.-M.  Ferrers.  A.  Cayley,  J.-W.-L.  Glaisher,  A.-R.  Forsyth  (»). 

Tome  XXIII;  1889. 

Cockle  (sir  James),  —  Sur  les  solutions  synlhetiques  et  les  chan- 
gemcnts  de  forme.  (1-7). 

II  s*agit  des  Equations  lindaires  que  Ton  peut  ^crire  sous  forme  symboliquc 

__   t      d     I     d  d     I    du 

ct  des  diflfdrentcs  formes  que  Ton  peut  donner  k  une  m6me  (Equation.  L'auteur 
renvoie  ^  chaquc  instants  des  travaux  ant^rieurs,  ce  qui  rend  son  article  diffi- 
cile ^  lire. 


(')  Voir  Bulletin,  \II^.  p.  i\H. 
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W  niton  (  William),  —  Siir  la  coincidence  des  rarons  lumiiica 
dans  tin  rristal  hiaxe,  correspondant  k  certains  plans  conjugM 
(Ir  polarlsalion.  (7-i<^)' 

Lrs  ilircrtioiis  (lt*s  rayons  liimineux  nc  peuvent  coTncider  que  si  Ie«plw 
ri)iijiii:iirs  soiit  |>arullclos  aux  plans  principaux  du  cristal  od  perpeBdicibiin 
ik  Tiixr  opt  iq  III*. 

(lirrr{(\),  —  Applications  d'unc  Douvelle  solution  des ^quallon 
(I'nn  rorps  solidc  isolrope  rlastique,  en  particulier  a  des  o 
\anrs  {\c  corps  solidcs  en  rotatioD.  (i  i-33). 

lioutlc  {^/\\'J,).  —  Snr  un  tlnjorcme  de  dvnaniiqiie  dc  Jacol 

\a'  iIiimiiviiio  (Ml  (|iirstion  ost  rclatif  an  mouvenionl  d'lin  corps  snlide  pe^^ 
tl«*  r«''voliMi«)ii.  tixi*  par  iiii  p(»iiit  i\v  son  axr.  L'aiitcur  <liinne  unt*  rcpr^wnUt 
till  piMi  ilittVrrntr  tli'  rrllf  i(iii  a  i*tt'>  adnptrc  par  M.  Darhoux  ct  lljilph^n. 

/'\trs\  f/f  {  ./.-//.V  —  Snr  la  llicorie  dos  formes  dans  rinl^<rral 
»lrs  rtpialions  tlillVrcnlicllcs  lincaircs  du  second  ordre.  (4^-7 

l.\i|»plirah«»n  i\v  !,i  llnurii'  iU'<  formos  a  Tctudc  dcs  equations  diflrorfotu 
lii)r.iii-<*N  a  ('{('  piMirsiii>ii'  ihii)>  iloiix  M>it's  diirci-onlos,  d'uiie  pari  par  Ku 
KIi'iii.  rtf.,  «r.uHrr  pari  par  Hriosrhi.  M.  lM»rsyllnlonnt*  dans  ce  travail  qu«rl 
r\(Miiplrs  «lr  la  iiii'lluKlr  ili'  Hriji-iilii,  (|iii  »'Sl  siirtout  aip'hriquo.  Partunt  | 
i'rla  iriMH*  r>«|iiati(in  ilii  sci'oiiil  nrdrr 

,/: 

il  r\.iiiiiiH'  siirrrvsix'iin'iil  !«'•«  r.i*.  oil  I'mi  rttiiiiait,  cii  foni'tinii  ili*  z,  nni- fi 
<|tiadr.ilii|ii('  dr-.  d«'ii\  iiili-ui'idi'"  r,.  .»' .  mn'  foriih'  ('iil)i«|iii-,  urio  furiiif  Id 
di-.ilii|ii«-.  iiiK-  l«'iiiii'  dnidrc  ;/  tillr  i|iii*  a  y\'  ■■  ft,)''*  ''l  oiiliii  imc  fiirm 
riiii]iiiriii('  iM'tii'i'. 

\\  luti'hrnd  \^  /.-.^.).  —  Siir  \v  monvcnirnl  drs  llnidrs  visqii 
incofnprcssihlrs.  i  "8-i).)  ». 

Ldrmtw  {,/.).  --  Images  rlcclro-niafifn'hcpio  rl  aulrcs,  planr 
splirrl(jiic>*.  ( (^  j-  I  o  I  ). 

I'\n'svth  (.t. -/».).  —  Svslcnics  dc  fonncs  Icrnaircs  siniiillan 
ivfiiiilrs,  r(|(ii\alt'ntrs  a  line  lorinc  ti'rnalre  dniincc,  qui  c< 
liriitiriil  plii^irurs  si'-ric**  <lc  \arlaMcs.  (^io'>- i  .»8  ). 

r.ddi'iiii  ilrs  riiriM«<.  ri''i|iii|«*s  jiisi]ii',ni  >.i\i«'-iii(>  di';;ri' 
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Mac  Mahon  (P. -A.),  —  L'eliminant  de  deux  formes  binaires. 
(i39-ii3). 

Formes  nouvcilcs  de  T^liminant.  L'une  d'elies,  oil  ne  figurent  que  les  sommes 
des  puissances  scnibiablcs  des  racioes  des  Equations,  est  particuli^remcnt  intd- 
ressante. 

IVhilehead  (A.-N,),  —  Seconde  approximalion  pour  Ic  raouve- 
ment  d'un  fluide  visqueux.  (i43-i52). 

Love  {A,'E,-//,),  —  Sur  le  mouvement  d*un  cylindrc  ellipliquc 
liquide  soumls  a  sa  propre  altraction.  (i53-i58). 

Love  (A,-E,-/I.),  —  Les  oscillations d'une  masse  liquide  pesante, 
ayant  la  forme  d'un  cylindre  elliptique,  qui  lourne  comme  un 
systeme  rigide  aulour  de  son  axe.  (i58-i65). 

Cayley,  —  Les  recherches  de  Wallis  sur  Texpression  de  tt. 
(165-169). 

Explication  en  langage  moderne  dc  la  mctliode  suivie  par  Wallis.  Elle  repose 
en  deOnitive  sur  la  consideration  des  integralcs  de  la  forme 


/     {x  —  X' 


)"  dx. 


Richmond  {Herbert  IV,),  —  Un  sysleme  symetrique  dYquations 
pour  les  lignes  droiles  d'une  surface  cubique  qui  a  un  point 
conique.  (1-0-179). 

L'^quation  d'une  surface  cubique  qui  a  un  point  conique  <^tant  misc  sous  la 
forme  a?-;'  =  Bt^,  011  a,  3,  y,  6,  c,  ^  sonl  six  fonctions  lin^aires  des  coordonndes 
li^es  par  les  relations 

a  -+-  ?  -H  r  =  S  H-  «  -+-  ;,         na  4-  6?  4-  cy  4-  dS  4-  cc  4-/;  =  o, 
a,  6,  c,  d,  e,  /  ^lant  six  constantes  telles  que  Ton  ait 

abc  4-  de/  =<>,        a-\-b-hc-hd-^e-h/=o; 

les  lignes  droitcs  dont  il  s'agil  sont  les  neuf  lignes  droitcs  telles  que 

(a  =  o,  6  =  0), 

et  les  six  lignes  droites  telles  quo 

(aa  4-  rfS  =  o,  63  4-<?e  =  o,  CY4-/!;  =  0). 

L'auteur  ctudie  les  configurations  que  Ton  peul  former  avec  ces  quinze  droiles. 
el  qui   pre!4onient  «ne  rertaine  analogic  aver  les  conHgurations  dcMluites  du 
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tlidoreme  de  Pascal.  Ainsi  elles  sont  siludes  trois  par  trois  dans  qainze  plans 
tri-langents.  Les  intersections  de  ces  quina^e  plans,  autres  que  les  lignes  pr^^- 
dentes,  forment  un  sysl^me  de  soixante  droites  K,  que  I'anteur  appelle  lignes 
de  Pascal,  Les  intersections  de  ces  lignes  trois  ^  trois  sont  des  points  Sleiner 
ou  des  points  Kirkman,  etc. 

Jeffery  {H\-M,)i  —  Sur  les  cercles  tangents  k  trois  des  quatrc 
cercles  qui  sont  tangents  anx  trois  c6t^s  d^un  triangle.  (i8o- 

II  y  a  dix-sept  cercles  dc  cette  csp^ce,  non  compris  les  trois  cdt^s  du  triangle. 
L'auteur  donne  les  Equations  de  ces  dix-sept  cercles. 

Jeffery  {H,'M.).  —  Sur  les  cercles  sph^riques  tangents  a  trois  des 
huit  petits  cercles  qui  sont  tangents  aux  trois  c6t^s  d*un  triangle 
sph^rique.  (198-222). 

Equations  dc  ces  soixante-quatre  cercles. 

Sheppard  ( JV.-F,).  —  Sur  quelques  d^veloppements  d'une  fonc- 
tion  d'une  seule  variable  au  moven  des  fonctions  de  Bessel. 

(li23-26o). 

Berry  {Arthur),  —  Les  reciproquanls  simultanes.  (260-3 16). 

Soienl  {x,  y),  {x'yy')  deux  couples  de  variables.  L'auteur  appcllc  recipro- 

dy   d*y  dy'   d'y' 

quant  siniultane  loulc  fonclion   dc   x,  y,  x'.  y  ,  -7^  »  -r    »  *••'  ~r~.>  zr~r  >  •••» 

ax    cix^  ax    ax ' 

qui  sc  rcprodiiil,  multipliec  par  un  farlcur  nc  dependant  que  dc  la  substitution, 
quami  on  elVerlue  une^in^mc  substitution  lincaire  sur  les  deux  couples  de  va- 
riables. 

II  considcrc  succcssivcment  les  reciproquanls  orthogonaux,  correspondant  a 
unc  substitution  orthogonale,  les  reciproquants  purs,  correspondant  ^  uno 
substitution  lint^airc  entiere,  ct  enfin  les  reciproquants  projectifs,  correspon- 
dant k  la  substitution  lincaire  g^nc^rale.  Les  notations  employees  sont  cellos  de 
Sylvester.  Chaque  theorie  est  accompagn<^e  d'applications  gtionielriques. 

C/iree  (C).  —  Sur  les  vibrations  longiludlnales.  (3 17-34 '2). 

J)ixon  {A,-C,),  —  Sur  les  cubiqucs  gauchrs  qui  rcmplisscnl  cer- 
laincs  conditions.  {3/\'S-Z5'j). 

Hcrlicrclu'  des  cubicjucs  passant  par  cinq  points  el  langentesou  osrulatricc*. 
a  nn  plan.  II  n'cxistc  pas  en  gen<^ral  de  cubiquc  lanpeiite  a  quatrc  droile*' 
(lonnei^s.  L;i  rondilioii  pour  qu'il  en  existo  nn<*  e>l  nnse  >ou*«  unc  forme  rle- 
cmle. 
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Jeffery{H,'3L),  —  Siirle  probl^mc  des  conlacls  generalise.  (358- 

3-1). 

Le  probl^me  classique  du  ccrcle  tangent  ^  trois  cercles  donnds  a  dtd  gdndra- 
lis^  ainsi  par  Cayley.  &tant  donndes  trois  coniques  doubicment  tangentes  k 
one  conique  C,  irouver  une  autre  conique  doublement  tangente  ^  C  et  tangente 
aux  trois  premieres.  Des  solutions  Elegantes  ont  dte  donnees  par  Cayley  lui- 
m^me  et  Casey.  M.  Jeffery  rcmarque  que,  si  la  conique  C  est  indecomposable, 
le  probleme  se  ramdne  par  une  transformation  simple  k  cclui-ci  :  Trouver  sur 
une  sphere  un  cerclc  tangent  k  trois  cercles  donnas.  Si  la  conique  C  se  decompose, 
le  probleme  se  ramene  au  probldme  classique. 

Jessop  (C.'M.).  —  Une  propri^l^  des  quarliques  bicirculalres. 
(371-375). 

Propridtd  relative  aux  angles  sous  lesquels  se  coupent  deux  cercles  double- 
ment tangents  k  la  quartique,  appartenant  k  des  families  diflT^rentes. 

Cayley.  —  Un  theoreme  sur  les  arbres.  (376-378). 

Nombre  d'arbres  que  Ton  pcut  former  avec  n  + 1  nocuds  donnds. 

Herman  (R.-A,).  —  Equalions  des  lignes  de  couranl  dues  au 
mouvement  d\in  ellipsoide  dans  un  fluide  parfait  et  dans  un 
fluide  visqueux.  (378-384). 


CO.MPTES  RENDUS  iieBDoniDiiRi^s  des  seances  de  l'Academib  des  Sciences. 

TomcCXIV,  1892  (»). 

Poincare.  —  Sur  un  mode  anormal  de  propagalion  des  ondes. 

(16-18). 

M.  Poincard  signale  une  solution  parliculiere  de  Tdqualion  du  mouvement 
ondulatoire,  solution  qui  correspond  k  des  circonstances  rcmarquables  qui 
peuvcnt  devenir  sensibles  quand  la  longueur  d'ondc  n'cst  pas  trop  petite. 

L'equalion  d'un  mouvement  ondulatoire  qui  se  propagc  avec  la  vitcsse  V  est 


in 


si  5  nc  depend  que  de  z^  de  t  cl  de  p  =  \/j:» -+->". 


(')  Voir  Bulletin,  l.  WIl,.  p.  7fi. 
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Cettc  Equation  admet  Tint^grale 

oil  les  coDstantes  h  et  /  satisfont  k  la  relation 

h'    _    I        I 
4T»  ~  V  ""  ^  * 

dans  laquelle  on  a  pos^  VT  =  X. 

On  voit  que  la  longueur  d'ondc  apparente  I  sera  plus  grande  que  la  lon- 
gueur d'onde  normale  X;  la  diffdrcnce  sera  d'autant  plus  grande  que  h  sera 
plus  grand,  c'est-4-dire  que  le  pinccau  de  rayons  sera  plus  d^lie,  mais  elle  res- 
tera  toujours  tres  petite. 

La  forme  de  I'expression  de  \  pourrait  induire  k  penser  que  la  vitesse  de  pro- 
pagation est  egalc  k  -  et,  par  consequent,  plus  grande  que  la  vitesse  normale. 

C'est  le  contraire  qui  est  vrai. 
M.  Poincarc  montre  que  la  perturbation  se  propagc  avec  la  vitesse 


moindre  que  la  vitesse  normale. 

Resal.  —  Suria  resistance  et  les  faibles  deformations  des  ressorts 
en  helice.  (37-41). 

Markoff.  —  Sur  la  s^rie  hypergeom^trique.  (54-55).        * 

Le  nombre  N,  des  racines  positives  de  requation  algebrique 

Ai.2a.3  3  «(«  —  i)2a(3a-+-i).23(23-hi) 

in^n  —  \)  1 . 2 . 2 /?  ( 2 /?  —  I )  ( '^  —  i )  ( 'i  —  I) 

oil  la  sonime  a  -+-  Ji  est  egale  ^  i'entier  negalif  —  /?,  est  dgal   au  plus  petit  des 
nombrcs  o,  i,  2,  3,  ...,  qu'il  faut  ajoulcr  au  plus  grand  des  nombres  2a  et  2^ 
pour  avoir  un  nombre  posilif.  Toulcs  ces  racines  sent  plus  pelites  que  I'unite. 
Lc  nombre  N,  des  racines  negatives  de  la  mc^me  equation  est  6gal  ^ 

2 

Kopnigs.  —  Sur  les  reseaiix  plans  a  invariants  egaiix  et  les  lignes 
asyinploliqucs.  (55-57). 

Si  X,  y,  z  sent  les  coordonnces  homogencs  d'un  point  du  plan  et  m,  v  les  para - 
metres  des  deux  families  de  courbes  d'un  reseau  trace  dans  ce  plan,  on  peul 
di^finir  les  coefficients  a,  6,  c  dc  requation 

(L)  - — _ -Hrt—  -^^»— -+- cO  =  0 

ou  (W  on  ()v 

par  la  condition  que  x,  y,  z  en  soienl  Irnis  solutions.  D'apres  unc  lermino- 
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logic  d^ji  employee  par  M.  Koenigs  {Comptes  rendus,  28  dec.  1H91),  les  inva- 
riants de  (E)  seront   Ics  invariants  du   rdseau   :   ces   invariants  sont   dgaux 

lorsquc 

da  _  db 

du  ~  dv 

Si  I'on  mene  les  tangentes  MP,  MQ  au  point  dc  croiscment  M  dcs  courbcs 
A(i>  =  const.)  et  B(a  =  const.),  lorsque  M  dccrit  B,  iMP  envcloppe  une 
courbe  B,,  et  touche  cette  courbe  en  un  point  dont  les  coordonnees  sont 

dx       .  dv       ,  d5       , 

du  *      du         -^  ^     du 

ces  courbes  B,  fournissent  done  une  interpretation  geom^trique  de  la  transfor- 
mation de  Laplace.  De  m^me  les  courbes  A,  enveloppes  des  tangentes  MQ  four- 
nissent une  interpretation  de  I'autrc  transformation  dc  Laplace 

dv 

Or,  pour  que  les  invariants  de  Tdquation  (E)  soient  dgaux,  il  faut  et  il  sufHt 
qu'il  existe  uneconique  Q  ayant  uu  contact  du  second  ordre  avec  la  courbe  A, 
an  point  Q  et  avec  la  courbe  B,  au  point  P. 

En  combinant  ce  theoreme  avec  une  proposition  due  ^  M.  Sophus  Lie, 
M.  Koenigs  parvient  au  rdsultat  suivant,  qui  pourrait  d'ailleurs  ^Ire  obtenu 
directement  : 

Les  perspectives  des  asymptotiques  d'une  surface  sur  un  plan  forment  un  r^- 
seaa  k  invariants  ^gaux.  Et,  reciproquement,  tout  r^seau  plan  a  invariants 
egauxestla  perspective  des  asymptotiques  d'une  surface,  qui,  lorsque  le  r^seau 
est  connu,  s'obtient  par  quadratures. 

En  transformant  cet  enonc^  par  la  mdlhode  des  polaires  reciproques,  on  re- 
trouve,  comme  cas  particulier,  le  tli^oreme  qui  a  servi  de  point  dc  depart  k 
MM.  Leiieuvre  et  Guichard  dans  leurs  recherches  sur  les  asymptotiques. 

mJamet.  —  Sur  les  series  a  ternies  positifs.  (Sj-Go). 

M.  Jamet  signale  un  cas  etendu  dc  convergence  d'une  sd'rie  k  termcs  positifs 

I*,,  Mp  a,,  ...,  u^  tels  que  \'u^  tende  vers  I'unite. 
D'abord  si  Ton  pose 

le  produit  nn^  devra  croltre  au  del^  de  toute  limiie. 

Cela  pose,  s'il  existe  un  nombre  /?,  conipris  cntrc  o  et  i,  tcl  que  le  produit 
/i*-Fflt^  tende  vers  une  limite,  la  s^rie  sera  convergcnie  toutes  les  fois  que  cette 
limite  ne  sera  pas  nulle. 

On  conclut  encore  de  1^  la  regie  suivante  : 

La  s^ric  k  termes  positifs  /^,,  w,,  w„  ...  est  convcrgcnte,  s'il  existe  un  nombre 

J 

positif  p  tel  que  Tcxpression  u^    tende  vers  une  limite  infericurc  k  1.  Ellc  est 

divergente  s'il  existe  un  nombre  positif/;  tcl  que  cette  expression  tende  vers 

une  limite  plus  grundc  que  1. 
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^~    ^  i    =  i  i«i  «|«iCrnf«e  «.vntrv  imfdHClible  ou  i^ductible,  formant  ensuite  les 

%^,»>  =  B^»«)=~C»(»)=-D4(a)  =  (p4(a). 
H.  tt^tf  <nt«/tt»>;  m  tWvc^Hne  a»alo^ue  dans  le  cas  dc  n  dimensions 

.<((jami  v/*it  43»*i|<tm  !«»  aricimicnts  /,,  ...,  /  ^  6trc  li^s  seulement  par  p  —  i 
<^uaCtvMfc>  JK»«t  oKacwne  evmlienne  au  moins  p  arguments,  sont  v^rifides  de  la 
ttiatit«:r<  U  (>i«*>  ^t'nerale  par  des  expressions  de  la  forme 

A».(/)  =  ?t(/), 

^yx^ ?-(-P^  designanl  p  integrates  abt^iiennes  de  premiere  espdcc  et  de 

^Y^urc  p^  II  existe  des  solutions  speciales  qui  toutes  sont  des  inl^grales  ab<^- 
lieuues  de  genre  plus  petit  que  p. 

Patnles^e*  —  Sur  les  inlegrales  des  Equations  du  premier  ordre 
qui  iradmellenl  qu'un  nombre  fini  de  valeurs.  (280-283). 

M.  Puiulcvt^  <^tablit  un  important  resullat  concernant  les  Equations  du  pre- 
mier oixire  dont  le  premier  membre  est  un  polynome  irr^ductible  en    v  et    v' 

ci  uiio  lv>in  tix>u  alijebrique  de  x  : 

Ou  j.K*tii  iv>ujoui>  reconnalire  si  rinlo^rale  d'une  telle  Equation  est  unc  func- 
■  ivii  iiuuNocuilaiUo  qui  ne  prcnd  (ju'iin  nombre  fini  (  non  donnr)  de  valours 
«u»x'ai  xUn  ^H»inl>  critiques  mobiles  (el  Ion  ramcne  alors  I'equation  a  une 
v;.».»..vu  vie  K»cvali\ou  bion  on  rintej:re  par  des  quadratures.  Ces  quadratures 
.vi..-.u  Nu.\uul  U'N  ca>.  sur  «lcs  diirerentiellcs  onlinaires  ou  sur  des  ilifferen- 
.v.u>  .v;.»U>.  {  A  iuoiIuhIo  tie  M.  Painleve  s'elend  au\  ecj^alions  dont  les  cocffi- 
.,..,x   ii^xuxicat  aUobriquement  irune  nuimi'  fonctioii  Iransrcndanle  de  x. 

»    vx.v»aa  .♦  luuior  le  oas  ou   Tinlejirale  est  algi'-britpie.  L'auleur  doveloppe 

.    .     u.vu.^ic   ^uu  x«    iMo   no  donne    pas  une  solution  genciralc   du    problems, 

.N    -  '    ^'^^  '"»*"^   '^"^   ^'*'''  »rimp«»rlanls  ren>eignenienls  sur  la   forme  possible 

.  K     «.,^.s4.vv  v;  IK  Muol  dans  ill's  cas  tres  elcndus  de  rcconnallre  si  rr-quation 

,.   ,^.v    ..^.  1%. .^^luiucul  ou  do  riulejjrer  par  quadratures. 

^    ,     ,     .     a  x.»«;.  v»a  xuil  uiaiutt-nant,  grace  au\  reclu'rchcs  de  M.  Painleve. 

^>^^*H**^*"^*''    **"^    iranscendaiiles  delinies   par  les  quadratures   ou 

^    UunviU    Ion  irausccndanles   n'adnicltant  dans   le  plan   <pruu 

,     ^  ^viottaait^'UN.  qui   intei;rent    une  equation  du   premier  ordn*. 


*   ■ 


.^  « 


.\-\*4vK»n  Jon  oi|u;itions  dc  La«;rniii;('  an  cas  dn  frolic- 

..     v>'.  ^4U  Ui  KM-33«^). 
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Lorsque  certains  points  d'un  systemc  glisscnl  avec  froUcment  sur  dcs  sur- 
Caccs,  on  peul  employer  la  metliode  de  Lagrange,  k  condiliun  d'ajoulcr  aux 
forces  donntScs  Ics  forces  de  froilemcnl  dont  les  inlensil^s,  proporlionnelles  aux 
x*eactioos  normales,  sont  par  le  fait  inconnues;  ccs  grandeurs  inconnues,  il 
Caut  ensiiite  les  eliminer.  M.  Appeil  modi  lie  la  mdlliode  de  Lagrange  de  ma- 
niere  k  oblenir  des  equations  du  mouvement  ne  contenanl  ni  les  forces  de 
I  iaison  ni  Ics  forces  de  frottemenl. 

^^ye  (S.).  —  Sur  line  applicalion  dc  la  lli(^orie  des  groupes  con- 
linus  a  la  iheorie  des  fonclions.  (334-33-). 

De  sa  thdorie  des  groupes  continiis,  M.  Lie  tire  des  rcsullats  d'une  grande 
Seneraliti^;  enlrc  autres  le  suivant  : 

Etaot  donnees  m  +  1  Equations  de  la  forme 

Vjk=  Ajt,(/,)  -+-...4-  Ai^(/„,)        (A  =1,  ...,m-+-i), 

y>our  que  la  relation  obtenue  par  Telimination  des  paramelres  /,,  /,,  ....  t^ 
^4>it  alg^brique  en  V,,  ...,  V^^,,  il  fuiit  et  il  siiflit  que  deux  quelconques  des 
c^uantites  A^^  A  ,  soient  liees  elles-mt^mes  par  une  relation  algebrique. 

Ceci  suppose  que  les  determinants   de  Tordre  le  plus  elcve  de  la    niatrice 

croDStants.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  on  rrduil  immt^diatement  le  systeme  propose 
^   an  systemc  plus  simple  : 


ne  soient  lies  par  ancune  relation  lint^aire  et  homogene  a  coefficients 


oil  figurent  m  —  g -hi  quantites,  V[.  functions  lint^aires  homogi'nes  lin<^aires  et 
^  coefncients  constants  des  \\.  l*our  que  ce  systemc  soit  algebrique,  il  faul  el 
•  I  suffit  que  deux  quelconques  des  quantites  R^,.  l\  ■  soient  liees  par  une  rela- 
9.  ion  algebrique. 

Ce  tb^oreme  est  susceptible  de  generalisations  rcmarqualdes.  Par  exemple, 
1^9.  Lie  prend  un  groupe  continu  et  transilif  dont  Ics  transformations  sonl  alge- 
ft-»riqueset  permutables 

En  designant  par  <!»,,  ...,  <l>    des   intrgrales  totalcs  de  diirerenlielles  algr- 
^^wlques  choisics  de  maniere  que  les  equations  (1)  dotermincnt  un  groupe  a/'^e- 
^que,  on  pcut  toujours  reconnaltrc  si  /? -+- 1  c'(| nations 

**(>'..     •Mr^)  =  Aj,(/,)H-...H-  A^  „(/^)  (A  ^  I,  i,  ...,/?  4- I) 

^terminent  une  relation  algt^brique  entrr^,,  . . .,  y  . 

ragmen,  —  Stir  la  dislrlbiilion  des  uonibres  pi'cmiers.  (337- 

4o). 

L'autcur  ^nonce  une  proposition  tres  gcnt'rale  d'oii  Ton  peut  deduire  comme 
s  tr^s  particuliers  les  tbeoremes  de    M.   Poinrare  sur   la   distribution   des 
ombres  premiers  de  la  forme  /j/i  -1  i.  Voici  retle  proposition  : 
uU.  des  Sciences  mathem.,  1*  sene,  t.  Will,  (\vril  i8i)'|.)  H.- 
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Soil  fp(j7)  une  fun(!ti«)n  rcellu  <ic  la  variable  reclle  j:  et  9  unc  conslante  pci- 
silivc;  on  suppose  que  I'integrale 


soil  convcrgentc  pour  les  valeurs  de  s  dont  la  partie  reellc  est  supcrieurc  a 
Tunite  cl  qu'elle  soil  (^gale  dans  Ic  voisinagc  de  <  =  i  ^  unc  s^rie  proceJant 
suivant  les  puissances  positives  de  5  —  i,  converKenle  dans  un  cercle  de  rayon 
plus  grand  que  9(9^:1);  si  x„  ct  c  sont  deux  quantitds  positives  arbitrairc^, 
aucune  dcs  deux  indgalites 

9(j:)>  Ix'-"*,       9(x)<— oj:^*' 

ne  pourra  subsister  pour  toulcs  les  valeurs  de  x  sup^rieures  k  x„. 

Toutes  les  questions  de  valours  asyiiiptotiqucs  de  fooctions  nunieriques  de- 
pendent de  ce  theoreme. 

Resal.  —  Sur  unc  interpretation  geometrique  dc  roxprcssion  de 
I'angic  dc  deux  norinales  infinimcnt  voisines  d^une  surface  el 
sur  son  usage  dans  les  theories  du  roulemcnt  des  surfaces  et 
des  engrenages  sans  frottement.  (38i-385). 

Soient  Ox,  Oy  deux  axes  rerlangulaires  traces  dans  le  plan  tangent  au 
point  O  d'une  surface  (S);  m  etant  un  point  de  (S)  inliniment  voisin  de  0, 11 
la  projection  de  ni  sur  xO^  et  I  le  point  dc  renc(»ntre  de  On  ti  de  rintersec- 
tion  AB  du  plan  tangent  en  m  avec  xOy. 

Comme  Tangle  mlA  est  egal  ^  Tangle  /il\  =  OIB,  01  et  Im  sont  deux  <^l«- 
ments  ronsecutifs  de  Thelice  tracee  sur  le  cylindre  dont  Oy,  AB  el  Icur  pa- 
rallelc  en  m  sont  (par  (*ht)ix  dc  Taxc  Ov)  trois  generatrices  consreutives,  qui 
roupent  res  generatrices  sous  Tangle  90* —  i  (i  etant  Tinclinai>on  de  0«  >ur  Ox  ). 
il  resulle  de  la  ((ue  ce^  elements  sont  aus>i  ceux  dc  la  section  norniale  dc  ( S  > 
failc  suivant  01. 

Poincarr.  —  Stir  la  llieoric  de  Telaslicile.  (385-38-). 

Soil  un  prisme  re<'tangle  dont  les  quatrc  faces  laterales  sont  libres  et  <lont  le^ 
base-*  sont  soumises  u  des  forces  (|uelcon({ucs.  M.  Poineare  eherrho  eumment 
varie  le  rapport  des  deux  rayons  de  courbure  <iue  prend  une  des  (jualre  face^ 
libres  apres  sa  deformation. 

Dans  le  cas  particulier  (N^=T,— N,=  o)  traite  par  tic  Saint-Venant, 
M.  Poineare  trouve  (|ue  ce  rapport  est  constant  et  cgal  a 

-\ 

2  X  -h-  ::  |x 

pour  la  solution  la  plus  ^rneralc  du  problenie,  le  rapport  en  <|uestion  con- 
ser\e  encore  cette  meme  valeur  non  plus  sur  toute  la  face  librc,  iiiais  seule- 
merit  lout  le  lonj;  de  Tarele  latrrale. 

Autttnur.  —  Siirlcs  iiitegralcs  algrhricpirs  do  rtWpiation  diHcTcn- 
llfllc  ilii  prcniirr  onlrc.  (  i*>7-i*»lO* 
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Lors4]u'on  cherche  les  int^grales  alg<^briqiies  dc  I't^quation  difTerentielle  du 
premier  ordrc,  la  seule  difficult^  consiste  k  Irouver  un  maximum  pour  le  degrc 
de  rinl^gralc. 

Dans  le  langage  g(^omelrique  dont  M.  Autonne  fait  usage,  la  question 
s*enonce  ainsi  :  Trouver  un  maximum  pour  le  degr^  n  d'une  intdgrante  alg^- 
brique  indecomposable  G,  situ(^e  sur  unc  surface  algdbrique  donn^e  if  de 
degr^  N. 

M.  Autonne  r^sout  ce  probleme  dans  I'hypothcse  oil  G  est  d^pourvue  de 
points  multiples.  Supposanl  que  sur  la  surface  J  les  N(N*~3N-ha)  points 
nodaux  soient  distincts,  il  etablit  le  tlidoreme  suivant  : 

Le  degr^  n  de  Tintdgrantc  algebrique  G  ne  peut  d^passer  le  plus  grand 
entier  contenu  dans 

(N-4-i)(N-+-3)  _       a 

3  N  -+-  a  ' 

II  est  ^  remarquer  que  ce  maximum  depend  uniqucmcnt  du  degr^  de  la  sur- 
face et  non  des  exposants  alTt^rents  aux  divers  nodaux. 

De  Fontviolant.  —  Sur  les  deformations  ^lasliques  maximum  des 
arcs  m^talliques.  (4 10). 

Dans  un  arc  quelconque  d*une  section  constante  ou  variable,  sollicilti  par 
des  charges  quelconques,  les  points  de  la  fibre  moyenne  dont  les  ddplacements 
^lastiques  sont  maximum  ou  minimum  appartiennent  ii  des  sections  dont  les 
d^placements  angulaires  sont  nuls. 

Si  le  d^placcment  du  point  considt^rd  a  lieu  au-dcssus  de  la  tangente,  ces 
coaditioDS  sont  renversees. 

Tisserand.  —  Sur  une  Equation  difTerentielle  relative  au  calcul 
des  perturbations.  (44i~444)* 

II  s*agit  de  I'cquation 

d*x 

considt^ree  pour  la  premiere  fois  par  Lagrange  et  qui  a  cte  Tobjet  de  travaux 
importants  dc  M.  Gyldt^n  et  de  M.  Lindstedt. 

La  forme  de  Tintcgrale  la  plus  commode  pour  los  applicalioiis  est,  suivant 
M.  Tisserand, 


x=     y     /I,  cos[(/i -4- 21)^ -h  c], 


I  --■    -to 


oil  c  et  /I.  sont  les  deux  constantcs  arbitraires.  Les  rapports  ~  sont  des  fonc- 

lions  connucs  de  q  et  7,  ct  la  constante  h  est  deteriiiinee  aussi  au  moycn  de^ 
et  7.. 

II  importe  de  savoir  si  /i  est  reel  ou  imaginuire;  car.  dans  le  premier  cas, 
I'orbite  determince  par  I'cquation  difTriTnticllc  est  stable:  dans  Ic  second,  cllc 
est  instablf". 
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M.  TinMirarid  lrouv<;  que,  7,  clanl  suffisamrnent  pctil,  h  est  imaginaire  p<»ur 
7  -=  ±  I  ct  7  =  it:  i,  rdel  pour  toutcs  Ics  autres  valeurs  enticres  de  q. 

Lie  (5.).  —  Sur  les  fondemenls  de  la  Geom^lrie.  (461-462). 

L'aulcur  fait  rcssortir  quelqucs  imperfections  d(»nt  sont  entach^es  les  remar- 
quabies  recherclies  dc  i'illustre  Helmholtz  sur  les  fondements  de  la  G6oriictrie. 

Ilelfiilioltz  rlicrclie  k  determiner  tous  les  f^roupes  continus  aux  variables  jr. 

yy  Zt  pour  lesqucls  deux  points  ont  uu  invariant  et  un  seul.  II  suppose  de  plus 

(|ue  le  mouvcment  est  possible  quand  un  ou  deux  points  d*un  corps  sont  fixe:«. 

Knlin  il  adriict  qu'un  corps  tournant  autour  de  deux   points  fixes  puiss«  re- 

prendre  Ha  position  premiere  sans  que  le  niou\ement  change  de  sens. 

Un  tel  groupc  (i  contient,  d'aprds  la  theorie  de  M.  Lie,  six  transformalions 
inlinildsimalcs  (|u'on  peut  supposer  developpablcs  suivant  les  puissances  de  x. 
y,  z.  Les  transformations /f/}ea/re«  infinitesimales  qu'on  obtient  en  supprinianl 
Ics  tcrmes  d'ordre  superieur  au  premier  forment  aussi  un  groupe  r. 

1*  Or  il  est  inexact  que  deux  points  aient  toujours,  comme  I'admet  Helmholtx, 
le  mtVme  nombre  d'invariants  par  rapport  aux  groupes  G  et  r. 

a*  II  n'est  pas  vrai  que,  si  le  groupe  G  comporte  la  possibility  du  mouvemenl, 
il  en  soit  ni^cessaircment  de  mt^me  pour  le  groupe  lineaire  de  P. 

:\*  Knfin  Helmholtz  se  trompe  en  affirmant  que  son  principe  de  monodromir 
est  v«irific^  en  mt>me  temps  pour  un  groupe  G  et  pour  le  groupe  corrcspondant  V. 

De  Saint'Gcrmain  el  Lecornu,  —  Sur  I'lmpossibilit^  de  cer- 
laiiis  inouvemonls.  (oiiO-Si^). 

I.oi-squ'ou  envisaKt'  au  seul  point  de  vuc  geomiHrique  les  liaisons  auxquellcs 
sout  assujottis  certains  mt^canismes,  il  semble  qu'ils  peuvent  prendre  rerlain» 
mouvements«  auxquels  en  realitt^  les  lois  du  frottement  s'opposeot  d*une  aia- 
nioro  abst>luo. 

l.cs  autours  oitcnt  un  prohlrme  Ires  simple  do  Meoaniquc  rationnelle  qui,  si 
roil  fail  ab>lrarlion  do*«  ro«»i>l.nirej  pa>si\es.  conduit  a  des  impo>sibilites  el  ^ 
«Ion  ronhadirtionH. 

V»i\  exlromitON  V.  H  ol  au  milieu  M  d  line  lipe  ripidc  vl  sans  mas<e  s«»nl  lixt>> 
lioi>  poinl>  d*oi:alc  n>a>i'  aNMijolli>  a  resler  sur  la  surfare  polic  tlun  cone:  la 
tuo  Oi>Uioidora  lonjouis  avoo  uiio  icouiTalrior  du  cnno:  tMi  lui  iiiiprime  un  niou- 
Noinont  ronnu.ct  il  >'a^il  do  ln»u\<>rio  ni»»UM'monl  quVlle  \a  prendre  s«.»us  I'in- 
lluonro  di'>  soulo'i  foroi"»  \\u\  n^prrsinlonl  U>  rcarlnais  du  o«*»ne  sur  les  (M»inl> 
V.  U.  M. 

/>f'  S/*(irt<\         >\\r  Ic   mouxonu'iil  Jii   pondiile  coiiii|iie   a   lif;c. 

o     *     *      \ 

Halphon  a  ni.»nlii  .\\\c  \a  pr- j  ,-li.»n  Iut;;  •nt.ilf  do  1^  r-^urbe  d»rrite  jMr  W 
pon.iulo  o.»ni.]ur  pout  jri'.tn.ir  %ii  *  p'.n'."  d"tnrir\;"n  il  quo  i"»-<  p"int>  c*»rTf^^- 
\<  n.Kr\t  a  rou\  piun   K*  ^u   '>  i.«  j-r.^-*:"!*  «iu  m'«l>iio  sur  la  >plu  re  ol  nullo 

M    do    >.m:io   uun.;:.    ,j;;o   .i:'.»    \  '   \  ' •  -■    «^^i    ""   i\«>  f^arliruhrr   de  la  *ui- 

I  »i    r,»-.r,;    :     ■',■  .      ^.. ■    ..   ■    ^  :!'^  ■       ;., :  •  ^    .i-  .1"   j  i.r.r    •'•:*■■   .W  •!  r^-'li^n  r^.n- 

I 

X-    .  .     :  .     :     ^    ■    .       -  ■-'•■!    -rfMi  - 
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des  points  d'inflexion  correspondant  k  une  presston  nullesur  la  surface;  q*  cette 
courbe  en  aura  ^galement  si,  la  pression  n'(^tant  pas  nulle,  le  plan  osculatcur 
de  la  trajectoire  esl  normal  k  la  surface  et  contient  la  force. 

ertrand.  —  Note  sur  un  ih^ordme  du  Calcul  des  probabilit^s. 
(701-703). 

oussinesq.  —  Sur  le  calcul  ih^orique  approch^  du  debit  d'un 
orifice  en  mince  paroi.  (704-710). 

43snigs.  —  Sur  les  reseaux  plans  a  invariants  ^gaux.  (728-729). 

M.  Kocnigs  indique  divers  modes  tres  g^ndraux  de  g^n^ration  de  r^scaux 
plans  k  invariants  ^gaux. 

1*  Les  reseaux  isothermes  plans  fournissent  une  prcmidre  famille  de  pareils 
rdseaux. 

a*  La  perpective  d'un  rdseau  conjugue  ^  invariants  dgaux  trace  sur  une  sur- 
face est  un  r^seau  plan  k  invariants  ^gaux. 

3»  Soil 

d'6         da  de        da  d8        _. 

a  a -f-  — h  —   —  -f-  30  :=  o 

dudv       dv  Oil       du  Ov 

M  *dquation  de  Laplace  relative  k  un  r^seau  plan  k  invariants  ^gaux.  Si  Ton 
^ffectue  la  transformation  de  Laplace 

du       2  3L  du 

c^n  sail  que  6'  v^rifie  une  nouvelle  equation  k  invariants  ^gaux.  On  peut  ainsi, 
S^<ar  la  transformation  de  Laplace,  deduirc  d'un  r^seau  plan  k  invariants  ^gaux 
^^  ae  double  suite  (g^n<^ralemcnt  illimitde)  de  pareils  reseaux. 


ickard,  —  Sur  les  congruences  dont  la  surface  moyenne  est 
mjD  plan.  (729-731). 

Voici  le  moyen  indiqu6  par  M.  (juichard  pour  conslruire  ces  congruences  IT  : 
On  prend  une  surface  quelconque  S;on  en  projelte  un  point  M  sur  un  plan 
3ie  P;  on  fait  tourner  cette  projection  m  de  yo**  a u tour  d'un  point  fixe  de  I*, 
'•sir  le  point  ainsi  ohtenu  on  mene  une   droitc  I)  parallcle  k  la  nornialc  en  M. 
tiand  M  dccrit  S,  l>  decril  une  congruence  H'. 
Les  plans  focaux  de  H'  sont  pcr)»endirulaircs   aux  tangentes  asyniptotiques 
«*«js  S. 

Si  S  est  une  surface  minima,  H'  est  une  congruence  de  noruiales.  On 
*"^i  trouve  ainsi  les  surfaces  de  M.  Bonnet  oi'i  la  sommc  des  rayons  dc  courhure 
l^*"incipaux  est  double  de  la  normale. 

Si  S  est  une  surface  a  courbure  tolale   constantc,   les  developpablcs  de  11' 
^^^^chcnt  les  surfaces  focales  snivant  Icurs  Iigne!>  de  courbure. 

Si  S  est  une  surface  reglee,  Tunc  des  surfaces  focales  de  IT  esl  une  devc- 
*^F>pable.  Aux  g»'*nera trices  lie  cdlc  (bhcloppable  correspondent,  sur  la  seconds 
*^-*  ""face  focale,  des  paraboles. 

ull.  fics  Sciences  mathc'm.,  r  >crie,  I.  Will.  (A\ril  iS|/j.)  U  >^. 
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Riquier.  —  De  I'exislence  des  inU'*grales  dans  un  sysl^me  difle- 
rcnliel  quclconque.  (^Si-^SS). 

M.  Bouriet  a  fait  voir  que  tout  systOme  diflf^rentiel  est  r^uctible  &  un  cer- 
tain type  lin^airc,  complelement  integrable  ou  non. 

En  possession  d'une  formule  beaucoup  plus  generate  que  celledeM.  Bouriet, 
M.  Riquier  effectue  la  reduction  d*un  syst^me  quelconque  ft  an  systeme  com- 
pletement  integrable,  d'ordre  6gal  ou  sup(^rieur  ft  i  el  presentant,  avec  ccr- 
taines  particularit(is,  la  forme  cntiere  par  rapport  aux  d6riv6es  des  fonctions 
inconnues  :  les  particularites  dont  il  s'agit  sonl  de  nature  telle  que,  lorsquc 
le  systcme  est  du  premier  ordre,  il  est  en  m£me  temps  lin^aire. 

Picard,  —  Sur  certains  sysl^mes  d'^quations  aux  d^riv^es  par- 
lielles.  (805-807). 

M.  Picard  a  pose  Ic  probleme  g^n^ral  suivant,  qui  est  la  generalisation  du 
problcme  qui  sc  pr^sente  dans  la  th^orie  des  variables  complexes  : 

Trouver  un  systemc  de  m  Equations  (m^/i)  contenant  uniquement  les  de- 
rivees  particlles  du  premier  ordre  de  n  fonctions  P„  P,,  ...,  P.  d<^pendant 
dc  n  variables  J7,,  x,,  ...,  J7„, 

cl  telles  que  si  Ton  consid<>re  un  second  systcme  (arbitraire)  de  solutions  O,, 
Qi'  •  •  •'  Qn»  *^s  fonctions  P  considerees  comme  fonctions  des  Q  satisfassent  aux 
mOmcs  equations 


/,)P,  dP.    OP,  '>P.\_„ 


( *  =  I,  2.  . . .,  m ). 


M  l*ii'ard  n  iimnliv  C(»iniiient  la  solution  complete  de  ce  problcme  est 
(loiiiiec  par  la  tlieorio  des  ^roiipes  <le  M.  Lie. 

Acluelleriienl,  il  elarj^il  Ir  iirobleinc  eii  supposanl  d'une  manierc  plus  gene- 
rale  (pic  les  ilerivees  partiellcs  d'ordre  quclconque  (igurenl  dans  les  equations  : 
il  fait  vuir  que  la  formation  des  Cijuations  peul  etre  deduilc  des  niemes  prin- 
cipes. 

Hevcnanl  an  ras  ou  les  e(]uati<»iis  ne  conliennent  que  les  derivees  partiellt*s 
du  premier  ordre,  il  Iraile  a  fond  le  eas  oil  le  nombre  n  des  variables  est  j  ou  3. 

Pour  /I  —  i,  on  n'a  (  romme  svslemes  distincts ),  ci\  dehors  du  »>teme  de  la 
iheorie  des  fonctions  d'une  variable  coriqilexe,  que  Ic  scul  s\steme 


ffX  '  0.f 


dy  Or 


oil  /,  rt  >.  soul  (lr>  eon>lan(<-s.  (*t  qui  eonduit  fpar  rdiniinatiou  di*  i)  >  a  I'rqu  1 
li<>u  iinui<''ili.ilruM-ul  iulr^r.iblt' 


<i  r  .      it'V  ,     »^P 

.'  /.  A'         - 
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Les  syst^mes,  beaucoup  plus  numbrcux,  correspondant  ^  /t  =  3,  n'oiTrenl  rien 
d'int^ressant. 

Boussinesq.  —  D^bit  des  orifices  circulaircs  et  sa  repartition 
enlre  leurs  clivers  ^l^meDts  superficiels.  (807-812). 

boussinesq.  —  ficoulement  par  les  orifices  rectangulaircs  sans 
contraction  lat^rale;  calcul  th^orique  de  leur  debit  et  de  sa 
repartition.  (868-873). 

^ainlevi,  —  Sur  les  transformations  en  M^canique.  (901-904). 

Soient  T(^',,  ...,^i,  ^„  ...,  q,,)  et  T^{q\,  ...,  q[,  q^,  ...,  q^^)  deux  formes 
qnadratiques  des  variables  q\y  dont  les  discriminants  A  et  A,  sont  difT^rcnts 
de  z^ro;  et  soient  Q,.,  QJ  des  fonctions  quelconqucs  de  ^,,  ^,,  . . .,  q^.  On  forme 
les  ^uations  de  Lagrange 

,  ^  d  /dT\        dV        -  ,       dq,  \ 

M.  Painlev^  se  pose  la  question  suivante  : 

ifetant  donn^  un  systeme  d'dqualions  (i),  former  tous  les  syslemes  (2)  tels 
que  les  relations  entre  les  ^-  definies  par  (i)  et  par  (2)  coincident. 

Voici  comment  il  la  r^sout  : 

D'abordy  si  tous  les  Q-  sont  nuls  (et  dans  ce  cas  les  Q[  le  sont  aussi)  on 
peut  passer  du  systeme  (1)  au  systeme  (2)  par  la  transformation 

(4)  -i[:  =  ^''t- 

Quand  T  et  T,  satisfont  k  celtc  condition,  ^  des  fonctions  Q,  quelconqucs 
correspondent  des  fonctions  Q|  tclles  que  les  systcmes  (1)  et  (2)  definisscnt 
les  m6mes  relations  entre  les  q^  et  Ton  passe  encore  de  (i)  ^  (2)  par  les  trans- 
formations (4)- 

Dans  le  cas  g(^n<5ral  ( si  on  laissc  dc  r6t^  deux  transformations  qui  s'appliquent 
quelle  que  soit  la  forme  de  T)  il  ne  saurait  cxister  d'e({uations  (2)  repondant 
ii  la  question  que  si  le  problcmc  des  g^odesiques  relatives  ^  T  admet  une  inte- 
grale  du  second  degr^. 

^ablonski.  —  Sur  Tanalvse  combinatoire  circulaire.  (904-907). 

Des  objets  combines,  arranges  ou  permutes,  peuvent  etre  suppost^s  soit  en 
ligne  droite,  soit  en  cercle;  le  but  de  Al.  Jablonski  est  d'evaluer  les  nombres 
de  permutations  et  d'arrangements  circulaircs  coniplcts.  Des  combinaisons  il 
n'y  a  rien  de  nouveau  k  dire  :  elles  sunt  les  mOmes  dans  les  deux  analyses. 

boussinesq.  —  Calcul  dc  la  diiniiuition  (|ireproiive  la  pression 
movenne  sur  un  pljin  liorizonlal   fixe  a  Tintericur  du   liquidc 
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pesant  retnplissanl  un  bassin  et  que  viennent  agiter  des  mou- 
ments  quelconques  de  houle  ou  de  clapotis.  (937-740)- 

Si  p^  est  la  prcssion  statique  en  un  point  du  plan  horizontal,  p  la  pression 
au  temps  t^  w  la  composante  verticale  de  la  vitesse,  9  Taire  du  bassin,  t  la 
dur^e  d'une  periode,  p  la  density  du  liquide,  g  la  gravity,  on  a,  par  Tapplica* 
tion  du  th^oreme  des  quantites  de  mouvement, 


c'est-A-dire 


P—Po  d<3 


9g       « 


P   —  P  (V* 

Valeur  moyenne  de  — — --  =  Valeur  moyenne  de  — 

r  o  O 


Tresse,  —  Sur  les  invariants  difTdrenliels  d'une  surface  par  rap- 
port aux  transformations  conformes  de  I'espace.  (948-900). 

M.  Lie  a  montr^  qu'd  tout  groupe  de  transformations  correspondent  cer- 
taines  stories  d'invariants  difT^renliels  definis  comme  solutions  de  certains 
syst^mcs  complets.  Les  invariants  d'unc  m^me  suite  se  deduisent  par  differen- 
tiation d'un  nombre  limite  d'entrc  eux  dunt  la  recherche  pr^sente  un  grand 
intcr^t. 

M.  Tresse  donne  une  m^thode  pour  calculer  les  invariants  du  groupe  Oni  G^ 
des  transformations  conformes  de  Tespace,  ainsi  que  ceux  du  groupe  G,^  qui 
sont  fonctions  des  precedents.  Celte  m^thodc  offre  un  excmple  de  I'application 
des  formes  r^duites  au  calrul  des  invariants. 

Voici,  dans  cet  ordre  d'id^es,  deux  propositions  qui  s'appliquent  aussi  bien 
aux  groupes  infinis  qu'aux  groupes  finis  : 

I*  Si  unc  equation  ou  un  sysleme  d't^qualions  admet,  relalivement  k  un 
groupe  de  transformations,  une  forme  canonique  determin6e  d'une  nianiere 
unique,  les  coefficients  de  celte  forme  canonique  sont  des  invariants  du  groupe; 

a°  S'il  y  a  une  forme  reduite  et  un  sous-groupc  de  transformations  qui  n'en 
allcre  pas  les  caracleres,  les  invariants  des  coefficients  de  cette  forme  reduite 
par  rapport  aux  transformations  de  ce  sous-groupe  sont  des  invariants 
du  groupe  general. 

Liouvillc  (/^.)-  —  ^^^^*  "^  probleme  d'Analjse  qui   se    rattache 
aux  equations  de  la  D^naniique.  (974-977)- 

Lors<|u'un  sysleme  materiel  est  soumis  k  Taction  de  forces  ddrivant  d'un 
polenlici,  si  Ton  designe  par  x,,  x.^^  . . . ,  J7,„  les  variations  dont  sa  position 
depend  a  chiKjue  instant,  les  etiuations  qui  dc'terminenl  les  trajcctoires  des 
(livers  points  peuveiit  se  uieltre  sous  la  forme 

( I )  dx,  cV  x^  -  (Ix^  tV  ^.  =  V  ( /> •  ^  • .  dx^  -  p'l]^,  dx^ )  dx,^  dx^', 

hji' 

muis  un  exemplt'  «r«t|ualinn  <|ii  lype  (i)  ne  (l«'finit  pas  loujours  les  IrajecloirC'i 
(les  points  d'un  sy>l«in(;. 
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Si  Ton  assujellit  les  coefficients  //j,*^j,„  />i^\.,  fonclioiis  do  j:,,  .r,,  ...,  x^  aux 
condiliuns 

^P^i,k=  ^        ('  "  *'  2,  ...»  m), 

II) 

..  .  ..       *>,  .-.  .      .  .       m  (m  — 1)(  m -h7)    . 

il  faul  ct  il  suffil,  pour  qu  il  en  soit  ainsi,  que  les ; equations 

\  dx,^        j^fh,.J^ 

/  {n\ 

(A) 


(/»)  *         I  A) 


soient  v^rifi^es  par  les  — ^^ inconnues/,,,  /^^  qu'ellcs  rcnfermenl  lindai- 

reroent. 

Eo  s*ai(lant  de  celtc  proposition,  Pauleur  monlre  que,  si  Ion  ddsignc  par/^'J 
les  fonctions  qui  constituent  un  second  ensemble  satisfaisant  aux  Equations  (  a ), 
par  A  le  determinant  sym«5lrique  des /•  i,  par  A^^)  celui  des /J'jj.  le  rapport 

7  dX;  dx^ 

€%M  k  une  constante,  est  une  integrale  des  Liquations  diffdrenliclles  dcs  tra- 
jectoires,  resultat  deji  obtenu  sous  une  autre  forme  et  grftce  k  une  melhode 
difTerente  par  M.  Painlev^. 

M.  R.  Liouville  rattachc  encore  ft  son  theoremc  gtSndral  quclqucs  autrcs 
r^sultats  non  encore  signales. 

Hamy,  —  Snr  rapproxiinalion    dcs    fonctions    de    tres   grands 
Dombres.  (993-996). 

L'auteur  dtablit  ft  Paidc  de  prinripes  tres  simples  le  Iheoreme  suivant,  sur 
lequel  repose  la  metliode  de  M.  l)arboux  pour  Pupproximalion  des  fonctions 
de  grands  nombres: 

Soient  V{z)  une  fonction  ddvcloppable  par  lu  serio  de  Laurent  enlre  deux 
fcrcles  de  ray<m  R  el  /•(!{>/•)  et  M„  Ic  coeflicient  de  -3".  On  suppose  qu'il 
eiiste  sur  la  circonfcrence  (R)  un  point  singulier  a  duns  Ic  domaiue  duquel 
CD  a 

F(5)  =  9(j)-Hll,(5-«)''.+...-hll/c-fl)\H-(c-a)H(5), 

k  ctanl  positif,  non  enlicr  et  supiiricur  aux  nombres  /i,,  h^,  ...,  /i  ;  les  coeffi- 
cients II  designant  <les  constantes,  'f  (c)  une  fonction  lioloniorphc  autour  de  a 
^t  't'(^)   ""<-^   fcmclion    finie    dan»i   b*   voisinjifjc  df  n.  Pans  ces  ronditions,  Ic 
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coefficient  M'  de  z"  dans  la  fonction 


n 


F,(5)  =  H,(z-a)*.4-II,(2-a)*.H-...4-H^(;j-a)S, 
diffcrc  de  M„  d*une  quantity  de  I'ordre  de  rr r- 


Appell.  —  Du  lautochronisme  dans  un  syslemc  materiel.  (99^- 

998). 

Uo  systeme  k  liaisons  inddpcndantes  du  temps  est  sollicit<^  par  des  forces 
connues,  ne  dependant  que  du  lieu.  On  suppose  que  la  position  du  systenoe  soil 
dc^finie  par  k  parametres  geometriquement  ind^pendants. 

Quelles  nouvellcs  liaisons,  au  nombre  de  A:  ^  i,  faut-il  imposer  ft  ce  sjstcme 
pour  que  le  systeme  k  liaisons  completes  ainsi  obtenu  soit  tautochrone, 
c'est-ft-dire  mette  le  m6me  temps  k  revenir  k  une  position  d^termin^  quelle 
que  soit  la  position  initiaJe  dans  laquelle  on  I'abandonne  k  lui-m6fne  sans 
Vitesse? 

II  faut  et  il  suffit  que  Ics  k  parametres  ^„  7,,  ...,  ^i  v<^rifient  les  deux 
relations 

Q,  dq^-^  Q,  rf^,4-. .  .4-  Q4  c?^4  =  —  11*  dSy 

dont  la  scconde  a  pour  premier  membre  Texpression  du  travail  virtuel  et  ou 
les  «.j  reprcsentcnt  les  coefficients  de  la  force  vive 

Comme  on  n'a  que  deux  relations  pour  determiner  ^,,  7,,  ...,  ^^  en  fonction 
dc  «,  on  doit  se  donncr  arbitrairement  A*  —  a  relations  compatibles  entre  7,, 

Poincaf'c.  —  Siir  la  propaj^alion  des  oscillations   herlziennes. 

(io46-i(>48). 

t'n  lil  Ires  niinre  et  rectilipue  que  Ton  prciid  pour  axe  <les  5  a  une  exlrcmile 
librc  que  Ton  prcnd  pour  orif;ine  ct  est  indelini  dans  I'autre  sens.  On  suppose 
(fu'a  Torigine  se  produise  une  perturbation  quelconque.  Comment  cetle  per- 
turbation va-t-clle  se  propajjcr  le  ionj;  du  fii  ct  dans  Ic  dielectriquc  envi- 
ronnant? 

SoicnL  A  un  point  (luelconcjue  du  fil,  u  sa  distance  k  IVirigine;  M  un  point 

quelconque  du  dielectriquc,  p  sa  distance  au  (il,  r  —  Vp*-+-  (-  -  m)*  sa  distance 
au  point  A. 

M.  Poinrard  suppose  que  la  perturbation  se  propapc  lo  long  du  fil  avcc  une 
Vitesse  constanlc  et  egaie  a  reiie  de  la  lumiere  qu'il  ehtusit  pour  unite. 

Soit  alors  V{u  —  t)   le  courant  au  point  A.  Soit  II  la  fonction  de  Hertz, 

rVsl-a-dire  une  fonrli«Ki  de  p.  5,  t,  telle  (fuc  la  force  magnetique  et  les  deux 

roinposanles  dc  la   forre  electrique  perpemlirulairc  ct  parallele  au   fil  >oienl 

re>pceti\eincnl 

r)Ml  fMl  f>M^I  i^   <>I1 
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L*auteur  trouve 


F(w  —  t-h  r)du 


r 


d'oii,  si  le  point  M  est  trt^s  voisin  du  fil, 

m  ___     Fjz  —  t) 
dp  ~      '         P 

Ainsi,  dans  le  voisinage  du  fil,  la  force  magn^tique  et  la  composanle  de  la 
force  61ectrique  perpendiculaire  au  fil  varient  k  peu  pres  en  raison  inverse  dc  p. 
La  composante  parallele  est  beaucoup  plus  petite,  car  elle  resle  flnie  pou/ 
p  =  o  et  se  rMuit  k 

\[F{z^t)-V'{z-t)l 
L'^quation  rigoureuse  dcs  lignes  de  force  est 

FC'-o  — ')('-+-  jj  =  const. 

Elles  coupent  normalement  le  fil,  ce  qui  justifie  I'liypolhese  que  la  vitesse 
de  propagation  dans  le  fil  est  ^gale  k  celle  de  la  lumiere. 

Mais  cette  thdorie,  quoique  plus  approch^e  que  celle  de  Hertz,  ne  rend  pas 
encore  compte  de  ramortisscment  dcs  oscillations  obscrvt^  par  M.  Blondlot. 

Jladamard.  —  Surles  fonclions  enlieres  de  la  forme  e^^-^*.  (io53- 

I033). 

Soit  une  fonction  entiere  9(^7)  d^velopp^e  en  serie  de  Taylor,  et  telle  que  le 

coefficient  de  x*"  soit,  k  partir  d'un  certain  rang,  moindre  que r—*  L'auteur 

(m!)* 

|x|— ^  • 

montre  que  cette  fonction  crolt  moins  vile  que  e     «— «,  si  petit  que  soit  s.  Si 

done  cette  fonction  est  de  la  forme  e^  (-''),  la  partic  r^elle  de  G(  jr)  augmente 

1 
(du  moins  quand  elle  est  positive)  plus  lentement  que  |j?]«  — %  et  par  suite 
G(:r)  ne  pent  ^tre  qu'un  polynomc. 

Ces  r^sultats,  subsistant  quand  on  change  d'une  fa<;on  quclconque  les  premiers 
coefficients  de  la  fonction  9,  permettent  d*etablir  le  tli^ordmc  bien  connu  de 
M.  Picard  pour  les  fonclions  enlieres  dont  les  coefficients  satisfont  k  la  condi- 
tion ci-dessus. 

'Arone.  —  Un  theoreme  sur  les  fonclions  harmoniques.  (io55- 
1007). 

Une  fonction  harmoniquc  continue  pour  tous  Ics  points  de  Tespace  k  distance 
finie  et  qui  ne  pent  prendre  toutes  les  valcurs  entre  —  x  et  +00  doit  ndccs- 
sairement  se  r^duire  k  une  constantc.  De  \k  ces  corollaircs  : 

t*   Une   fonction  harmoniquc  regulicrc  en  lous  les  points   k  distance  (inic 
duit  necessairement  s'annuler. 
2*    Une    fonction   harmoni({ue   reguliere  pour  lous  les  points  k  distance  fmic 
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et  donl  la  valeur  absolue  rcstc  infericiire  k  une  quantile  fixe,  se  r^duit  4  uoe 
conslanlc  (  propriet<^  bicn  connuc). 

Schlesinger.  —  Sur  la  theorie  dcs  fonclions  fuchsiennes. 

M.  Schlesingcr  a  d(^montr6  {Journal  de  Crelle,  t.  1U5)  que  les  fonctioos 
fuchsiennes  sym^triqucs  dc  deuxiemc  fumille  pcuvcnt  6lre  consider^es  conimc 
Ics  limites  de  certaines  functions  algcbriques  correspondant  ^  une  s^rie  des 
sous-groupcs  du  groupc  dc  ccs  fonclions  fuchsiennes. 

Actueiicment  il  ^tend  ce  mode  de  gc^n^ration  au  cas  dcs  fonctions  facbsiennes 
dc  genre  zdro,  mais  d'ailleurs  quclconques. 

Demoulin,  —  Sur  les  relations  qui  existent  entre  les  elements 
infinltesimaiiK  de  deux  surfaces  polaires  rt'ciproques.  (i  loa- 
I  io4). 

Parmi  les  divers  rcsultats  oblenus  par  M.  Demoulin^  signalons  sculement  le 
suivant,  relatif  aux  surfaces  algt'briques  dcveloppables  el  qui  nVst  qu'un  cas 
parliculier  d'un    thdorcmc  relatif  aux  surfaces  algcbriques  les  plus  generates. 

Kn  un  des  points  communs  ^  une  sdcante  (I))  el  a  une  devcloppable  alge- 
btiquc,  soicnl  W  ic  ra^'on  de  courbure  principal,  ci  et  9  les  angles  que  (D  )  fait 
rcspeclivemenl  avcc  la  gc^'nt^ra trice  el  la  normale,  on  a 

„    sin'm 
U  cos'  9 

Ce  theori^me  pcrmet  d*^tablir  plusieurs  propri^tes  infinit^simales  des  cubiques 
gauches  el  des  bi(|uadrati(iucs  gauchcs  <lc  premiere  espece. 

I^(iinlc\e.  —  Sur  Ics  Iransfornialions  en  M(''cani(|uc.  (i  \o\-\  107). 

L'auleur  ajoulc  divcrscs  rcmanfucs  au  pr(il)lemc  qu'il  a  [»osr  ct  resolu  <laits 
une  Communication  anlcrieurc  : 

Ktant  (lonnc  un  systi'ine  ({'equations  de  Lagrange 

former  tons  les  syslemcs  (re(|uations 

(I  //H'  \        in  .  dr'     . 

<•>     ,/a,77;')-;7r  --'^'.('- ''>•     '•:=,//<'  =  •••' '). 

lels  (|uo   les  relations   onlre   les  i\  (lefmies  par  (j)  sc  deduisent   des   relationN 
entre  les  <j ^  delinies  par  (1).  par  un  clian;;ement  de  variables 

7,--  r,(''. '"i)- 

M.  I'.iiiiieve  fait,  eii  tenninant,  reinarquer  Ics  diflTerenrcs  ipii   existcjit  cnlrc 
ie  |»i'ol»leiiie  jprii   Iraile  el  eelui  (pie  s'e^l  pose  M     \\.   Lioii\ille. 
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Painleve,  —  Sur  les  int^grales  de  la  Dynamique.  (1168-1 171). 

Generalisation  de  cetle  proposition  de  M.  Darboux  : 

Si  Ton  salt  r^soudre  le  problcme  du  mouvement  d'un  point  M  pour  une  cer- 
taine  fonction  de  force,  on  sait  determiner  les  g^od^siques  de  cette  surface. 

Liouville  (/?.)•  —  Sur  les  Equations  de  la  Dynamique.  (1171- 
1172). 

«  S'il  s'agit,  dit  Tauteur,  d'etudier  en  general  le  mouvement  d'un  systeme 
de  points  soumis  k  Taction  des  forces  qui  derivent  d'un  potentiel  et  notamment 
les  transformations  que  peuvent  subir  les  equations  de  ce  mouvement,  il  est 
perrois  de  se  borner  aux  cas  ou  les  forces  s'evanouissent,  c'est-^-dire  au  pro- 
blcme des  geodesiques  generalise. 

»  Les  resultats  obtenus  pour  ce  dernier  probleme  s'etendent  d'eux-memes,  et 
sans  determiner  la  constante  de  I'energie,  aux  cas  en  apparence  plus  generaux 
oil  les  forces  existent  et  admettent  un  potentiel.  » 

De  Sparre.  —  fiquation  approch^e  de  la  trajectoire  d'un  pro- 
jectile dans  I'air  lorsqu'on  suppose  la  resistance  proportionnelle 
a  la  qualrieme  puissance  de  la  vitesse.  (11 72-1 174). 

Le  capitaine  russe  Zaboudski  a  donne  une  solution  de  cette  question  au  moycn 
des  fonctions  elliptiques  et  en  partageant,  pour  les  grands  angles  de  projection, 
la  trajectoire  en  trois  arcs. 

M.  de  Sparre  indique  les  principes  d'une  methode  qui  donne  des  resultats 
presque  identiqucs  au  moyen  de  fonctions  elemcntaires. 

Poincare.  —  Sur  la  propagation  des  oscillations  ^lectriques. 
(1229-1233). 

M.  Poincare  a  etudie  rccemment  la  iheorie  de  la  propagation  des  oscillations 
hertziennes  le  long  d'un  fil  indefini.  En  supposant  Ic  fil  infiniment  mince,  il  a 
trouve  que  Tamorlissement  devail  etre  nul. 

II  reprend  le  meme  probleme  en  assimilant  celte  fois  Ic  fil  k  un  cylindrc  de 
revolution  de  diametre  p^. 

Si  Ton  prend  I'axe  du  cylindrc  pour  axe  des  5,  et  si  Ton  appclle  p  la  dis- 
tance d'un  point  M  du  dieiectriquc  ^  ccl  axe;  tx  sa  distance  &  une  generatricc 
qoelconque;  r  sa  distance  au  point  oil  celtc  generalrice  coupe  Ic  plan  des  xy, 
r,  sa  distance  k  I'originc;  9  le  diddre  forme  par  les  plans  qui  se  coupent  sui- 
vant  I'axe  des  z  et  qui  passent  Tun  par  Ic  point  M,  I'aulrc  par  la  generatrice 
consideree,  on  trouve  pour  la  fonction  n  de  Hertz 

d\\         r^'^Vir-  t)(r-hz)  p_G„coso    . 
^?       Jo  '•  H-^  * 

F(r  — /)  etant  Tintensite  du  courant  do  conduction. 
Comme  le  diametre  n'est  pas  Ires  grand,  r  dilTcre  peu  de  f\  et  Ton  a  sensi- 
Bull.  des  Sciences  matheni.f  2*  scric,  t.  Will.  (.Mai  iS^].)  R.8 
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blemcnl 

(^11  V       p 


Par  suile,  le  champ  ^lectromagndtique  est  seosiblement  le  m^nie  4  Text^ricur 

du  ni  que  si  le  courant  ^tait  concentre  sur  I'aie. 

Les  carrds  de  la  force  magn^tique  et  de  la  force  6Iectriqoe  sont  respectiTC- 

ment 

F'«         p*  F'»         p'        F« 

Pour  avoir  I'^nergie,  il  faut  faire  la  somme  de  ces  deux  carr^y  iot^grer  cctte 
somme  dans  toute  I't^tcndue  du  didlectrique  et  diviser  par  3ic.  Si  Too  fait  le 
calcul  en  ndgligcant  les  quantit^s  de  I'ordre  de  p,,  et  qu'on  pose  r. —  f  =  i^,  00 
Irouvc  pour  T^ncrgie  totale 

Pour  qu'il   y  ei^t  conservation  de  Tdncrgic,  il   faudrait  que  -^   (ikl   nol; 

comme  il  n'en  est  pas  ainsi,  pour  conscrver  au  courant  de  conduction  son  in- 
tensity primitive,  il  faudrait  lui  fournir  dans  le  temps  £f^  unequantitdd'^oergie 

<^gale  ^  "^JT^^'y  ^*  done  une  source  ^trangcre  nc  fournit  pas  cette  qoantiti^ 

d'encrgic,  il  faut  que  le  courant  s'amortisse.  Le  taux  de  ramortissemcDt  est 

-, rr;  cc  rapport  devicnt  infiniment  petit  avec  p.. 

di   2L 

«  II  scrait  curieux,  dit  M.  Poincar^,  mais  sans  doute  assez  difficile,  de  rcrifier 
exptTimcntalemcnt  les  consequences  de  cette  lh<5orie  en  chcrchant  si  Tamor- 
tisscmenl  depend  du  dianielrc  du  Hi.  » 

Serret  (P-)-  —  Siir  iinc  propriele  commune  u  trois  groupes  de 
(icux  polygones  :  inscrits,  circonscrils  011  conjugues  a  une 
memc  conique.  ( 1 254-1  aSG). 

Soient,  dans  Ic  plan  d'unc  conique  S, 

les  sommets  successifs  des  polygenes  consider^s,  inscrits  tous  deux,  ou  lou-* 
deux  circonscrils,  ou  Tun  el  i'aulrc  aulo-conjugucs  h  S.  Les  cul<^s  successifs 

(les  (l<!u\  polygones  se  coupant  deux  u  deux  aux  points 

a,  by  . . . ,  r. 

oil  :i,  de  }  n  inynieres  (IKTerenlcs,  la  rclalicni 

(ix    (t\'        bf  b i'  v\  c'V        ,  . 

a .»  (t .»         b^  b.\  c\   c\ 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  91 

Cette  relation  fournil  une  demonstration  tr^s  simple  du  th^oreme  de  Fon- 
celet,  sur  les  polygones  simultan^ment  inscrits  et  circonscrits  d  deux  co- 
niques  S,  S'. 

resse.  —  Sur  les  d^veloppements  canoniques  en  s^rie  dont  les 
coefficients  sonl  les  invariants  difi*<^rentiels  d^un  groupe  con- 
linu.  (i256-i258). 

^tant  donn^es  n  variables  indiipendanles  j:,,  . . .,  ^„  et  /?  fonclions  z^y  .  ..<,z 
«Je  ces  variables  soumiscs  aux  transformations  d*un   groupe  continu  fini  ou 
■nfini 

«3n  sait  (Lie)  qu'il  cxiste  une  suite  infinie  d'invariants  diff^rentiels,  qu'on  pent 
<Jeduire  d*un  nombre  fini  d'entre  eux  en  formant  le  quotient  de  leurs  determi- 
nants fonctionnels. 

M.  Tresse  a  d^j^  indiqu^  sur  un  exemple  particulier  comment  on  pouvait 
^ppliquer  les  d^vcloppcments  en  s^rie  au  calcul  des  invariants  difT^rentiels. 
2Mais  on  pent  enoncer  une  proposition  g^neralc  qui  rdgit  cette  th^orie. 

Soient,  dans  le  voisinage  d'un  point  arbitrairc  {x^yZ^)y 

<  i)  ;j.=  xir+Sjfl.JXt  — jr;) -+-••• 

V«s  equations  de  la  multiplicity.  Quand  on  cfTectue  une  transformation  du 
^Troupe,  Ic  point  {x^yZ^)  dcvient  le  point  {x'^^  <?o)>et  la  mulliplicite  transform^e 
«*  pour  equations 

<«')  z\  =  z';-^-:ar,{x[-xX)-^-.... 

Un  invariant  difTdrenticI  est  une  fonction  des  x^  et  des  coefficients  dc  (i), 
Cil  ui  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  y  remplace  les  Icttres  par  les  letlres 
Skccentuees.  La  proposition  annoncce  est  aiors  la  suivantc  : 

Qu*on  dispose  des  arbilraircs  de  la  transformation  dc  facon  que,  parmi  les 
"^  et  les  coeflicients  dc  (T),  un   certain  nombre  aient  des  valeurs  fixes  arbi- 
K^aires.  La  transformation  ctant  ainsi  determinee,  les  expressions  des  aulres 
coefficients  de  (T)  en  fonction  des  x^  ct  des  coefficients  de  (i)  sont  les  inva- 
'■ants  diirerentiels  du  groupe. 

Sparre,  —  Sur  le  calctil  du  coefficient  de  resistance  de  Fair 
1  orsqu'on  suppose  la  resistance  proportionnolle  a  la  qualrieme 
uissance  de  la  vilesse.  (1 9.59-1  a()i). 


cjulesco.  —  Sur  la  stabilil<'>  du  niouvenient  dans  un  cas  particu- 
1  ierdn  problemc  des  Irois  corps.  (iSSp-iS/Ji). 


probieme  resolu  par  M.  Coculcsco  a  ete  pose  par  M.  de  Haertl. 

Oaos  une  6toile  double,  les  orbites  des  deux  masses  egales  A  et  B  sont  cir- 

^^  ^^  laires.  Un  troisieme  point  C  dont  la  masse  est  infiniment  petite  se  meut  dans 

'^       plan  de  ces  orbites,  de  maniere  qu'a  Torigine  il  se  trouve  sur  le  prolonge- 

nt  de  AB  ^  une  distance  de  A  ^gale  in  la  moilie  de  BA  et  que,  en  quittant 
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celte  posilion,  il  li^crirait  autourdc  A  une  orbite  circulaire,  si  B  D*exiftUit  pas. 
(A  roriginc,  tous  les  mouvements  sc  font  dans  le  m^me  sens.) 

M.  de  IlaertI  a  montr^  que,  vers  la  (in  de  la  troisidme  revolution,  le  mobile 
tend  k  s'^loignerdu  centre  d'attraction  A.  Lc  mobile  continuera-t-il  i  s'^loigner 
ind^finiment? 

La  reponse  k  cette  question  est  nc^gative,  comme  le  fait  voir  M.  Coculesco. 
De  plus,  il  y  aura  stability  au  sens  ou  Tcntend  Poisson,  c'cst-i-dire  que  le 
mobile  passera  une  infinite  dc  fois  aussi  pres  qu'on  voudra  de  sa  position 
initiale. 

Poincare,  —  Sur  rapplicatioo  de  la  m^thode  de  M.  LiDdstedt  au 
probleme  des  trois  corps.  (iSoS-iSog). 

L'auteur  montrc  quela  mdtbode  dc  M.  Lindstcdt  pcul  t^tre  appliqu^e  i  Ti^tudc 
des  variations  secuiaires  des  orbites  des  planetcs,  mais  qu'clle  ne  pcut  ^aos  mo- 
dification s'ctendrc  au  probldme  des  trois  corps,  et  queliessont  les  modificatioDS 
k  faire  pour  que  ceia  dcvicnnc  possible.  11  est  inutile  d'ajouter  que,  dans  la  m<S 
thode  modifii^c  par  M.  Poincare,  commc  dans  la  mt^tbode  originale  de  M.  Lind- 
stcdt, les  series  ne  sont  pas  convcrgentes,  mais  sculement  semi -con  vergentes. 
comme  la  s^rie  de  Stirling,  ce  qui  limite  les  conditions  dans  Icsquellcs  on  peat 
s'en  servir. 

Picard,  —  Sur  une  classe  de  fonctions  analjtiques  d^une  variable 
dependant  de  deux  conslantcs  rdelles  arbitraires.  (i3io-i3ia). 

M.  Poincar(^  a  montr^  que  les  equations  difTt^rentielles  du  premier  ordre, 
dont  les  int^gralcs  ont  Icurs  points  critiques  fixes,  ne  peuvent  conduire  i  des 
transcendantcs  nouvellcs. 

M.  Painlev«^  a  fail  voir  qu'il  en  est  de  in<>mc  pour  les  Equations  du  premier 
ordre,  donl  les  intc^ralcs  n'onl  qu'un  noiiibrc  limits  dc  valeurs  autour  de* 
points  critiques  mobiles. 

M.  Picard  se  dcmande  si  Ton  ne  pourrait  pas  obtenir  des  classes  de  fonctions 
d'un  caractere  plus  f;eneral,  en  considerant  des  fonctions  analytiques  d'une  va- 
riable complexc  dependant  dc  deux  constantex  reellesj  qui  ne  dependent  pas 
d'une  seule  cons f ante  coniplexe. 

Pour  cela,  il  forme  les  <|uatrc  equations 

tin 

-—  —       /( //,  !•,  r,  r  ,). 


(•) 


1  ihi 

■^  ( //.  i".  x^  y  ), 

1    '()X 

—  '^  (  //.  K\  X,   y  ). 

/{ 11,  1-,  .r,  r  ). 

oil  u  el  I'  >onl  <ieu\  fonctions  reclles  des  deux  vaiiables  rt^elles  j*,  y. 

Ces  quail e  equations   admettronl    uii  sysUnic   iu,y)  de  solutions  dependant 
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de  deux  constantes^  si  Ton  a,  entre  /  ct  9,  les  deux  relations 

\du'^  dv)^       \di>        duJ'^'^Ox       dx 

\du       du)^       \du       dv)^       dy       dx  ~    ' 

Les  ^uatioos  (1)  di^finissent  alors  une  famille  de  foDCtions  analytiques 

m-mV=F(5,  C„  C,) 

de  la  variable  z  =  x  -\-  iy^  renfermant  deux  constantes  reelles,  C,  et  C,. 

6tant  dono^  un  syst^me  (i),  on  peut  reconnattre  si  les  inl^grales  ont  leurs 
points  critiques  fixes  (independanls  de  C,  et  C,).  M.  Picard  regarde  comme 
tr&s  probable  que  les  integrates  de  ces  Equations  constituent  un  type  nouveau 
de  transcendantes. 

Serret  (P.).  —  Sur  une  propri^t^  commuDe  k  trois  groupes  de 
deux  polj'gones  :  inscrits,  circonscrlts  ou  conjugu^s  k  une  co- 
nique.  (i343-i345). 

Painleve.  —  Sur  les  groupes  discontinus  de  substitutions  non 
IiD^aires  k  une  variable.  (i345-i347). 

M.  Poincar^  a  enscign^  ^  former  tons  les  groupes  discontinus  de  substitu- 
tions lin^aires 

c.c.-hrf/ 

M.  Painlcvd  ^tudie  les  groupes  de  substitutions  dans  lesquelles  k  une  valeur 
de  z  correspond  un  nombre  donn^  n  de  valeurs  dc  z^.  U  ramene  la  thdorie  de 
ces  groupes  k  celie  des  groupes  lindaires. 

D'abordy  si  n  est  un  nombre  premier  quelconque,  les  groupes  discontinus  non 
algebriques  de  substitutions  k  n  valours  {Zy  z-)  se  dt^duisent  des  groupes  li- 
D^aires  {ty  /,)  par  un  des  deux  ciiangcments  dc  variables 

;;  =  ?(/),         n(5)i=^ 

od  9  et  R  sont  des  fonctions  rationnclles  de  degrd  n.  Les  groupes  a1g(^briques 
{z,  Zi)  se  d^duiscnt  des  groupes  lineaires  finis  par  les  memcs  changemenls  de 
variable,  ou  sont  scmblables  ci  un  groupc  de  transformations  en  e!lc-m6me 
d'une  courbe  de  degr^  n  et  dc  genre  plus  grand  que  z^ro. 

Si  n  est  un  enticr  quclconquc,  tout  groupe  discontinu  non  algcbrique  de 
substitutions  k  n  valeurs  (;;,  z-)  se  deduit  d'un  groupe  lint^airc  {t,  zjj  par  un 
changement  algcbrique  de  la  variable  F(/,  z)  =  Oy  oil  F  est  un  polynome  de 
degrc  n'  en  z,  de  degre  n"  en  t{n'n'  —  t).  Tout  grouf)e  algcbrique  (5,  z-)  se 
deduit  d*un  groupc  lineairc  fini  par  le  in<}nic  cliangemenl  de  variable,  ou  est 
semblablc  algebriquemenl  a  un  groupc  do  Iransrormalions  en  elle-ni<!^mc  d'une 
courbe  C  de  degre  n"  et  de  gonrc  plus  grand  que  zt'-ro  :  A  chaquc  point  dc  C 
Correspondent  n'  valeurs  dc  z. 

Ces  rosultats  sont  a  rapproclior  du  llieorcnir  dc  M.  Lie  :  lout  groupe  con- 
linu  {Zy  Z-)  est  semblable  a  un  groupe  lincaire  {t,  /,). 
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Raffy.  —  Siir  le  probl^me  general  de  la  deformation  des  surfaces. 

(1407-1409). 

Lc  probldme  qui  coosisle  ^  trouver  toutcs  les  surfaces  admetUnt  an  ^Ument 
lin^airc  donn^ 

peut  ^tre  ramend  k  la  determination  de  la  courburc  mojenne  h  et  de  I'aogle  6 
que  fait  Tune  des  courbes  coordonndes  v  =  const,  avec  Tune  des  lignes  asympto- 
tiqucs. 
line  fois  0  connu,  h  sera  donnd  explicitcment  par  I'dquation 

hl^iCs'm^)-^  ^(AcosO)]  4-v/^r^(C^cose)-  ^(A^A  sine)!  =  0. 

—  A'  ddsignant  la  courbure  totalc. 

Quant  4  Tinconnuc  0,  clle  vdrifie  unc  Equation  lineait^  par  rapport  aux 
derwees  secondes  de  0,  ct  que  Ton  obtiendra  en  substituant  la  valeur  de  A, 
lirde  de  la  relation  precddcnte,  dans  I'dqualion 

^(/lAsine-  4-(^Ccose)H-  i/k\  ^{\\fkcosb)-^-  4"  (Cv^  sinO)  1  =  o. 

Schlesinger,  —  Sur  la  ihdorie  des  fonctions  fiichsiennes.  (i4o5- 
i4ii). 

La  decomposition  des  groupcs  fuclisiens,  que  Tauteur  a  indiqudc  precc- 
demment  en  supposant  que  le  groupc  soit  forme  de  n  substitutions  fondamen- 
tales  entre  lesquelles  n'cxisle  aucune  relation,  donne  naissance  k  une  suite  in- 
definie  de  fonctions  algdbriques  d'une  variable  j:,  convergenle  vers  une  liniite  2 
dont  X  est  unc  fonction  fuchsicunc  du  genre  zero  ct  de  ia  deuxicme  ou  qua- 
tricnie  faiiiiilc.  Cost  cc  que  i'auteur  eiablil  pour  les  fonctions  de  la  dcuxiemc 
faniilie,  donnant  ainsi  unc  demonslration  nouvclle  du  iheorcmc  fondamental 
dc  M.  Poincard  sur  lexislcncc  des  ctfualions  fuclisicnncs  d'un  type  donne.  de- 
nionslralion  qui  nc  s'appuic  pas  sur  la  nielliodc  de  continuity,  niais  dans 
laquelle  il  faut  appiiqucr  lc  principc  d«;  Diriclilcl,  pour  pouvoir  conclure  TcxIn- 
tencc  d'nne  fonclion  alurhriquc,  appartcnant  a  une  surface  dt*  Hiciuann 
(h>nnrc. 

Painle\,u''.  —  Siir  les  transforinalions  nn  Mecanicjiic.  (i^i-^-i  1i4)- 

L'autcur  insistc  sur  la  diflTercnce  qui  exisle  cnlrc  lc  problrmc  dc  Iransfor- 
Hialion  qu'il  a  resolu  el  celui  que  sest  pose  M.  1{.  Liouvillc. 

DOcdf^nr.   —   Sur  hi  deterininalion   du   point    le  plus   prohuhle 
donne  par  une  serie  de  droites  non  converf^enles.  (i4  1 -^-i^  *^^)- 

litanl  donncrs,  sur  un  plan,  n  dnnlcs  d^,d^,  ...,r/,,,  trou\rr  un  point  M  Ifl 
que,  si  0  ,  ^^ 0^  (lt'>i{;ncnl   sc>  disiunccs  a  rrs  //   (hoilc*,  la  MHiinif 

oil  A,.  Aj,   ..  .,  A^  sonl  Ac**  r<»nslanlcs  donnces  soil  niinimnm. 
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Voici  la  solution  de  ce  probUmc  propos^e  par  M.  d'Ocagne. 

Octant  un  point  quelconque  du  plan,  soicnt  : 

G  le  centre  de  gravity  des  masses  A-,,  k^,  ...,  k\  rcspectivement  appliqudcs 
aux  projections  du  point  O  sur  les  droites  d^y  d,^  . . .,  d„; 

II  le  centre  de  gravity  des  mdmes  masses  appliqu^es  aux  projections  de  G 
sur  les  paranoics  k  ef,,  d,^  ,..,  d^  mendes  par  O; 

K  la  projection  de  II  sur  la  perpendiculaire  k  OG  men^e  par  O; 

I  le  point  oil  Gil  coupe  la  perpendiculaire  ^levee  en  O  ^  OH. 

Le  point  cherch^  M  est  ^  la  rencontre  de  OH  et  de  la  perpendiculaire  mence 
par  G  i  IK. 

Mangeot,  —  De  la  loi  de  correspondance  des  plans  tangents  dans 
la  transformation  des  surfaces  par  symetrie  courbe. 

Soient  S,,  S,  deux  surfaces  sym^triques  Tune  de  Taulre  par  rapport  k  une 
surface  S;  on  les  regarde  comme  d^crites  respectivcment  par  les  deux  extr^- 
mit^s  m,)  m,  d*un  segment  de  longueur  variable  qui  dans  son  displacement 
reste  normal  en  son  milieu  m  k  la  surface  S.  Soient  P,,  P,  les  plans  tangents 
en  m„  m,  k  S,,  S, ;  <,,  t^  les  traces  dc  ces  deux  plans  sur  un  plan  principal  11 
de  S. 

La  loi  de  correspondance  cnlre  les  plans  tangents  P,  et  P,  est  donn^e  par  le 
thdordme  suivant  qui,  P,  etant  donn^,  permct  de  construire  deux  droites  de  P, 
par  I'emploi  des  deux  plans  principaux  D,  11'  et  des  deux  centres  de  ceurbure 
O,  O'  de  la  surface  S; 

Si  r  d^signc  la  projection  du  point  de  concours  de  ^,  et  t^  sur  /7i,,  m^  le  sy- 
m^trique  de  r  par  rapport  k  m  est  le  conjugu^  harmonique  de  O  par  rapport 
k  m,  et  m,. 

L'aateur  d<Sveloppe  diverses  constSqucnccs  dc  cettc  proposition.  II  fait  re- 
marqoer  que,  si  S  est  une  surface  minima,  les  projections  sur  m,,  m,  du  point 
de  rencontre  de  <,,  /,  et  du  point  de  rencontre  £',,  /',  (corrcspondant  ^  n')  se- 
ront  toujours  sym^triqucs  par  rapport  k  S,  propri^te  qui  n'apparticnt  qu'aux 
surfaces  minima. 

Flamanl.  —  Sur  la  repartition  des  pressions  dans  un  solide  rec- 
tangulaire  charge  transversalement.  (i  463- 1 466). 

L'auteur  ^tudie  les  pressions  qui  se  ddvcloppent  aux  dilf^rents  points  d'un 
prisme  rectangulaire  vertical,  de  longueur  et  d'dpaisseur  infinics,  soumis  sur  sa 
face  sup^rieure  k  une  charge  normale  appliqu^e  en  tons  les  points  d*une  droite 
perpendiculaire  a  ses  deux  autres  faces,  et  egalc  a  F*  par  uniltS  dc  longueur. 

Prenanl  pour  origine  le  milieu  ()  de  celle  droile,  pour  axe  des  ycetle  droite 
elle-m^me,  tracant  Taxe  desx  liori/ontalemcnt  et  celui  des  z  vcrlicalement  de 
haut  en  bas,  I'auteur  inontre  que  lous  les  points  situcs  dans  un  mt^me  plan  pa- 
ralldle  aux  zx  restent  dans  ce  plan  ct  que  tous  les  points  places  sur  une  m<^me 
droite  parallcle  k  I'axe  des  y  restent  sur  une  parallcie  a  rol  axe.  11  suffil  done 
d'<^tudier  ce  qui  se  passe  dans  le  plan  des  zx. 

Avec  les  notations  u  si  Ices,  <>n  lrou\o  alors 

^V  x'z  »P  c'  r  2P  xz* 

'  izr     1"  '  '  T.r/"  y  zr     /' 

( >.  ■;-  ;j )  r  /  ■ 
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De  plus  la  pression  totale  sur  un  ^l^ment  plan  quelconque  est  ind^pcndante 

de  la  direction  dc  cet  Element.  Si  Ton  appelle  a  et  a-hda.  les  angles  forno^ 

avec  la  verticale  par  les  rayons  vecteurs  qui  vont  de  Torigine  aux  deax  eztr^- 

aP 
mit^s  de  I'dlement,  la  pression  totale  qu'il  supporte  est  — -cosacfay  et  cette 

pression  est  toujours  dirig^e  vers  Torigine. 

Boussinesq .  —  Des  perturbations  locales  que  produit  au-dessous 
d'elle  une  forte  charge  r^partie  uniform^ment  le  loDg  d'une 
droite  norm  ale  aux  deux  bords  k  la  face  sup^rieure  d^une 
poutre  rectangulaire  et  de  longueur  ind^finie  pos^e  de  champ 
soit  sur  un  sol  horizontal,  soit  sur  deux  appuis  transversaux 
^quidistants  de  la  charge.  (i5io-i5i6). 


ATTl  DELLA  Rbale  AccAOEMiA  DEI  LiNCEi.  S^rie  4a;  Rendiconti;  in-4''- 

T.  VI,  1890;  I"  8emostre(*). 

Millosevich  {E.).  —  Sur  I'orbite  de  la  com^te  1889 II  (Barnard, 
mars  3i).  (6-7). 

Bordiga{G*).  —  Sur  une  cerlaine  congruence  du  troisi^me  ordre 
el  de  la  sixicme  classe  de  Tespace  ordinaire.  (8-1 3). 

Volterra  (V,),  —  Sur  les  equations  differenlielles  provenanl  de 
questions  de  calcul  dcs  variations.  (43-54). 

Les  equations  dilTercnlicllcs  que  I'on  oblient  en  posant  =  o,  la    variation 
f)reiniere  d'unc  integrulc 

I  —  fVdx^. .  .dx^, 
pouvcnt  prendre  la  forme 


tix^^      '     ()X^^ 

f)z,              f)U 
Ox,             (>//''' 

,  Ml'  _  d\\ 

f)z,                    ()\\ 

(')  Voir  BtiNctin,  Wll,.  p.  V. 
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Teciproquemenl  tout  systeme  analogue  k  celui-ci  peut  dtre  ramen^  k  un  pro- 
l>ldme  de  calcul  des  variations.  L'auteur,  apr^s  avoir  ^tabli  ces  deux  proposi- 
tions r^ciproques,  donne  quelques  relations  qui  passcnt  entre  les  fonctions  H, 
F,  etd'autres  fonctions  li^es  au  probleme  en  question.  Une  de  ces  relations  en 
particulier  est  appliqude  par  lui  h  T^tude  de  certains  cas  ou  les  fonctions 
inconnues  sont  d^termin^es  par  des  conditions  aux  limites. 

eano  (67.).  —  Sur  la  definition  de  Faire  d'une  surface.  (54-57). 

Voici  la  definition  donn^e  par  Fauteur  et  qui  ^vite  les  objections  que  Ton  a 
tfaites  aux  aulres. 

L'aire  d'une  portion  de  surface  est  la  Iimite  sup^rieure  de  la  somme  des  gran- 
deurs des  bivecteurs  de  ses  parties. 


Be  (A.),  —  Sur  les  groupes  complets  de  trois  transformations 
lin^aires  involutives  dans  les  espaces  de  n  dimensions.  (Sy-GS). 

Cjra,ribaldi{P,'M,).  —  L'activit^  solaire  etle  raagnetisme  terrestre 
k  G^nes  pour  Fan  1889  et  pour  la  p^riode  1873-89.  (65-73). 

jT'^cchini  {P.).  —  Sur  les  observations  de  taches,  facules  et  pro- 
tuberances solaires  faites  a  I'observatoire  rojal  du  College 
remain  dans  Ic  quatrieme  trimeslre  de  1889.  (80-81). 

^^igiavi  (C).  —  Sur  les  Equations  diflerentielles  lin^aires.  (86- 
90)- 

Les  Equations  dilTercntielles  lin^aires  du  second  ordre  k  coefficients  double- 
ment  p^riodiques  et  ayant  dans  le  parall^logramnie  des  p^riodes  un  seul  point 
critique  pour  les  intt^grales  admettent  une  intt^gralc  particuli^re  uniforme  de 
seconde  csp^ce,  si  les  racines  de  la  d^ternninante  relative  au  point  critique 
sont  des  nombres  cntiers. 

VoUerra  (  F.).  —  Sur  iinc  extension  de  la  tlieoric  Jacobi-Hamillon 
du  calcul  des  variations.  (127-138). 

Cette  extension  est  faite  au  moycn  des  fonctions  de  lignes  (notion  etubiie 
par  I'auteur  m^me  dans  ces  fiendtcontiy  I.  Ill),  en  formanl  une  fonclion  dc 
lignes,  qui  remplace  la  fonclion  caraclerislique.  L'auteur  suppose  que  I'inle- 
grale  don^  la  variation  premiere  doit   i^trc  annulec  soil  une  integrate  double 

I  -  ff\i  du  ch  ---  ff(p.u  ^  -  ")'/"  d^. 
(ftant 


It  II    /  ^  ^^1'  w  dij-,,     X.) 

1!   :-   H  (^,,    X,,  X.  /},,, //,    i).  />,,.  -.    — ,  ;  ,    -z      ^^^^^     ^/j 

et  les  equations  different iellcs  du  probleme  sont 

n 


— » 
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L'aulcur  considere  les  trois  fonctions  inconnues  J?,,  j:,,  jt,  el  les  p^f^  comme 
des  fonclions  des  lignes  qui  forment  le  contour  du  champ  d'iDt^gralion,  et,  en 
subslituani  leurs  expressions  dans  I'int^grale  donn^e,  il  obtient  la  foncUon  VV 
de  lignes  dont  nous  parlions  tout  a  Theure.  II  trouve  les  relations  diffdrentielles 
qui   doivcnt  6tre   satisfaites  par  W,  et  d^montre  deux  th^or^mes,  qui   pour 

H  =  -  (^;,-t-^2i-+-/?J,)  sc  r^duisent  k  deux  propositions  r^ciproques  sur  les 

systemes  de  surfaces  minima  et  sur  leurs  trajectoires  orlhogonaleSy  trouv^s 
par  M.  Padova  {Rendiconti  dei  Lined,  t.  IV). 

Tonelli  {A.).  —  Sur  la  connexion  des  espaces.  (i3g-i42). 

Nouvelle  dt^monstration  du  th^oreme  suivant  : 

«  Soit  (a)  un  syst^me  de  n  espaces  formes  de  t  dimensions,  qui,  mdme  corn- 
binds  cntre  eux  de  toute  maniere  que  I'on  veut,  ne  forment  jamais  le  contour 
complet  d'un  cspace  dc  ^  + 1  dimensions,  tandis  qu'ils  forment  un  tel  contour 
avec  tout  autre  cspace  fermd  de  t  dimensions;  soit  (6)  un  sysleme  analogue 
a  (a)  constitud  de  m  espaces,  et  ayant  ccs  mdmcs  proprietds.  Alors  on  doit 
avoir  m  =  n.  » 

Beina{V,).  —  Sur  les  lignes  conjuguees  d'une  surface.  (i56-i65). 

L'auleur  obtient  des  propridtds  relatives  h  ces  lignes  en  considerant  les  para- 
metres  diflfercntiels  du  premier  ordre,  relatifs  aux  formes 

A  =  E  du'-\-  iF  dudv-}-Gdv'=  ds% 

ds* 
B  =  L  du*  -t-  2  M  rfa  dv  -+-  N  rff'  =  — » 

P 
^       (  EM  -  FL)  rfM»-4-  ( EN  —  GL)  dudv^i  FN  —  GM  )  dv*        —  ds* 


V^EG  —  F^ 


-  clanl  la  torsion  gcodesique. 

T 


Piiicherle  {S.).  —  Sur  ccrlaines  inlegrales  parliculiercs  des  equa- 
tions difrcrenlielles  non  homoj^rnes.  {\i)(y?.o'i). 

Soil  r^quation 

elant 

Q(x)  -.  (x-  a,)(j7  — aj...(j:- a„. ), 

cl  P  un  polynomc  arbitrairc  de  degrc  ni  —  i ,  el  I'cquaUon  lz>  =^  o  6tant  suppos6' 
avoir  ses  integrales  reguliercs.  L'auleur  appellc/o/ic/io^i  simple  relative  a,  ^ 
unc  branclic  dc  fonclioii  analylique,  singulierc  en  a  cl  a  rinfini.  regulierc  e 
lout  autre  point,  el  se  roduisanl  monodroiiie  lorsqu'on  coupe  le  plan  depuis 
jusqu'a  rinfini.  Cela  pose,  Tauleur  dcmonlrc  ((uc  :  elant  a^  unc  des  racincz 
de  Q(j:),  on  pent  loujours  determiner  les  coefficients  de  P(J:)  de  manie*" 
que  Tequalinn  (i)  ail  pour  inlejirale  unr  fonrtion  simple  relative  a  3tj. 


i 
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Reina  ( V.),  —  Nouvelles  recherchcs  siir  les  lignes  conjugu^es 
d\ine  surface,  (aoS-aog). 

Expression  g^om^trique  des  formes  difT^rentielles  bilin^aires  : 

A*  =  E  du  hu  -\-  JF  {du  tv  -h  dv  lu)  -h  0  dv  Iv, 
B*  =  L  rfa  6a  4-  M  ( du  ^v-^  dvZu)  +  N  dv  6i», 
D*=  E,  rfM6a-+-F,(rfa6i^-4-rfv5a)-+-G,  dv^v. 

Tacchini  (P.).  —  Sur  les  observations  de  laches,  facules  et  pro- 
tub^raaces  solaires  faites  k  Fobservaloire  rojal  du  College 
remain  dans  le  premier  trimeslre  1890.  (225-226). 

Bianchi{L.).  —  Sur  une  classe  de  representations  ^quivalentes 
de  la  sphere  sur  le  plan.  (226-229). 

L'auteur  r^sout  le  probl^me  suivant  : 

«  Determiner  les  representations  d'une  sphere  sur  un  plan,  par  lesquclles  les 
aires  sont  conserv^es,  et  un  double  systdme  orthogonal  de  droites  du  plan  est 
rimage  d'un  systeme  orthogonal  sur  la  sphdrc.  » 

II  rattache  ce  probldme  k  la  thi^orie  des  surfaces  pseudospheriques  en  mon- 
trant  que  :  k  tout  couple  de  surfaces  pseudospheriques  complementaires 
correspond  une  des  representations  cherch^cs,  et  inversement.  La  forme  de 
reiement  lin^aire  de  la  sphere  devient 

Del  Re  (A,).  —  Sur  les  couples  de  formes  bilin^aires.  (237-244)- 

Dans  cette  Note,  Tauteur,  se  bornant  aux  formes  binaires,  demontre  que  :  la 
condition  ^n^cessaire  et  suffisante  pour  qu'un  couple  dc  formes  bilineaires 
sym^triques  /,  =  o,  /,  =  o  puisse  (itre  transforme  lincairement  en  un  couple 
scmblable /,'=  o,  /»=  o  est  que  cela  ait  lieu  pour  les  homographies  P,  V  qui 
r^sultent  respectivemcnt  dc  la  composition  des  involutions  I,,  I,  repre- 
sentees par /,  =  o, /,=  o,  el  de  celle  des    involutions  I',,  I',  representees  par 

/;  =  o,/,'=o. 

Cavalli  {E .).  —  Contribution  a  la  iheorie  des  transmissions  telo- 
dynamiques.  (244-^-60). 

Bianchi  {L,).  —  Sur  les  groupes  de  subsli unions  linc^aires  a 
coefficients  entiers  complexes.  (33i-3.'^()). 

Les  groupes  G  dc  substitutions  lincaircs 
k  determinant  ao —  ?Y  —  i,  les  coefficients  «,  p,  y,  0  prenant  tons  les  valeurs 
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entieres  complexes  form^es  avec  la  racine  qualri^me  i  ou  avec  la  racine  cu- 
bique  c  de  Tunil^  sonl  improprement  discontinus  en  tout  le  plan  complexc  z. 
lis  contiennent  cependant  un  nombre  infini  de  sous-groupes  proprement  discon- 
tinus fuchsiens  auxquels  correspondent  autant  de  classes  de  fonctions 
fuchsiennes.  Dans  cette  Note,  I'auteur  fait  la  recherche  des  substitutions  gene- 
ratrices et  du  polyedre  fondamental  du  groupe  G,  puis  il  interprete  g^ome- 
triquement  les  conditions  pour  qu*une  forme  binaire  quadratique,  4  inddter- 
min^cs  conjugudes,  soit  r^duite  suivant  Hermite.  Aprds  il  consid^re  les 
sous-groupes  exceptionnels  r  de  G,  d^finis  par  les  congruences 


(;;?)-(;•:)  <■»«-"■ 


(i.  dtant  un  nombre  premier  dans  le  champ  consider^,  etconstruit  un  grouse  A 
d'un  nombre  fini  de  substitutions  isomorpbe  avec  G,  dont  la  substitution  iden- 
tique  correspond  ^  r.  Si  (jl  est  complexe,  A  ne  diflfere  pas  du  groupe  modu- 
laire  ordinaire;  si  jjl  est  rdel    (premier)  et  dc  la    forme  t\n-h3  (ou  6/H-5), 

A  est  un  groupe  simple  de  dcgre  ^  ^ doublement  transitif  sur^'-h  i  Ele- 
ments, et  pour  q  =  Z  est  holo^driquement  isomorphe  avec  le  groupe  alterne 
sur  six  elements. 

Bigiavi^C).  —  Sur  les  equations  diff^renliclles  lineaires  a  coeffi- 
cients doublement  p^riodiques.  (339-346). 

L'auteur  donne  ici  une  extension  au  cas  des  Equations  de  Tordre  /i,  d'un 
Iheoreme  demontrE  par  lui-mEmc  pour  les  Equations  du  second  urdre  {v>oir 
ci-dessus).  Voici  le  tliEoremc  Etendu  : 

«  Les  Equations  difTErentielles  lineaires  k  coefficients  elliptiques  admettent 
un  groupe  d'inlegrales  uniformes  dans  lout  Ic  plan  lorsque  les  conditions  sui- 
vanles  sont  salislaites  : 

»  1°  Que  les  racincs  des  dclerminanles  relatives  aux  points  critiques  pour 
les  intcgrales  sonl  des  nombres  enliers; 

»  2°  One  Ton  pnisse  delermincr  un  parallelogramme  fondamental  dans  lequel 
existenl  n  —  i  intcgrales  distinoles  cl  uniformes; 

»  3°  Que  la  dernit^rc  intcgralc  qui  n'est  pas  nniforme  ne  rcprenne  pas 
la  inEnie  valcur  lorsque  la  variable  lournc  aulour  de  lous  les  points  siuguliers 
do  cc  parallelogramme.  » 

La  dcmonslralion  dc  ce  llicorcmc  est  fondc^e  sur  une  proposition  relative 
aux  subslilulious. 

Garibaldi  (P.-Af.),  —  Comparaison  des  deux  dcrni^res  p^riodes 
cnliercs  de  taclies  solaires  el  de  variations  declinoinetriques 
diurnes.  (346-35  i). 

Bianclii  (/>.).  —  Sur  une  classe  de  groupes  fuchsiens  reducliblos 
a  drs  f^roupos  modulairrs.  (3-;')-384). 
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M.  Picard,  dans  un  Memoire  sur  les  formes  binaires  quadratiques  ind^finies 
k  ind^termin^es  conjugu^es  et  4  coefficients  entiers,  traile  par  une  m^thode 
sp^ciale  le  cas  ou  le  determinant  A  est  la  somme  de  deux  carr^s.  M.  Bianchi 
moDtre  ici  que  Ton  peut  dans  ce  cas  ^tablir  un  syst^me  complet  de  formes  ^ 
determinant  Ay  sans  recourir  k  la  m^thode  de  reduction  continue.  Si  A  n'a  pas 
de  facteurs  carr^s,  ces  formes  se  distribuent  en  deux  ou  trois  classes  suivant 
que  A  est  pair  ou  impair.  Le  groupe  des  substitutions  sen)blables  d'une  telle 
forme  ( c'est-&-dire  des  substitutions  qui  la  transforment  en  elle-m^me)  peut 
etre  deduit  par  transformation  d'un  groupe  modulaire.  En  particulier  Texamen 
du  groupe  correspondant  k  la  forme  principale  donnc  un  moyen  simple  pour 
r^soudre  en  nombres  enticrs  r^els  Tequation  g^neralisee  de  Pell 

a«  -t-  p«  —  A  ( Y»  +  6» )  =  I . 

Tacchini  (P.).  —  Sur  la  distribution  en  latitude  des  ph^nomenes 
solaires  observes  k  Tobservatoire  royal  du  College  romain  pen- 
dant 1889.  (384-388). 

Millosevich  {E,).  —  Sur  I'orbilede  la  petite  plan^te  (^)  Libussa 
en  base  des  trois  oppositions  pass^es.  (391-392). 

Marcolongo  (/?.)•  —  S"**  '^^  geod^siques  trac^es  sur  les  qua- 
driques  sans  centre.  (392-399). 

II  s'agit  des  g^od^siques  trac^cs  sur  un  paraboloYde,  ct  en  particulier  sur  un 
paraboloYde  elliptique.  L'auteur  integre  par  fonctions  exponentielles  I'^qua- 
tion  difrerentielle  des  gdoddsiques  passant  par  les  ombilics,  et  cxprime  les 
coordonn^es  d'un  point  d'une  dc  ces  ligncs  par  des  fonctions  exponentielles 
dependant  d'un  seul  param<^tre.  Pour  les  gdod^siques  qui  partcnt  d'un  point 
quelconque,  I'auteur  exprime  les  coordonnt^es  par  des  fonctions  theta. 

Ciani  {E.),  —  Sur  les  surfaces  algcbriques  symctriques.  (399- 
407). 

Le  nombre  des  plans  dc  sym^lrie  passant  par  une  mcime  droitc,  qu'une  sur- 
face algebriquc  peut  admcltre,  peut  6tre  Tun  quelconque  des  nombres  non 
sup^rieurs  au  degr^  de  la  surface. 

Une  surface  algebrique  dc  Tordre  n  nc  peut  admettre  plus  de  /» de  ces  plans 
de  symetrie  sans  devenir  une  surface  dc  revolution. 

Apr^s  avoir  obtenu  ces  r^sulLats,  I'auteur  traitc  en  particulier  le  cas  des 
surfaces  du  troisiemc  ordre,  et  dcmontre  que  la  condition  ndccssaire  et  suffi- 
sante  pour  qu'une  surface  du  troisiemc  ordrc  soit  symetrique  par  rapport  4  un 
plan  est  que  Ic  point  a  I'infini  des  normales  ti  ce  plan  soit  un  point  dc  Eckardt, 
c'cst-^-dire  un  point  dc  la  surface  qui  soit  en  mc^me  temps  un  sommet  du 
pentaedre  de  Sylvester.  II  y  a  cinq  types  dc  symetrie  pour  ces  surfaces,  et 
I'auteur,  apres  I'avoir  dt^montrc,  examine  en  particulier  cclles  du  type 
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Bianchi  (L.).  —  Sur  une  nouvelle  classe  de  surfaces  apparlenant 
a  des  sysl^mes  triples  orlhogonaux.  (435-438). 

Oq  tire  la  normale  ea  chaque  point  d'uoe  surface  S  d'un  systeme,  et  soit  n 
le  segment  infiniment  petit  de  cette  normale  compris  entre  S  et  la  surface 
consecutive  S'.  Les  lignes  de  S  d^terniin^es  par  la  condition 

n  =  const. 

sont  appelees  lignes  de  niveau  de  S.  Les  syst^mes  orthogonaux  consid^r^s  par 
I'auteur  sont  ceux  dans  lesquels  les  lignes  de  niveau  coupent  les  lignes  de 
courbure  i  angle  constant  a.  Les  surfaces  S  qui  peuvent  appartenir  4  ces 
systemes  sont  caract^ris^es  par  la  propriety  g^om^trique  suivante.  Considerons 
sur  S  les  trajectoires  L  isogonales  d'angle  a  des  lignes  de  courbure  et  les 
lignes  L'  sym^triques  des  L  par  rapport  aux  lignes  de  courbure.  L*6i€satni 
lindaire  de  S  rapport^  aux  lignes  L,  L'  prend  la  forme 

dv* 
ds^  =  E  du'  -h  2  cos  7  a  du  dv  H — rr  ; 

tj 

si  nous  considerons  u,  v  com  me  des  coordonn^es  cartdsiennes  ortbogonales  du 
plan,  nous  avons  une  representation  plane  de  S,  qui  conserve  les  aires  et  dans 
laquelle  4  un  double  syst^me  orthogonal  de  droites  du  plan  correspondent  les 
trajectoires  isogonales  de  S.  Inversement  toute  surface  S  admettant  cette 
representation  peut  appartenir  4  un  syst^me  triple  orthogonal  de  Tespdce 
indiqu^e. 

Les  surfaces  S  ayant  cette  propridtd  peuvent  ^tre  ddduites  des  surfaces 
pseudosphedques  par  Tapplication  de  la  transformation  de  Bdcklund. 

Pannelli  {M,).  —  Sur  la  transformation  birationnelle  la  plus 
simple  de  I'espace  ordinaire  de  rayons  en  un  espace  lin^aire  a 
quatre  dimensions.  (479-487). 

Les  espaccs  ordinaires  h  Irois  dimensions,  les  plans  et  les  droites  correspondent 
respeclivement  aux  complexes  lindaires,  aux  congruences  lindaircs  et  aux 
hyperboloVdes  rdglds  passant  par  une  m^mc  droile  fondamentalc. 

En  prenant  pour  droile  fondamenlale  de  Tespace  S  de  rayons  I'ar^le  du  le- 
Iraedre  de  reference  ayant  pour  coordonnces 

les  fornuiles  de  la  transformation  sont  les  suivunles 


z'x\  =^/?„ 

<Sp^z^x\x\. 

c?'x;  -^  /?,, 

Qp^^-  X,X\. 

:s'x',^-  p^. 

^P,-^^'' 

i:'x\  =  p^. 

'zp^-^  x',x\. 

^'x[  —  />,, 

rsp^-~  x\x\, 

^/K~—  i<^'\ 

-\-x\x\), 

x\y  x'.,  x[,  x\,  x[    clanl   les   coordonnees  d'lin    point   de   I'espace  X'  de  quatre 
dimensions. 
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Bianchi  {L.).  —  Sur  les  surfaces  donl  les  lignes  as^mptotiques 
d^un  sjst^me  sonl  a  torsion  constanle.  (552-556). 

En  parUnt  d'une  de  ces  surfaces,  par  exemple  de  Fh^licoYde  r^gle  minima, 
on  pent  en  avoir  autant  que  I'on  veut  par  de  simples  quadratures. 

1890,  2"  semestre. 

De  Paolis  (/?.).  —  Quelques  propri^les  de  la  surface  de  Kummer. 
(3-..). 

L'auteur  ^tudie  cette  surface  en  Tenvisagcant  comme  la  surface  limite  de  la 
transformation  double  que  Ton  obtient  en  faisant  correspondre  aux  plans  d'un 
espace  S  {espace  double)  les  quadriques  d'un  espace  S'  {simple)  passant  par 
six  points  fondamentaux.  II  trouve  ainsi  diverses  propri^t^s  remarquables  de 
la  surface  de  Kummer,  dont  nous  citerons  la  suivante  : 

II  y  a  quarante-sept  syslcmes  x*  de  coniques  quadritangentes  k  une  surface 
de  Kummer,  exception  faite  pour  ceux  des  coniques  situees  en  un  des  plans 
singuliers. 

Tacchini  (P.).  —  Sur  TecHpse  tolale  de  decembre  1889.  (i4)- 

Nagy  (-^.)'  —   Sur  la  representation   graphique  des  quantil^s 
logiques.  (do-55). 

Ciani  {£.),  —  Sur  les  surfaces  cubiques  donl  la  hessienne  se 
decompose.  (55-63). 

La  decomposition  de  la  hessienne  ne  pent  se  fairc  qu'en  un  c6ne  cubiquc  el 
en  un  plan,  ou  en  quatre  plans,  ou  en  un  c6ne  du  second  degre  et  en  un  plan 
double. 

La  condition  n^cessaire  et  suffisante  pour  que  la  hessienne  se  decompose  en 
un  c6ne  cubique  et  en  un  plan  est  qu'il  existe  un  point  dont  la  quadrique  po- 
laire  soil  un  plan  double  non  passant  par  le  point. 

La  condition  necessairc  et  suffisante  pour  que  la  hessienne  se  decompose  en 
un  c6ne  du  second  degrd  et  en  un  plan  double  est  qu'il  existe  un  point  dont 
la  quadrique  polaire  soit  un  plan  double  passant  par  ce  point. 

Enriques  (•/.).  —  Quelques  propri^tes  des  faisccaux  d'horao- 
grapliies  dans  les  espaces  lin^aircs  de  n  dimensions.  (63-'jo). 

Padova  (£*.).  —   Extension   du  problemc  de  de  Saint-Venant. 
(95-102). 

Le  probl^me  consiste  k  determiner  dans  un  prisme  elastiquc  isotrope  les 
deplacements  infiniment  pelits  capables  de  produire  des  tensions  faisant  <^qui- 
iibre  «k  des  forces  appliquecs  k  Tune  des  bases,  Taulre  etant  fixe.  L'auteur  etend 
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ce  probl^me  en  considcraat  des  corps  consiliums  par  des  fibres  curvilignes;  il 
oblient  les  Equations  diflf^renltelles  du  probleme  par  rapplication  de  certaines 
formules  trouv^cs  par  lui  dans  sa  Nole  :  La  teoria  di  Maxwell  negli  spazi 
curvi  {Bendiconti,  l.  V).  Pour  le  cas  des  fibres  circulaires,  el  sous  une  cer- 
laine  condilion  pour  les  forces  appliqu^es  h  la  base  libre,  le  probldme  est 
ramen^  k  delermtner  une  fonclion  U  qui  dans  I'aire  de  la  section  satisfasse  i 
Tequation 

dx^\x\  dx^l       dx^\x\  dx^l       x\ 

et  au  contour  soil  constante.  Enfin  Tauleur  donne  la  solution  du  probl6me  pour 
les  prismes  et  les  cylindres  obliques,  en  la  faisant  d^pendre  en  derni^re  analyse 
d'une  integration  de  T^quation  A*=  o. 

Reina  ( K.).  —  Sur  certaines  formules  relatives  a  la  th^orie  des 
surfaces.  (io3-iio). 

Des  formules  donn^es  par  Tauteur  nous  citons  ici  la  suivante,  qui  donne  une 
expression  remarquable  de  la  courbure 

I  ()logY  ()logZ       <^IogZ  d\o^\       d\o^\  d\o%\ 


p,p,  dx         dx  dy         dy  dz  dz 

X,  Y,  Z  dtant  les  cosinus  de  la  normale. 

Giacomelli  {F,).  —  Premiere  serie  de  mesures  microm^triques 
d'etoiles  doubles,  faites   a   Tobservatoire  royal  du    Capitole. 

(161-169). 

Loria  (G.).  —  Sur  rapplication  des  fonctions  jacobiennes  a 
r^tude  des  courbes  gauches  du  qualrieme  ordre  etde  premiere 
cspece.  (179-187). 

Une  courbe  gauclie  du  qualrieme  ordre  ct  de  premiere  espdce  dont  Tinvarianl 
absolu  soil  A»  admel  la  representation  param^trique 

p^.=  0.(>.)         [1  -  o,  I,  2,3], 

x^j  x^y  x^,  J7,  dtant  les  coordonnccs  projeclives  d'un  point  (par  un  clioix  con- 
vcnablc  des  elements  foiidamcnlaux  ),  0^,  0,,  6^,  0,  les  qualre  fonctions  jaco- 
biennes, cl 

0,(0) 


^3(0) 


V'/ 


G'est  au  moycn  dc  ccLlc  representation  que  Tauteur  etudie  ccs  courbes.  II 
trouve  par  cxcmple  celtc  proposition  fondamcnlale  : 

Si  \,,  X,,  X,,  A3  soiit  Ics  paramelres  de  quatrc  points  dc  la  courbe  silues  dans 
un  nieme  plan,  on  a 

X,  -I    >.,  <-  A.  :    A^  T  0         (  mod  4  K  el  \  /K' ). 
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Cavalli  (E.),  —  Sur  la  perte  de  charge  dans  les  conduits  d'air 
comprim^.  (187-195). 

Del  lie  (A.).  —  Sur  la  surface  du  cinqui^mc  ordre  douee  d'une 
courbc  double  du  cinqui^me  ordre.  (v>.2 1-228). 

La  construction  d'une  telle  surface  a  ete  donnee  paf  Tauteur  dans  une  Note 
ins^r^e  aux  Rendiconti  dell*  Accademia  di  Napoli;  1886.  Nous,  qui  ne 
coonaissons  pas  encore  cette  Note,  croyons  pouvotr  d^duire  assez  clairement 
celte  construction,  de  la  Iractation  analytique  que  I'auteur  fait  dans  le  §  1  de 
la  Note  pr^c^dente.  Soient  (ff),(ff'),  (S)  deux  s>st6ines  plans  de  points  ct  une 
gerbe  de  plans,  en  correspondance  projective,  represenlcs  par  ces  Equations 

( ff )  -7  X,  u^  -h  X,  M^  -h  X,  u  —  (), 
(a')  -  X,w^'  i  \u^-\-\^u^-  o, 
(S)  -^\p,-^-\q:,-^  >^,r^  -  o, 

la  droite  qui  joint  deux  points  correspondants  de  (9),  (a')  est  rcncontr^e  par 
Ic  plan  de  (S)  qui  correspond  ci  ces  points  en  un  point  de  la  surface  etudiee. 
L'auteur  commence  par  dtablir  une  representation  plane  dc  cette  surface  et  les 
coordonn<^es  de  ses  dix  droites.  Puis,  a  Taide  d'un  connexc  spdcialise  (i,  2  j, 
donl  Tequation  est 


"a 

U^ 

"t  ; 

««' 

Mp' 

"t'     =^ 

Px 

9x 

f-x  i 

il  obtient  Tdquation  de  la  surface  sous  la  forme 

-a^.i-^^.-r^-  o, 

A,^  ^tant  le  mineur  correspondanl  k  rclemcni  oluPj^-^  ?,i'7x~^  T,i''x  ^l^^^s  le  de- 
terminant 

II  construit  aussi  une  correspondance  (1,  3),  par  laquclle  aux  plans  de  I'espaco 
triple  correspondent  dans  Tespacc  simple  dcs  surfaces  du  cinquiemc  ordre  ik 
courbc  double  du  cinquidme  ordre. 

Vollerra  {V •)•  —  Sur  les  variables  complex<\s  dans  les  lijper- 
espaces.  (241-252). 

L'auteur  dtcnd  ici  au  cas  des  hypercspaccs  quchjucs  considerations  dcveloppi'cs 
par  lui-mdme  dans  les  Acta  Matkernatica  pour  les  cspaccs  de  trois  dimensions, 
ct  donne  une  nouvellc  ct  plus  g<5ncrale  extension  du  llieorcme  de  Caucliy. 

Di  Legge  (>!.).  —  Sur  les  erreurs  personnelles  dans  les  obser- 
valioDS  du  diamelre  horizontal  du  Soleil  I'ailes  a  Tobservaloire 
royal  du  Capitole.  (232-258). 

Del  Re  (-«4.).  —  Sur  certains  groupes  complets  conlenus  dans  Ic 

Bull,  dcs  Sciences  matliem.,  j*  scrir,  i.  Will.  (  M.ii  iS|,'|.)  |{.,j 
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groiipe  Cremona  a  un  nombre  qiielconque  de  variables.  (271- 

276). 

Prenons  dans  I'espace  lio^aire  S„,  n  varidt^s  quadratiques  in  —  1  dimensions 

et  faisons  correspondre  k  un  point  M  le  point  commun  i  ses  S„_,  polaires.  On 
aura  unc  corrcspon dance  cr^monienne  de  degr^  n.  Les  n  vari^t^s  quadratiques 
sent  supposecs  avoir  une  pyramide  autopolaire  commune  de  11-4-1  sommets, 
qui  sont  alors  les  points  fondamentaux.  En  les  prenant  pour  points  de  r6f^ 
rence,  les  formules  de  la  transformation  seront 

Un  premier  groupc  complct  est  form^  par  les  a"  transformations  reprt^sent^es 
par 

et  les  3**  homographics 

les  T,  ^tant  les  nombres  1,  2  pris  un  nombre  quelconque  de  fois  et  dans  un 
ordrc  quelconque.  L'autcur  donne  ensuite  deux  autres  de  ces  groupcs. 

Giacomelli  («/.).  —  Deuxii*me  s^rie  de  mcsiires  microm^lriques 
d^dtoiles   doubles    faites  a  Tobservatoire    royal    du    Capitole. 

(276-284). 

Tacchini  {P*)-  —  Sur  les  laches,  facules  el  prolub^rances  so- 
laires  ohservoes  pendant  le  deuxi^mc  el  le  Iroisicme  trimeslre 
de  1 890  a  Tobservatoire  royal  du  College  romain.  (3o8-3io). 

Di  Lc\i:*j[e  {A.),  —  Sur  la  grandeur  apparenle  du  diamelre  solaire 
el  sur  ses  varialions.  (3io-3i6). 

Pcano  [G.).  —  Valeurs  approch6es  pour  Taire  d'un  ellipso'ide. 

(3i7-32i). 

Voioi  les  formules  approchees  que  Tauteur  donne  pour  Taire  E  d'un  ellipsolde 
dont  ciy  b,  c  sonl  les  axes, 

K,  :  .  j-rbia  -h  c), 

,     ab      ac  i-  be 

el  pour  le  cas  d'un  ollipsoVde  ires  proclie  ik  la  sphorc 

,     \  1  nb       ac  -^  be        3  /a  -r-  b   -  r\n 

'•••  ^'H^  — i "n~   3-   )[ 

II  fait  coniiallrc  aussi  les  limitf<  des  orreurs  ct»rrespondanles. 
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CLgy  (>'•)•  —  S""^  ^*  repr^seolation  graphique  des  quanlit^s 
logiques.  (373-378). 

Tome  VII;  1891,  1"  semestre. 

ianchi  {L,),  —  Sur  les  surfaces  dont  les  sections,  failes  par  un 
syst^me  de  plans  paralleles,  coupenl  sous  un  angle  constant  les 
lignes  de  courbure.  (4-i3). 

La  recherche  de  ces  9urfaces  <&  se  reduit,  au  moyen  de  la  representalion 
sph^rique  de  Gauss,  k  rinUgration  de  I'^quation  aux  d^riv^es  partielles 

H-  P  =  o, 


du  Ov 


dont  chaque  solulion  donne  par  de  simples  quadratures  une  surface  <1».  Ces 
surfaces  peuvent  dtre  associ6es  en  scries  appartenant  ^  des  systcmes  triples  or- 
thogonaux.  Lorsqu'une  des  trois  series  est  formee  de  surfaces  O,  celles  des 
deux  autres  ont  un  systcme  de  lignes  de  courbure  planes,  dont  les  plans  sont 
paralldles  k  une  droite  fixe  et  coupent  les  surfaces  correspondantes  sous  un 
m^me    angle.    L'auteur    donne    aussi    une    autre    application    do    I'cquation 

V    ^ — h  p  =  o,  dans  la  recherche  des  systemcs  doubles  de  courbes  dans  ce  plan, 

<}ui  se  coupent  sous  un  angle  constant  et  divisent  Ic  plan  en  parall^logrammes 
infiniment  petits  Equivalents.  II  y  a  une  relation  rcmarquable  entre  ces  sys- 
tcmes de  courbes  et  les  surfaces  4».  Soient  P  un  point  du  plan  et  P'  le  centre  de 
courbure  (en  P)  de  la  courbe  v  =  const,  passant  par  P.  Prenons  sur  PP'  un 
point  intCrieur  O  divisant  le  segment  PP'  dans  un  rapport  constant,  etd^cri- 
Tons  dans  le  plan  normal  en  O  i  PP'  un  cercle  ayant  O  pour  centre  et  pour 
xayon  la  moyenne  proporlionnelic  cntre  OP,  OP'.  Le  systcme  oc'  de  cercles 
ainsi  obtenu  admet  une  sErie  dc  surfaces  orthogonalcs  qui  sont  des  surfaces  4>. 

I^acchini  (P.).  —  Sur  les  taclies,  facules  et  protuberances  so- 
laires  ob'servees  pendant  le  quatri^me  Irimestrc  de  1890  a  Fob- 
servatoire  royal  du  College  romain.  (i4)- 

Millosevich  {E.).  —  Observations  de  la  com^te  1890  IV,  failes 
k.  r^quatorial  de  20*^"*  d'ouverture  de  I'observaloire  royal  du 
College  romain.  (24). 

Zona  (T.),  —  Sur  la  latitude  dc  Palerme,  obscrvee  au  moyen 
des  passages  au  premier  vertical.  (24-25). 

Pincherle  (S.).  —  Sur  un  systcme  d'intdgrales  elliptiques  con- 
sid^r^es  comme  des  fonctions  de  Tinvariant  absolu.  (74-80). 

Soient  a*x  la  forme  biquadratique  dont  la  racine  carrde  entre  dans  les  int^grales 
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ellipti()ues,  et  g^=  {aby^  g^—  {bcY{cay{abY  ses  ioTariants  quadratique  cl 
cubique.  Alors  on  peul  toujours  r^duirc  Ox  ^  la  forme 

t^^  Ztx  +  \  =  {t  -  e,){t  -  e,){t  -  e^), 
^tant 

Zx  =  ^"'     (invariant  absolu). 
L'auteur  consid^re  Ics  inUgrales 

-—====  (/!  =  O,   1,2,  .  ..,«), 

Q     }/F—Jtx-hi 

et  monlre  qu'elles  forment  un  systdme  recurrent  que  Ton  peut  rapprocher  de 
celui  des  fonctions  sphdriques  Q^  de  seconde  esp^ce.  D'abord  il  trouve  la 
fonction  gdn^ra trice  du  systcme  (r)  qui  est  la  suivantc  : 


^,         ,        r^' dt 

\{u,x)=  I       -■■- 

Jo      {u—t)\/t'—6tx-hi 


et  il  en  d^duit  Tdquation  r^currente  du  troisieme  ordrc 

(2)  (2/i-M)a^^,-3j:(2ii-i)a^.+  2(/i— i)a,_=o, 
avcc  la  condition  initiate 

(3)  j;a,— ff,  =  — ^. 

Puis  il  dt^montrc  que  les  <s^  sont  des  fonctions  analytiqucs  de  x  rdguli^res 
autour  dc  a:  =  oo  et  dc  I'ordre  —  (/i-f-i).  Celtc  propri<5t^,  joinle  aux  liqua- 
tions (2),  (3),  suffit  pour  determiner  les  a„;  mais  on  peut  aussi  les  determiner, 
en  parlaitl  dc  a,,  a,  cornmc  donnees,  cl  en  Icur  appliquanl  I'algorithmc  gene- 
ralise des  fractions  continues.  De  celtc  nianicre  I'auleur  ratlaclie  aux  ^^  cer- 
tains polynornes  rationnels  cnticrs  I*„,  salisfaisant  a  la  relation  recurrentc 

->{"  -^-•)l\  +  ,--    >(2W  1)X\\-^     (2W  —  l)P„_,-=  O. 

3 
avec  les  valeurs  initialcs  !*_,=-<),  P.,      1,  I\ -;—  -x,  etqui  pcuvent  aus^i  6lrc 

dclinis  conimc  les  coefliricnts  du  devcloppcment  de  (\'t^—  Sxt  -f-  i)~*  en  serie 
dc  puissances  cnlieres  el  positives  de  /.  Knfin  I'auleur  donne  Ic  dthcloppement 
en  si^rie  de  7^  pour  une  fonction  donnec  f{x)  rejiuliere  aulour  de  x,  et  en 
s^rie  de  P„  pour  une  function  ref;uliere  autour  dc  o. 

GiacomeUi  {F.).  —  Troisieme  seric  de  mcsures  inicromelriques 
d'etoiles  doubles,  faites  a  Tobservaloire  royal  dii  Capitole.  (80- 

87). 

Tncchini  { P.).  — Sur  la  dislribulion  vn  latitude  des  |)li<*noinenes 
solaircs  observes  a  TobscrNaloire  r()\al  du  (^olle^e  romain,  pen- 
dant I  8()().  (  \M\- 1  {o  !. 
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Belli  {E,).  —  Sur  un  th^or^me  de  M^canique.  (159-160). 

Dans  un  espace  S  oil  agissent  une  force  translatoire  et  une  force  rotatoire 
variables,  consid^rons  un  volume  V  aussi  petit  que  Ton  puissc  n^gliger  les 
deuxiemcs  puissances  de  ses  dimensions  par  rapport  aux  premieres,  et  de 
forme  telle  que  Ton  ait 

f\\d\  =  f\\d\  =  S\\dS  =  i^yi, 

od  ^„  \^f  ^,  sont  les  coordonn^es  d'un  point  de  V,  I'origine  6tant  plac^e  au 
centre  de  gravite  O.  Soient  VX^  les  composantes  en  O  des  forces  translatoires 
qui  agissent  sur  les  points  de  V,  et  VR,-  les  composantes  en  O  des  forces  rota- 
toires;  soit  t  le  temps  n^cessaire  pour  la  communication  des  mouvements 
d'un  point  i  un  autre  de  V.  Cela  pos^,  I'auteur  ^tablit  les  Equations 

A  ^  =  ^^'>^  —  ^^'>' , 
dt        dXi^,       dx,^, ' 


dt        dXi^.       dx. 


» 


que  Hertz  a  donn^es  pour  les  forces  ^Icctriques  et  magn^tiques,  ^tant 

i_       I 

A  ~  T 

et 

R,  =  /L,. 

Capelli  {A,),  —  Sur  une  extension  du  developpemenl  par  po- 
iaires  des  formes  alg^briques  a  plusieurs  series  de  variables. 
(161-167). 

L'auteur  6tablit  la  formule 

f=kaf4-2]a';a;f, 

t 

ou  K  est  une  operation  polaire  ayant  la  propri^t^  commutative  avec  toute 
autre  operation  polaire,  et  les  A|-F  contiennent  seulement  n  —  i  des  n  series 
de  variables. 

VoUerra  (  F.).  —  Sur  les  equations  fondamentales  de  T^lectro- 
dynamique.  (177-188). 


L'auteur  ^tudie  les  equations  de  Hertz 

\ 

»"   dt     ^  ^^ 

j*^*     dt            '''•^' 

dt 

X 

1 

r^t+^'r 

\ 

^r 

dL, 

'  dt  -^  ^- 

<^L^, 

dt 

rr 
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au  point  de  vue  des  questions  de  calcul  des  variations  qui  peuventlear  doaner 
origine.  Dans  ces  Equations  les  X,  (jl,  v  sont  des  fonctions  finies  et  continues 
dans  tout  I'espace  ainsi  que  lours  d^rivdes,  et  ind^pendantes  de  t.  Apr^s  avoir 
examine  quelques  cas  ou  certaines  conditions  sont  impos^es  aux  coefficients 
\  {ji,  V,  il  considdre  le  cas  g^n^ral  et  trouve  que  les  Equations  de  Hertx  peu- 
vent  provenir  de 


^lant 


Pdt  =  o, 


P=:-    I     I  —  SE)^ -4-  S   E  UL       — -   — - 

oil  les  A^,  B^  sont  suppos(^es  infinimcnt  pelites  du  second  ordre  k  distance  in- 
finie,  et  leurs  variations  sont  suppos^es  nullcs  aux  limites  t^  et  t. 

Afillosevich  {E.).  —  D(5couverte  et  observations  d'une  petite  pla- 
n^te  entre  Mars  et  Jupiter.  (196). 

Padova  {£.),  —  Sur  les  equations  g^nerales  de  la  Djnamique. 

(197-203). 

Soiciil  7,  les  roordonnees  qui  delcrminent  la  position  d'un  systcmc.  M.  Pa- 
dova  appcllc  acceleration  spontanee  du  systenie  le  coniplcxe  des  accroissemcnl'* 
y,dt  que  Ton  doit  <lonncr  dans  le  tonips  dt  aux  vitossos  q'^  pour  que  pendant 
cot  instant  la  force  vive  rcsle  constanlc,  quel  que  soit  Ic  systcmc  des  vitesses 
pourvu  <]u'il  soit  conciiiablc  avcc  les  liaisons  imposccs  au  systcme  donne.  Le^ 
accroisscFiicnls  cfTcclifs  des  vilcssi's  etanl  q'^dt,  on  pourra  calculcr  I'accroissc- 
Hjcnl  (le  la  force  vivo  pour  les  accroisscrnents  ( q"^ — y,)c//,  ct  Ton  aura  une 
expression  dilTerentielle.  Le  cocflicienl  de  (/«/,dans  cette  expression  est  \ a  force 
suiKant  la  coordonnee  «/.'.  ct  voiU  a  la  fois  une  nouvcllc  definition  de  force,  et 
line  nouvcllc  inelhodc  pour  etablir  les  equations  du  niouvenicnt.  L'auteur  jus- 
lific  cette  nielhodc  en  inontrant  qu'elle  conduit  aux  equations  ordinaires  dans 
tons  les  cas  consid«'res  jusqu'ici  :  cas  de  u  masses  libres;  cas  ou  il  y  a  entre  les 
coordoniiees  des  points  des  relations  en  termes  linis  ne  contenant  pas  le  temps 
<;xplicilcnicnt ;  mouvement  dun  111  flexible  et  inextensiblc,  et  d'un  iil  clas- 
tique;  niouverncnt  d'une  surface  flexible  et  incxtensible;  cas  d'un  fluide  in- 
compressible; cas  d'un  corps  elastique  non  soumis  a  des  forces  cxlcricures. 
Vprcs  il  aiqilique  sa  mc^tliode  i  un  cas  nou\eau  en  supposant  un  milieu  anelas- 
lique,  mais  capable  de  faire  un  travail  lorsqu'on  change  I'orientation  de  scs 
molecules,  el  trouve  les  equations  d'equilibre,  qui  sont 

_    d\i         d'i  (h         d\  d\         d\i. 

dz        dy  ~~  dx        dz  '       dy        dx 
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pour  les  points  interieurs,  et 

X,=  [J.  cos {nz)  —  V  cos(/iy), 
Y,=  V  cos(/iar)  —  \  cos(/iz), 
Z„=  X  cos{ny)  —  [j.  cos(/iar), 

pour  les  points  de  la  surface.  Si  u,  v,  tv  sont  les  composantes  d'un  syst^me  de 
d^placements  arbitraires,  mais  continus,  donnas  aux  points  de  I'espace,  ct  si 
Ton  pose 

_  dw       dv  /,  _  ^"       ^^  _  ^^        ^" 

""  dy       dz^  ~  dz        dx  ~  dx       dy^ 

la  condition  pour  que  le  principe  de  Tdnergie  soit  v^rifid  est  que  X,  tx,  v  soient 
les  d^riv^es  par  rapport  4  a,  h^c  d'une  m^me  fonction  P.  (C'est  celte  fonc- 
tion  que  I'auleur  appelle  potentiel  d 'orientation  dans  la  Note  suivanle  '.Inter- 
pretation mecanique  des  formides  de  Hertz). 

Padova  {E.).  —  Interpretation  mecanique  des  formules  de  Hertz. 
(204-209). 

L'auteur  reprend  en  examen  le  cas  ^tudi^  en  dernier  lieu  dans  la  Note  pr6- 
c^ente.  C'cst-^-dire  qu'il  se  propose  de  voir  quclles  seraient  les  Equations  du 
mouyement  d'un  milieu  continu  tel  que  scs  parlies  ne  puisscnt  faire  une  ro- 
tation sans  faire  un  travail.  La  difference  entrc  un  tel  milieu  et  un  milieu 
61astique  consiste  en  ce  que  le  milieu  en  question  n'oppose  aucune  resistance 
au  mouvement  tendant  k  Eloigner  ou  rapprocher  ses  molecules  les  unes  des 
autres,  mais  Toppose  toujours  lorsqu'on  lAche  de  changer  rorientation  des  mo> 
l^cules.  Les  Equations  du  mouvement  ont  la  m^me  forme  que  celles  de  Tdlec- 
trodynamique  ct  se  pr^tent  ainsi  a  en  donoer  unc  interpretation  mecanique. 

En  supposant  que  Tether  ait  la  constitution  attribuee  k  ces  milieux,  les 
forces  electriques  seraient  representees  par  des  vecleurs  proporlionnels  aux 
Titesses,  et  les  forces  magnetiqucs  par  d'auires  vecleurs,  qui  devraient  etre  les 
deriv^es  du  potentiel  d'orientation  par  rapport  aux  rotations.  Dans  un  tel 
milieu  les  vibrations  se  transmettraient  transversalcmenl  comme  celles  de  la 
lumiere. 

Ciani  (E.).  —  Sur  le  pentaedre  complet.  (209-216). 

L'auteur  etudic  la  figure  conslitudc  par  les  cinq  faces,  Ics  dix  sonimets,  ct  les 
dix  aretes  d*un  pentaedre  complel,  ainsi  que  par  ses  diagonalcs  et  ses  plans 
diagonaux.  II  appelle  diagonales  de  premiere  espece  les  droiles  qui  unissent 
deux  sommcls  correspondanls  :  ce  sonl  deux  sommcls  dont  Tun  est  sur 
I'arete  opposee  h  Tautrc.  Parmi  les  resullals  obtcnus  par  l'auteur  nous  cilerons 
les  suivants  : 

Les  diagonales  de  premiere  espccc  se  rencontrent,  en  dehors  des  sommets, 
en  i5  points,  qui  donnent,  deux  ^  deux,  3o  droiles  passant  trois  4  trois  par 
les  sommets  du  pentaedre. 

Ces  i5  points  sont  appcles  par  l'auteur  les  points  de  premiere  espece,  el 
comme  il  demontre  ensuile,  ces  i5  points  sont  tous  sur  une  meme  surface  du 
second  ordre,  et  six  k  six  sur  dix  coniques. 
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Ciani  {£,).  —  Sur  la  surface  diagonale  de  Clebsch.  (227-234). 

L'auteur  applique  les  rdsultals  de  sa  Nole  prec^deale  au  pentaddre  d'une 
surface  du  troisieme  ordre.  II  examine,  en  particulier,  le  ras  oil  la  surface 
passe  par  les  10  sommels  de  son  pentaedre  {Surface  diagonale). 

Miliosevich{E,),  —  D^couverte  el  observations  delaplanetc  (aw) 
en  Ire  Mars   et  Jupiter.  (267  ). 

Millosevich  (E.),  —  Observations  de  la  nouvelle  cometc  Barnard- 
Denning  iaites  a  Tequatorial  de  25*^"  de  Fobservaloire  royal  du 
College  roinain.  (258). 

Favero  (G.-B.).  —  Sur  une  formule  r^centc  pour  exprimer  les 
racines  de  I'^qualion  gc^nerale  algebrique.  (378-378). 

L'auteur  donne  une  transformation  de  la  sdrie  trouvee  par  Heymann  pour 
exprimer  les  puissances  m'*"**  dcs  racines  (Heymann,  Studien  iiber  die  Trans- 
formation und  Integration  der  Differential  and  DiJJerenzengleichungen, 
Leipzig,  1891). 

Cettc  transformation  a  pour  but  d'6tcr  toute  ambiguitt^  qui  resterait  sans 
ccla  dans  la  formule  ^  cause  des  exposanls  fractionnaires,  et  principalement 
de  rendrc  possible  la  recherche  des  points  singuliersde  la  fonctioo  d^finie  par 
celte  s^rie. 

Pittarelli  (C).  —  Sur  les  lignes  asymptotiques  d'une  ciasse  de 
surfaces  gauches  de  genre  zero.  (391-396). 

Les  surfaces  sont  supposees  d  deux  directrices  multiples  distincles.  M.  Cre- 
mona a  demontre  que  lours  asymptotiques  sont  algcbriques. 

L'auteur  ctablit  ce  thcorcme  sans  int(^gration,  au  moyen  d'un  thcoreme  d< 
INI.  Lie,  et  retrouve  par  celtc  voie  Tequalion  de  I'imagc  du  faisceau  des  asympto- 
tiques. Une  quelconquo  dc  ccs  images  donne  une  transformation  involutived< 
Jonquicres  dans  Ic  plan  dc  la  representation,  et  dans  I'espace  a  cette  repnS- 
senlation  correspond  une  transformation  par  dualite  dc  la  surface  en  elle-m^me 

Pittarelli  (G.).  —  Sur  les  lignes  asymptotiques  des  surface? 
gauches  rationnclles  de  Caylej.  (482-456). 

Recherche  analogue  ii  la  precedenle  pour  le  cas  oil  les  deux  directrices  mul- 
tiples soient  infiniment  rapprochecs. 

Pinclierlc  {S.).    —    Un    theoreme  sur    les    fractions    continues. 

(604-607). 

L'auteur  trouve  la  formule 

a. 


>  » 


f\    ,H- 


/^.  -\- . 


/      'i,iz)z^'-dz 
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1*  semestre. 

^ianchi  (L.),  —  Sur  les  groupes  de  substitutions  lin^aires  et  sur 
les  formes  quadratiques  de  Dirichlet  et  de  Hermite.  (3-i  i). 

Dans  la  substitution  lin^aire  k  cocfGcients  complexes 

supposons  que  a,  p,  y,  6  puissent  prendre  tous  les  valcurs  enticrcs  complexes 
du  champ  quadratique 

ou  de  Tautre 


(■.-.^). 


D  ^tant  r^el  et  positif,  et,  dans  Ic  second  champ,  de  la  forme  4/1+3.  L'autcur 
donoe  les  polyddres  fondamentaux  pour  D  =  2,  5,  6,  7,  ii,  i5,  el  indiquc 
qoelques  consequences  relatives  aux  formes  quadratiques  de  Dirichlcl  (k  coeffi- 
cients complexes)  et  de  Hermite  (^  variables  conjugu^cs). 

el  Be  (A.).  —  Sur  cinq  surfaces  du  cinquieme  ordre  ajant  des 
droites  simples  et  doubles  et  une  droile  triple,  (i  1-18). 

Ces  surfaces  sont  engendrecs  comme  surfaces  fondamcntales  dans  un  con- 
oexe  (1,2)  de  I'espace.  L'auteur  en  donne  les  Equations  et  en  etudie  les  pro- 
pri^t^s  et  les  degenerations. 

orera  (6f.).  —  Sur  les  Equations  fondamcntales  de  la  Thermo- 
djnamique.  (54-58). 

Les  equations  generates  de  la  Thermodynamique  sont  etablics  par  l'autcur  en 
j)renant  un  systemc  de  variables  iudependanles  tout  ii  fait  quelconquc. 

el  Re  {A,).  —  Sur  les  couples  de  formes  bilindaires  ternaires. 
(88-94). 

Deux  couples  de  formes  bilineaires  symetriqucs  k  variables  cogredientes 

sont  equivalentes  par  rapport  aux  transformations  du  groupe  lineaire  reel,  si 
oela  a  lieu  pour  les  deux  formes  bilineaires  ^  variables  contregredientes 

e-.  (9,4.),         0'-:(9',  4.'); 

■  I  y  a  exception  pour  le  caj*  oii  Ic  determinant  caracteristique  de  0  =  o  a   scs 
racines  reclles,  car  il  f.iui   jiltn-s  HJouter  la  (ondilioii  (jiic  les  deux  couples  dr 


1 
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formes  quadratiques 

aient  nombre  6gal  de  solutions  r^elles  communes. 

Del  Be  (A,).  —  Sur  une  surface  du  cinqui^me  ordre  dou^e  d*une 
droite  triple,  de  droites  doubles  et  droites  simples,  (i  i  i-i  19). 

L'auteur  dtudie  ici,  en  particulier,  une  des  cinq  surfaces  trouT^es  dans  la 
Note  pr^c^dente,  principalement  au  point  de  vue  de  sa  representation  plane. 

Morera  (C)-  —  ^"'^  '^^  chaleurs  sp^cifiques  des  vapeurs.  (i  19- 

125). 

Cavalli  (E.).   —  Contribution  k  la  iheorie  des  turbines  h^li- 
co'idales.  (i45-i5i). 

Tessari  {D,),  —  Sur  Ics  cngrenages  hyperboloidiques  a  flancs 
plans.  (192-196). 

Castelnuovo  (C).  —  Quelques  observations  sur  les  s(^ries  irra- 
tionnelles  de  groupes  de  points  sur  une  courbe  alg^brique. 

(294-299). 

En  appliquant  une  formule  de  M.  Segre,  Tauteur  donne  une  extension  du 
th^or^mc  de  Ricmann-Roch  aux  series  irralionnelles  (simplement  infinies). 
Puis  il  dtablit  une  relation  passant  par  les  points  doubles  d'une  scrie  irration- 
nellc. 

S.  R. 


COMPTHS  RENOUS  iiebdomadaires  des  skances  db  l^Acad^mik  dks  Sciences. 

ToineCXV,  1899.  (»). 

Boimsinesq.  —  Des  pcrUirbalions  loc«ales  que  produil  au-ilessous 
dVlle  une  forte  charge  reparlie  nniforinemenl  le  long  d'unc 
droile  normaie  au\  deux  herds  a  la  surface  superieure  d'une 
j)Oulre  reelangulaiie  :  vcrifiealious  experimentales.  (.Vii). 

De  (forges.  —  De  la  nature  de  la  rotation  du  coutcau  d'un  pen- 
dule  sur  son  plan  de  suspension.  (.;>8-32). 


(•)  Voir  Bulletin,  I.  Will,,  p.  71 
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Schlesinger.  —  Sur  les  formes  primaires  dcs  Equations  dilKren- 
tielles  lint^aires  du  second  ordre.  (32-34). 

Boussinesq ,  —  Sur  une  l^g^re  correction  additive  qu'il  peut  y 
avoir  lieu  de  faire  subir  aux  hauteurs  d'eau  indiquees  par  les 
maregraphes  quand  Tagitation  houleuse  ou  clapoteuse  de  la 
mer  atleint  une  grande  intensity;  cas  d'une  mer  houleuse. 
(77-82). 

On  admct  g^n^ralement  que  Ic  meilleur  moyen  de  coonaltre  le  niveau  de  la 
mer  tel  qu'il  serait  sans  I'agitation  des  vagucs  consiste  ^  prendre  ce  niveau 
dans  un  petit  bassin  lateral  commuoiquant  avec  la  mer.  Toutefois  une  ^tude 
un  peu  attentive  montre  que  I'eau  tranquille  du  bassin  sc  maintient  au-dessus 
da  centre  de  Torifice  de  communication  ^  la  hauteur  precise  pour  laquelle  sa 
pression  hydrostatique  sur  ce  centre  cgale  la  moyenne  des  pressions  successives 
qu*y  exerce  le  liquide  agitc. 

Or  M.  de  Caligny  a  constat^  que  la  moyenne  en  question  ^tait  infcrieure  ^ 
la  pression  constante  qu'exercerait  le  mdmc  fluide  au  repos.  II  y  a  done  lieu 
de  voir  dans  quel  cas  la  correction  correspondante  A  deviendrait  sensible  et 
devrait  ctrc  ajoutee  ^  la  hauteur  indiquee  par  le  mart^graphe  dans  le  bassin 
lateral,  pour  donner  le  vrai  niveau  de  la  mer  censdc  rendue  au  calme. 

Soient  z  la  profondeur  du  centre  de  lorifice  de  communication  au-dessous 
de  la  surface  horizontale  dVquilibre  actuel;  II  la  profondeur  moyenne  totale 
de  la  mer  non  loin  du  bassin;  aL  la  longueur  des  vagues;  av^  Icur  hauteur. 

La  correction  A  est  donncc,  suivant  M.  Boussinesq,  par  la  formule 


llts  (  -lit  -— —  ) 


i~  e         L 

Elle  est  maximum,  dans  le  cas  d*une  mer  dc  profondeur  infmie,  et  alors 
elle  prend  la  forme  simple 

11C5 

Ok  =   —7-^        ^    • 
aL 

Boussinesq,  —  Sur  une  l^g^re  correction  additive  qu'il  peut  y 
avoir  lieu  de  faire  subir  aux  hauteurs  d'eau  indiquees  par  les 
maregraphes  quand  Tagitation  houleuse  ou  clapoteuse  de  la  mer 
atteint  une  grande  inlensite;  cas  d'une  mer  clapoteuse.  (i49- 

l52). 

S'il  s'agit  d'un  clapotis  produit  par  la  superposition  d'un  syst^me  d'ondes 
directes  propag<^es  vers  la  cAle  et  du  systemc  des  ondes  r<*flechies  correspon- 
dantes  en  s'^loignant;  il  ne  sufdt  plus,  comme  dans  le  cas  de  la  houle,  d'eva- 
loer,  pour  toute  la  partie  du  plan  z  =  const,  que  recouvre  une  vague,  la  valeur 
moyenne  de  ce  qu*cst  aux  divers  points  la  depression  moyenne  A  prise  pendant 
la  durcc  d'une  pcriode,  car  cette  depression  n'cst  plus  la  m^mc  sur  tout  le 
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plan  z  =  const.  II  faul  determiner  A  pour  une  abscisse  particulierc,  savoir  au 
ventre  dcs  oscillations  vcrticales  constitui^  par  la  c6te. 

M.    Boussincsq   trouve    pour   la   depression    produite  dans   le    mare^^raphe 
au-dessous  du  niveau  moyen  dc  la  surface  clapoteuse 

lltS  -     —tit— — *1C— ; 

I  —  e         ^ 
La  depression  maxima  correspondant  ^  H  =  oc,  savoir 

S1C3 


A=  -r4c 


4L 


» 


est  la  moitie  de  cc  qu'elle  serait  pour  une  houlc  de  mdme  hauteur  el  de  mdme 
longueur  d'onde  que  le  clapotis  consider^. 

Demoulin,  —  Sur  les  courbes  t^lra^drales  sym^triques.  (280- 

282). 

M.  Jamet  a  enonce  la  proposition  suivante  : 

Un  point  M  etant  pris  arbitrairement  sur  une  courbe  tetraddrale  (T),  cod- 
siderons  la  cubique  gauche  (C)  tangentc  en  M  k  la  courbe  tetra^drale  et  passant 
par  les  sommcts  du  tetraedre  de  symetric. 

i<*  La  courbe  tdtraddrale  et  la  cubique  gauche  onl  au  point  M  m^me  plan 
osculateur; 

a**  Lorsque  le  point  M  se  raeut  sur  la  courbe  tetraedrale,  le  rapport  dcs 
courbures  en  M  de  la  cubique  gauche  et  dc  la  courbe  tdtraedrale  demeure 
constant. 

M.  Demoulin  compltHe  ce  Iht^oreme  en  demonlrant  que  : 

3"  Au  point  M,  la  courbe  telraedrale  el  la  cubique  gauche  ont  des  torsions 
egalcs. 

Liouville  (/?.).  —  Sur  11  n  problrme  d'analyse  qui  se  rattache  aux 
equations  de  la  Dynainique.  (4o3-4oG). 

L'auleur  s'csi  occupe  anlericuremcnt  <lcs  cas  oil  les  equations  difTercnliellcs 
d'un  sysleme  de  points  en  mouvciiienl  j<iuisscnl  dcs  propriclts  suivanles  :  1°  il 
existc  une  inlegrale  des  forces  vivcs;  2"  i\  ciiaque  sysleme  i)  en  correspond  au 
moins  un  autre  ayant  en  commun  avcc  le  premier  les  i*quati»)ns  des  tra- 
jectoircs. 

Les  resiillals  oblcnus  par  l'auleur  correspondaienl  aux  cas  oii  les>  forces  sonl 
nullcs  ct  rons6(juemmenl  a  lous  ceux  oil,  les  forces  clant  dcrivces  d'un  poten- 
liel,  la  constanle  des  forces  vivcs  csl  rcgardee  comme  donnee. 

Qiiand  le  nombrc  des  variables  esl  suptrieur  i  deux,  on  nc  c<»nnall,  suivant 
M.  Linuvillo,  hormis  un  cas  Ires  s[)erial  ctudie  par  lui-mt^me,  aucune  solution 
du  prt)l)lL'iii('  donl  il  s'agil.  II  en  indique  acluellemcnt  plusieurs  qui  conviennenl 
pour  un  nonibrc  quelconque  de  variables  et  qui  sont  inleressantfs  en  raison  dc 
It'ur  rtrnduo. 
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Serret  (/^.).  —  Sur  une  s^rie  rdcurrenle  de  penlagones  inscrip- 
libles  a  une  m^me  courbe  gen(5rale  du  Iroisierae  ordrc,  el  que 
Ton  peut  coostruire  par  le  simple  emploi  de  la  r^gle.  (4o6- 
408). 

Si  Ton  imagine  dans  le  plan  une  suite  ind^finic  de  pentagones  d(^riv6s 
lin^aircment  les  uns  des  autres  de  telle  fa^on  que  chacun  d'eux  soil  double- 
ment  inscrit  a  ceiui  qui  le  precede  et  au  pentagone  etoile  de  m^mes  sommets 
que  celui-U,  tons  ces  pentagones  se  trouveront  inscrits  k  une  seule  et  m^me 
cubique. 

De  plus,  ces  pentagones,  pris  de  trois  en  trois,  se  trouveront  deux  ^  deux  en 
perspective  suivant  autant  de  centres  dMiomologie  distincls  situes  encore  sur 
la  courbe  et  d(^terminant  sur  cclle-ci  une  s^rie  tangentielle,  de  sorte  que 
cbaque  nouveau  centre  d'bomologie  reprdsente  le  tangentiel  du  pr^ct^dent. 

Enfin,  les  pentagones  successifs  formcnt,  ii  leur  tour,  une  s^rie  tangentielle, 
les  sommets  de  Tun  quelconque  d'entrc  eux  ayant  pour  tangentiels  les  sommets 
homologues  du  pentagone  suivant.  lis  peuvent,  d'ailleurs,  quoique  s^pards  Ics 
uns  des  autres  par  des  intcrvallcs  Hnis,  6tre  con^us  conime  appartenant  ^  une 
serie  continue  dependant  d'un  scul  parametre  \.  Des  lors,  les  abscisses 
de  leurs  sommets  pouvant  £tre  consider^cs  comme  racinesd*une  r^solvante  du 
cinquieme  degr^,  dont  les  coefficients  sont  fonctions  de  \,  il  r^sultc  de  la  con- 
struction lineaire  des  pentagones  consid<^r(^s,  qu'il  existe  une  infinite  de  va- 
leurs  du  paramt^tre,  pour  lesquelles  toutes  les  racines  de  la  resolvante  sont 
commensurables. 

Serret  {P')-  —  Sur  une  serie  r^currenle  de  pentagones  inscrils 
4  une  courbe  g^nerale  du  troisi^me  ordre.  (436-438). 

Painleve,  —  Sur  les  transformations  des  Equations  de  Lagrange. 
(495-498). 

Suite  de  la  discussion  engagee  enlre  I'auteur  et  M.  R.  Liouville,  ^  propos  de 
la  demonstration  du  tbcor^me  de  M6canique  dtabli  par  M.  Painleve. 

Pellet.  —  Sur  une  classe  de  courbes  et  de  surfaces.  (498-499). 

Le  th^oreme  de  M.  Jamct  sur  les  courbes  triangulaires  symetriques  pcut 
s'^tendre  aux  courbes  plus  gdnerales 

AX*"  f-  BY'" -CZ'"-^  o, 

oti  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  quelconques  des  cuordonnt^cs  courantes. 

Pour  une  valeur  donnt^e  de  /w,  il  y  a  une  seule  dc  ces  courbes  C^  tangcnte 
4  une  droite  D  en  un  point  M  (  non  situi^  sur  Tune  des  courbes  X  =  o,  Y  =  o, 
Z  =  o). 

Si  Ton  connalt,  pour  deux  valeurs  de  m,  Ic  rayon  dc  courbure  de  C^  au 
point  M,  on  pourra,  par  des  Equations  du  premier  degre,  en  deduire  le  rayon 
dc  courbure  en  M.  point  de  contact  commun  iio  la  courbe  C^,  puur  toute  va- 
leur dc  m. 

Les  surfaces 

AX"*  .   A.Xf'-:   A,XJ"-^  A.Xf -r  0 
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jouissent  de  propri^t^s  analogues.  Pour  une  valeur  de  m,  il  j  a  une  seule 
surface  S^  tangente  en  un  point  M  ^  un  plan  P,  pourvu  que  le  point  M  ne  soit 
pas  siiu6  snr  unc  des  surfaces  X  =  o,  X,=  o,  X,  =  o,  X,=  o. 

Si  Ton  connalt  les  elements  du  second  ordre  pour  deux  surfaces  S^,  on  en 
d^duira,  par  des  Equations  du  premier  dcgr^,  les  ^l^ments  du  second  ordre 
en  M  de  la  surface  S,„  pour  toute  valeur  de  I'exposant  m. 

Lorsque  les  fonctions  X^  sont  emigres  et  du  premier  degr^,  les  iodicatrices 
des  surfaces  S^  sont  homoth^tiques  au  point  de  contact  M. 

Lorsque  les  surfaces  X|^  =  o  sont  des  spheres,  toutes  les  surfaces  S^  ont 
m^mes  sections  principales  au  point  M. 

Floquet,  —  Sur  le  mouvement  d'un  fil  dans  Tespace.  (499-5o2). 

L'autcur  donne  aux  Equations  du  mouvement  d*un  fil  une  forme  qui  en  faci- 
lite  r^tude  dans  plusieurs  cas  importants. 

Soit  s  I'abscisse  curviligne  d*un  point  M  du  fil  flexible  et  inextensible, 
comptde  sur  le  fil  k  partir  d'un  point  di^termin^.  Soient,  au  temps  t,  /?,  q^  r, 
\s  t\i  ^  les  projections,  sur  la  tangente,  la  normale  principale  et  la  binormale 
en  M,  de  la  rotation  instantan^e  du  triddre  form^  par  ces  trois  droites  etdela 
Vitesse  du  point  M;  /?,,  ^^  r,,  ^,,  -r\,,  X^^,  les  projections  analogues  de  la  rotation 
du  tri^dre  et  de  la  vitesse  de  M,  lorsque  «,  variant  seul,  est  assimile  au  temps. 

La  Cin^matique  fournit,  cntre  les  rotations  et  les  translations,  les  six 
relations 


> 


(0  {  -^^^rp,-pr^,         _  ^r-^r.-f-C/?,, 

dr        dr.  d^ 

La  Dynamiquc  fournil  les  trois  aulrcs  equations 


/ 


(2)  I  m(^^^-.-r\-qr^-=Tr^-^mW, 


ou  m  est  le  produil  de  Tcpaisseur  du  fil  en  M  par  sa  densile,  el  <!>,  M*,  X  le* 
projections  sur  la  langenle,  la  norinale  principale  et  la  binormale  de  la  force 
cxterieure  rapporlee  a  I'linile  do  masse,  et  T  la  torsion. 

Les  equations  (i)  el  (i  ),  dans  le  ras  «iu  mouvement  plan,  sc  reduiscnt  a  eel  les 
que  M.  Hcsal  a  donnees  dans  son  Jraifc  tie  Mecanique  gencrale  ( t.  I,  p.  Sai 
et  suiv.). 

Picard.  —  Sur  Tapplication   aux  equations  differentielles  ordi- 
naires    de    certaines    niethodcs    d^approximations    successives. 

(543-549). 
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L'auteur  commence  par  rappeler  la  m^thode  d'approximation  qui  lui  a  servi 
{Journal  de Mathematiques,  1890)  ^  d^mootrer  Tezistence  des  int^grales  des 
Equations  difTdrentielles  ordinaires. 

Soil  le  systdme  de  quatre  Equations  du  premier  ordre 

Pour  avoir  les  int^grales  w,  p,  . . .  prenant  respectivement  pour  x  =  x^  Ics 
valeurs  a,,  v^f  . . .,  00  consid^re  d'abord  ie  systeme 

^~  — /i(^>  '^o*  ^'o*  •••)>  ^3  —j%\^y  ^9t  ^Qt  '•')■)  •••• 

On  en  tire,  par  quadrature,  les  fonctions  i/,,  v^y  ...  en  les  determinant  de 
mani^re  qu'elles  prcnnent  pour  x^  les  valeurs  donn^es.  On  forme  ensuite  les 
Equations 

et  Ton  determine  u,,  t^,,  ...  par  les  monies  conditions  initiales.  On  continue 
ainsi  ind^finimcnt  et  Ton  montre  que  i/„,  v^^  ...  ont  des  limiles  qui  donnent 
le  systeme  cherch^  d'integrales  si  x  est  suffisamment  voisin  de  x^. 

M.  Picard  indique  quelqucs  applications  int^ressantcs  k  des  classes  particu- 
litres  d'equations. 

II  suppose  d'abord  que,  x  restant  positif,  les  fonctions  /  sont  positives  et 
croissent  avec  m,  v,  ...;  que,  de  plus,  les  derivt^cs  partiellcs  du  premier  ordre 
de  f  par  rapport  ^  m,  t^,  . . .  vont  en  dccroissant  quand  2/,  v^  . . .  augmcntcnt. 
Dans  ces  conditions,  on  a  un  systc^me  d'inlcgrales  u^  v^  ...  s'annulant  pour 
0?  =  o  et  restant  finies  pour  loute  valeur  positive  de  x,  Peut-on,  k  I'aide  des 
approximations  successives,  obtenir  un  developpcment  en  s^rie  de  ces  integralcs 
valable  pour  toutc  valeur  positive  de  x^  II  en  est  bien  ainsi;  mais  la  demon- 
stration est  delicate,  parce  que,  do  ce  que  a^,  v^  ont  des  liinites,  il  ne  s'ensuit 
pas  que  ces  limites  doivent  neccssairement  reprdsenter  les  inldgrales. 

Mais  tout  autres  sont  les  circonstances  quand  les  fonctions  /,  toujours  posi- 
tives, vont  en  dccroissant  lorsque  u^Vy...  augmcntcnt  h  partir  de  zero.  Si  Ton 
fait  les  approximations  successives,  les  Icrnies  ^  indices  pairs  ont  une  limite,  les 
termes  a  indices  impairs  en  ont,  en  general,  une  autre. 

M.  Picard  passe  ensuite  ^  une  seconde  mCthode  d'approximation  qui  corres- 
pond k  des  probiemes  tout  differents.  Soit  le  systeme 


2^ 

dx 


u       ^  /  du     dv        \       d'v        .  (  du     dv        \ 

-  ^f,[x,  U,  V,  ....  ^,  ^.  -j.    ^  =/.(^X,  U,  V ^,  ^,  ...j, 


les  fonctions  /  etant  supposCcs  continues  lorsque  leurs  arguments  restent 
coropris  entre  certaines  limites,  et  notamment  x  entre  a  elb;  il  s'agit  d'obtenir 
Ics  integrales  qui  pour  x  =  a  prenncnt  les  valeurs  doiinees  A,,  A,,  ...,  A^  et 
pour  X  =  b  les  valeurs  B,,  B„  . . . ,  H^. 

La  methode  d'approximation  consistc  k  partir  d'un  systeme  arbitraire  de 
f«:>nctions  satisfaisant  aux  conditions  initiates  et  Gnales.  On  mettra  ces  fonctions 
<taas  les  seconds  membres  des  equations  donndes  et  Ton  determinera,  par  des 
<luadratures,  les  fonctions  (/,,  i^,,  ...  satisfaisant  aux  equations  ainsi  obtenues 
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ct  aux  Equations  aux  limites;  on  substituera  alors  les  fonctions  u,,  ^,,  ...  dans 
Ics  seconds  membres,  et  ainsi  de  suite.  Les  expressions  m^,  v^,  . . .  convergeront 
rertainement  vers  le  syst^me  d'integrales  cherch6es  dans  rintervalle  (a,  6), 
si  b  satisfait  ^  cerlaines  in6galit6s  que  M.  Picard  enseigne  ^  former. 

Ces  indgalil^s  restreignent  souvent  plus  qu'il  n'est  n^cessaire  ie  champ  de 
convergence.  II  est  facile  de  I'agrandir  dans  des  cas  trds  ^tendus,  notamment 
dans  le  cas  od  les  fonctions  sonl  p^riodiques  par  rapport  4  a:.  M.  Picard  donne 
des  criterium  d'une  application  facile  pour  rcconnattre  si,  dans  certains  de  ces 
cas,  les  solutions  sont  periodiques  elles-m(^mes. 

La  mdthode  d'approximation  imaginee  par  M.  Picard  intdresse  les  solutions 
des  probl^mes  de  Mccanique  et  sp^cialement  les  solutions  periodiques  dans  le 
voisinage  d'unc  position  d'^quilibre. 

Autonne.  —  Sur  les  inl^grales  algebriqucs  de  r^quation  differen- 
tiellc  du  premier  ordre.  ( 587-089). 

M.  Autonne  prdsente  une  tb^orie  des  integrates  algebriques  de  T^quation 
differentielle  du  premier  ordre,  ou,  ce  qui  revient  au  m^me,  des  integmntes 
algebriques  G  trac^cs  sur  la  surface  F  qui  repr^sente  I'equation. 

T/auteur  appelle  nceud  tout  point  nodal  dont  I'exposant  est  ^gal  au  quotient 
de  deux  cntiers  positifs;  tout  nodal  qui  n'est  point  un  nocud  sera  un  col.  La 
surface  F  la  plus  g^nerale  de  son  degre  N  aN(N*— 2N-4-2)  cols  tons  distincts. 

Des  lors  on  pent  enonccr  le  theorcme  suivant  qui  ramene  la  recherche  de 
toutcs  les  integrantcs  algebriques  tracees  sur  F  ^  des  calculs  elementaires  : 

Le  degre  de  ces  integrantes  G  ne  pent  depasser  le  plus  grand  entier  [N]  con- 

tenu  dans  la  fraction 

N(N'-4-6N  4-11). 

3TN-+-2)        ' 

G  n'a  (I'autrcs  points  multiples  que  les  points  doubles  k  tangentes  distinctes; 
CCS  |»()iiiis  sont  tons  des  cols  de  F;  les  deux  tan'^entes  sonl  les  asymptotes  de 
riiidicatrice. 

Malheiireusenicnt,  ce  th«'oremc  ne  resoul  pas  dans  tous  les  cas  possibles  le 
[)robiciiie  de  la  rechcrciie  des  inlegralcs  aigobriqiies  :  i"  parcc  que  la  surface  F 
la  plus  generale  de  son  degrd  ne  represente  pas  I'equation  la  plus  generale  du 
premier  ordre;  i>"  parce  <iue  rexistencc  sur  F  d'iniegrantcs algebriques  n'cntratne 
pas  tonjours  celle  de  na'uds. 

Toutefois  la  methode  reuj»sit  pleinement  dans  Ic  cas  de  la  surface  cubaliquc  F 
[N  ^  3,  (N)  —  -].  U  n'exisle  alors  sur  F  que  treize  integrantes  algebriques, 
(jue  M.  Autonne  enumere.  Ce  resultat  fournit  toutcs  les  inlegralcs  algebriques 
d'une  eijuation  du  premier  ordre,  du  premier  degre,  de  dimension  qualre, 
reglementaire  el  pourvue  des  six  points  diciiliques. 

Caronnet.  — Sur  les  centres  de  courbure  geodesiquc.  (589-592). 

1°  Pour  <]uc  les  droites  qui  joignent  les  centres  de  courbure  geodesique  d'un 
systeme  orlliogonai  (|uelcon(|ue  engcndrent  une  congruence  de  norraales,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  courbures  geodesiques  correspondantes  soient  fonctions 
Tunc  de  I'autre; 

2"  Pour  quune  droite  qui  joint  un  centre  de  premiere  courbure  principale 
au   ccnlre  de  seconde  rombure   geodt'siquc  cngendre  une   congruence  de  nor- 
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males,  il  faut  et  il  suffit  que  les  courbures  coosider^es  soient  fonctions  i'une 
de  Tautre. 

L'autear  fait  une  application  de  ces  deux  th^ordmes  aux  surfaces  &  lignes  de 
courbure  circulaires  dans  un  syst^me. 

Stodolkievitz.  —  Sur  le  probleme  de  Pfaff.  (592-595). 

L'auteur  fait  coaaaltre  une  m^thode  pour  arriver  aux  conditions  d'int^gra- 
bilit^  de  I'^quation  aux  diff^rentieiles  totales 

X,  dx^  -h  X,  dx^  -h . . .  -h  X,  dx^  =  o, 

lorsqu'elle  n'a  que  deux  integrates,  et  ensuite,  ces  conditions  dtant  suppos^es 
remplies,  pour  former  ces  deux  integrates. 

Poincari.  —  Sur  Y Analysis  situs,  (633-636). 

D^sireux  de  g^n^raliser  ses  belles  recherches  sur  la  connexion  des  surfaces 
de  Fespace  ordinaire,  Riemann  s'^tait  applique  k  Tetude  des  hyperespaces  au 
point  de  Tue  de  VAnalysis  situs.  Les  fragments  qu'il  a  laiss^s  sur  ce  sujet 
sont  trds  incomplets.  Betti  a  retrouve  et  complete  les  resultats  dc  Riemann. 
Considerant  une  surface  ^  n  dimensions  dans  Tespace  d  /t+i  dimensions,  il 
a  defini  n  —  i  nombres  qu'il  appellc  les  n  —  i  ordres  de  connexion  de  la  sur- 
face. 

Mais  les  nombres  de  Betti  suffiscnt-ils  pour  determiner  une  surface  fermee 
au  point  de  vue  de  VAnalysis  situs?  Etant  donnees  deux  surfaces  fermees  qui 
possedent  les  memes  nombres  de  Betti,  peut-on  toujours  passer  de  Tun  i 
I'autre  par  deformation  continue?  Cela  est  vrai  dans  Tespace  i  trois  dimen- 
sions, mais  cela  ne  Test  plus  dans  un  espace  quclconque. 

Pour  le  faire  voir,  M.  Poincare  envisage  p  fonctions  quelconques 

F     F  F 

des  n-f-i  coordonnees  ^,,  j?,,  ...,  x  d'un  point  de  la  surface.  Quand  le  point 
decrit  sur  la  surface  un  contour  ferme  Jinif  il  pourra  se  faire  que  ces  p  fonc- 
tions ne  reviennent  pas  ^  leurs  valeurs  initiales,  mais  subissent  une  substitu- 
tion. Toutes  les  substitutions  correspondant  aux  divers  contours  fermes  sur 
la  surface  forment  un  groupe  discontinu.  Ce  groupe  G  depend  du  choix  des 
fonctions  F.  Un  groupe  G  correspondant  k  un  autre  choix  de  ces  fonctions  sera 
isomorpbe  k  G. 

Si  deux  surfaces  peuvent  se  transformer  Tune  dans  I'autre  par  deformation 
continue,  leurs  groupcs  sont  isomorphes,  et  reciproquement.  Done  ce  qui  de- 
iinit  une  surface  fermee  au  point  de  vue  de  VAnaiysis  situs,  c'est  son  groupe. 

On  est  done  ramene  au  probleme  suivant  :  Deux  surfaces  fermees  qui  ont 
memes  nombres  de  Betti  ont-elles  toujours  des  groupcs  isomorphes?  M.  Poin- 
care repond  k  cette  question  par  la  negative. 

Liouville{It.).  —  Sur  les  (Equations  de  la  Dynamique.  (646-648). 

Suite  de  la  discussion  engagee  entre  Tauteur  et  M.  Painleve. 
Butt,  des  Sciences  mathcm.,  2'  scric,  t.  XVIII.  (Juin  189'!.)  H.io 
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Vallier.  —  Sur  la  solution  du  probl^me  balislique.  (648-65 1). 

L'auteur  indiquc  unc  mdthode  plausible  pour  I'^valuation  du  param^tre 
auxiliaire  m  qu'on  inlroduit  dans  le  probl^me  balislique  afin  de  rendre  possible 
rint^gration  des  Equations  du  mouvemenl. 

On  rcmplace  Texpression  f{v)  qui  repr^sente  la  resistance  dc  Tair  par  one 
autre  fonction  F(j;,  m),  oil  x  est  I'abscisse  horizontale  du  projectile,  et  la 
question  est  dc  determiner  m  dans  chaque  cas  particulier  de  mani^re  i  rendre 
aussi  faible  que  possible  Terreur  commise  sur  Tordonn^e  par  cette  substitation 
de  F(ar,m)  i/Cv). 

En  s'aidant  de  la  thdorie  des  fractions  continues  alg^briques  et  d'un  theor^me 
de  M.  MarkofT  sur  le  calcul  approcbe  des  int^grales,  M.  Vallier  parvient  k  la 
r^glc  suivanle  : 

i<>  Calculer  par  les  formulcs  approcb^es  nsuelles  les  elements  da  sommet  et 
ceux  du  point  dont  Tabscissc  est  o^aaSo;.  (j7,  abscisse  du  sommet); 
a*  Avec  les  elements  ainsi  determines  former  et  resoudre  requation  en  tn 

8  /(t^,)-F(a;„m)  ^  ^q /(i^J  -  F(a:,,  m)  ^  ^. 
v\  cos*  6,  V*  * 

0,  est  I'inclinaison  sur  Tborizontalc  de  la  tangente  au  point  dont  Tabscisse 
est  a?,  =  o,aa5d:,. 

Painleve.  —  Sur  la  transformation  des  Equations  de  la  Djna- 
mique.  (714-715). 

L'auteur  precise  les  points  sur  lesquels  la  discussion  s'cst  engagee  entre 
M.  U.  Liouvillc  ct  lui. 

Lc  problciiio  (jue  s'cst  propose  M.  Painleve  est  le  suivant  :  Ktant  donne  un 
sysleiiic  (S)  (l'c<|ualions  dc  Lagrange  i  k  variables  ^,,  oil  T  est  bomogcne  par 
rapport  aux  vilesses  el  nc  rciifcrinc  pas  lc  temps  el  oii  les  forces  ne  dependent 
ni  des  vitesscs  ni  du  temps,  c\isle-t-il  un  autre  syslcme  (S')  analogue,  tel  que 
les  relations  entre  les  q^  definics  par  (S)  el  par  (S')  coincident? 

M.  l*ainlcvc  a  demontre  a  ce  sujet  un  theoreme  dont  une  consequence  gene- 
rale  est  jjue  Ics  geodesiqiies  relatives  h  T  admellenl  une  integrale  du  second 
degre,  s'ii  ex  isle  un  systeino  (S')  correspondant  A  (S). 

M.  Liouvillc  a  ensuilc  demontre  une  proposition  qui  complete  ce  Ihcon'^me 
dans  le  cas  particulier  ou  les  forces  sonl  nulles  dans  les  deux  systemes  : 
«  Quand  les  geo(le.si(|iios  relatives  a  T  et  ^  T'  coVncidenl,  leurs  equations 
admellenl  non  seulemcnl  une  integrale,  mais  en  general  un  systeme  complet 
d'inlegrales  du  second  dcgrc.  » 

Mais  il  ne  seinble  pas  a  M.  Painleve  que  M.  Liouvillc  ait  reussi  par  la  nie- 
tliodc  jju'il  eniploie  a  d<»nncr  une  demonstration  correcte  de  son  tbeoreme 
general  m«^nie  dans  le  cas  oii  les  deux  systemes  (S)  el  (S')  sonl  solliriles  par 
<lcs  forces  adiiiettant  un  potenticl. 

D'ailleurs,  M.  Painleve  fail  reinarqucr  que,  quand  un  systeme  S  ii  polentiel 
a<hiiet  un  correspoiidanl  S',  S'  n'esl  pas  en  general  une  systeme  4  potenticl. 

Goursal.  —  Sur  Tinvcrsion  des  iiili'^ralcs  abrlicnncs.  (787-700). 
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Soil  /{x^y)  =  0  une  Equation  alg^brique  de  genre  p.  Soieot 

les  j9  inUgrales  normales  de  premiere  espdce,  et 

w(0(a?,  j^),    w^*^{x,y),    ...,    ivf^U^i  r) 

q  ioUgrales  ab^liennes  quelcongues  relatives  d  la  courbe/. 

On  suppose  que  \es  p  -hq  inUgrales  u^^\  w^i^  sont  distioctes  et  Ton  forme  le 
syst^me  d'^quations 

tt^**^(a?„r,)-t-...-4-a<*^(a:.,r»)  =  ".         (1=1,2,  ...,/?)       ^_ 

«»^''(^i»r,)-*-----+-«"(^.,r»)  =  %     (/  =  i,2, ...,  9) 

qui  d^fioissent  les  n  points  analytiques  {x^,y^)y  ...,(d?„,^^)  en  fonction  de 
II  Tariables  ind^pendantes  k,-,  Wj. 

Le  probl^me  de  Tinversion,  ainsi  g^n^ralis^,  se  ramdne,  comme  le  montre 
M.  Goursat,  au  probldme  ordinaire  dc  I'inversion  des  int^grales  de  premidre 
espdce  et  k  la  resolution  d'un  certain  nombre  d'^quations,  en  g^n^ral  transcen- 
dantes,  d'une  forme  simple. 

II  faut  observer  qu*en  g^n^ral,  &  cause  de  la  transcendance  des  Equations  dont 
il  s'agity  I'inversion  ne  pent  se  faire  d'une  mani^re  uniformc.  Si  Ton  cherche 
les  conditions  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  on  retombe  sur  le  cas  traits  par 
M.  Appell  {Journal  de  Mathematiques,  i885). 

D^Ocagne,  —  Sur  la  soraraation  d'une  certaine  classc  de  series. 
(790-792). 

Soit  S  une  s^rie 

U^-+-  U,  +  U,-h. .  .-*-  u^-+-. . ., 

d^finie  par  la  valeur  du  premier  terme  U^  et  I'dchelle  de  recurrence  variable 

U.=  U^,/(o)-*-U_/(i)-4-...-+.U,/(/i-i), 

o^  f{x)  est  un  polyn6me  de  degr^  p  en  x. 
Si  Tod  pose 

A,=/(i-i)-+.C;,^-,/(/-2)-f-...-+-(-i)»-'Cf;t\/(o)4-(-i)'(-C>+0 

et  que  Ton  forme  le  polyn6me 

F(a:)  =  a:P+'-4-  A,  jrP-f-. . .+  A^a?  -f-  A^^„ 

I*  La  condition  ndcessaire  et  suffisante  pour  que  la  s^rie  S  soit  convergente 
est  que  toutesles  racinesde  I'dquation  F(a;)  =  o  aient  un  module  inf^rieur  k  1; 

3*  Cette  condition  6tant  remplic,  la  sommc  de  la  sdric  S  est  ndcessairement 
x^ro. 

La  demonstration  dc  cos  deux  theor^mcs  repose  sur  un  cas  particulier  d'une 
proposition  trds  gen^rale  relative  aux  scries  que  M.  d'Ocagne  expose  en  ter- 
mioant  sa  Communication. 


124  SECONDE  PARTIB. 

Liouville  (It.).  —  Siirles  Equations  de  la  Djoamique.  (792^-793). 

R^ponse  k  la  Note  pr^c^dente  de  M.  Painlev^. 

Andri  {D.).  —  Sur  le  partage  en  qualre  groiipes  des  permuta- 
tions des  n  premiers  nombres.  (872-874). 

On  sail  que  les  permutations  des  n  premiers  nombres  sont  de  la  premiere 
ou  de  la  seconde  classe  selon  qu'elles  presentent  un  nombre  pair  oa  impair  de 
derangements;  de  la  premiere  ou  de  la  seconde  espSce,  selon  qu'elles  pr^ 
seatent  un  nombre  pair  ou  impair  de  sequences.  De  U  r^ulte  que  les  per> 
mutations  des  n  premiers  nombres  se  partagent  en  quatre  groupes,  saToir  : 
I*  les  permutations  de  la  premiere  esp^ce  et  de  la  premiere  classe;  3*  celles  de 
la  premiere  espdce  et  de  la  seconde  classe,  etc. 

L'^tude  de  ces  quatre  groupes  a  conduit  l^auteur,  touchant  la  structure  de 
ces  permutations,  i  divers  r^sultats  qu'i!  expose  sous  forme  de  thdor^mes. 

Painleve.  —  Rectificalion  d'une  faute  dUmpression  dans  une 
Communication  sur  les  Equations  de  la  Dynamique.  (874-875). 

Poincare.  —  Note  accompagnant  la  presentation  d'un  Ouvrage 
rclatif  aux  m^thodes  nouvelles  de  la  M^canique  c^este.  (906- 

907)- 

M.  Newcombest  parvenu  k  faire  disparattre  dans  le  d^veloppement  des  coor- 
donnt^cs  des  astres  les  termes  se'culaires.  Voici  quelle  est  la  forme  que  prenneot 
les  dcveloppcmcnts  dc  iM.  Newcomb  (scmi-convergents  4  la  fa^on  de  la  sdrie 
dc  Slirling)  aprcs  les  modifications  qu'y  a  introduites  M.  Poincar^. 

Les  coordonndes  des  trois  corps  sont  d^veloppdcs  suivant  les  puissances  des 
masses  el  de  quatre  constantes  d'integration  a,,  a„  a„  a^  qui  jouent  le  r61e  des 
cxcentriciltis  et  des  inclinaisons.  Chacun  de  ces  d^vcloppemcnts  est  une  fonc- 

tion    periodique    de   six   arguments  u),,   w,,   w',,  w^,  w',,  w'^.  Les  d^riv^es  ->-*■ 

at 

(nioyens  mouvements)  et  —rp  sont  des  constantes  elles-m6mes  ddvcloppables 

suivant  les  puissances  des  masses  et  des  a-. 

Kn  outre,  les  coordonnees  des  irois  corps  dependent  des  a-  et  des  w|  d'une 
inaniere  purticuliere  :  elles  sont  d^veloppables  suivant  les  puissances  des 
a^cosw',  ct  dos  a.sinw[.  Si  Ton  annulc  tons  les  a,,  on  retombe  sur  des  scries 
ronvergentes  qui  represenlent  une  solution  particuliere  remarquable  {solution 
periodique  de  la  premiere  sorte). 

Mais,  avant  d'effectuer  lous  ces  developpements  en  parlant  des  Equations  du 
mouvenient,  il  faul  demonlrer  qu'ils  sont  I<^gitimes.  C'est  ce  qu'on  peut  faire 
en  ellVl  par  Teniploi  de  la  methode  de  Jacobi  {Vorlesungen  iiber  Dynamik). 

Toulofois  re  mode  d'exposilion  n'est  pas  sans  inconvenient.  On  peut  le  rcm- 
plarer  par  Temploi  d'une  melhodc  un  peu  diff^rente,  qui  a  Tavantage  d*abr<^ger 
le  ralcul  et  qui  fait  Tobjct  dc  la  dcrnicre  partic  de  la  Communication  de 
M.  INiincaro. 
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Rabat.  —  Sur  les  invariants  universels.  (9^26-929). 

L'auteur  appelle  invariant  universel  toute  combinaison  des  ^l^ments  d'une 
figure  qui  se  reproduisent  par  une  transformation.  Un  tel  invariant  est  une 
fonction  des  coordonn6cs  et  coefficients  diff^rentieis  d'une  multiplicity  d'61^- 
ments  infinit^simaux  de  lignes  ou  de  surfaces,  distributes  arbitrairement  dans 
Tespace.  La  transformation  se  r^duit  aussi  ^  des  relations  entre  les  coordonn^es 
et  coefficients  diff^rentiels  d'une  multiplicity  d'6I^ments  analogues  appartenant 
les  uos  k  la  figure  primitive,  les  autres  ^  la  figure  transformee.  Dans  Tespace  k 
deux  dimensions,  si  un  ^I^ment  unique  de  la  premiere  figure  est  li^  k  un 
^l^ment  de  la  seconde,  ces  relations  sont  de  la  forme 

/(^,  y.X%y,  ...,  r^  X,  Y,  r,  Y',  ...,  Y")  =  o; 

rinvariant  est  fonction  des  ar,,  j^,-,  y'.y  yj,  ...  d'une  multiplicity  d'^I^menls 
courbes.  Tout  groupe  fini  admet  des  invariants  universels  distincts  des  inva- 
riants di/r<6rentiels  ordinaires ;  en  outre,  des  groupes  infinis  d^pourvus  d'inva- 
riants  ordinaires  ont  des  invariants  universels. 

L'auteur  fait  suivre  ces  g^n6ralit6s  d'une  dtude  d^taill^e  des  invariants 
poDCtuels  et  des  invariants  de  contact. 

Cosserat.  —  Sur  les  congruences  de  droites.  (929-931). 

L'auteur  envisage  la  congruence  la  plus  g^n^rale  comme  engendr^e  de  la 
manidre  suivante  :  le  sommet  M  d'un  tri^dre  trirectangle  Mxyz  d^crit  une 
surface  (M)  normale  k  Mz;  x  et  y  ^tant  deux  fonctions  des  param^tres  u,  v, 
on  fait  correspondre  k  chaque  position  du  triedre  une  droite  D  parall^le 
i  Mz,  les  coordonn^es  du  pied  de  cette  droite  sur  le  plan  des  xy  ^tant  les 
▼aleurs'des  fonctions  x^y;  I'ensemble  des  droites  D  constitue  la  congruence 
la  plus  g^n^rale. 

En  traduisant  analytiquement  cette  conception  g(^om^trique  et  en  faisant 
usage  des  symboles  de  M.  ChristofTei,  construits  avec  I'^l^ment  lin^aire  de  la 
representation  spb^rique  des  d^veloppables  de  la  congruence,  M.  Cosserat 
obtient  des  Equations  d'une  forme  simple,  qui  permettent  d'aborder  les  pro- 
blames  relatifs  aux  congruences  de  droites. 

Parmi  les  r^sultats  auxquels  il  parvient,  signalons  ceux-ci  : 

1*  Le  probleme  de  la  determination  des  surfaces  decouples  suivant  un  r^seau 
conjugue  par  les  d^veloppables  d'une  congruence  (D)  ^quivaut  k  celui  de  la 
recherche  des  congruences  admettant  m6me  representation  sphdrique  de  leurs 
developpables  que  (  D ) ; 

'i*  L'equation  de  M.  Guichard 


d'p 


^du^^'dv       \du    ^  dv       ''  )^ 


dudv 
est  caracterisee  par  cette  propriety  de  son  adjoinle 


du  dv         du       '^'  dv 
d'admettre  trois  solutions  distinctes  ayant  la  somme  do  leurs  carr^s  egale  ^  i; 
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ligne  est  I'equation 

9(>')=>'-«.r'-+-5^(«,y)-+-...+(-0"5^(«.r')«=o- 

M.  Gels  d^finitcette  adjointc  d'une  manidrc  nouvelle,  savoir  par  la  propriiU 
des  fonctions  /  et  9  de  satisfaire  k  I'equation 

^(^1  y)  ^tant  uoe  fonction  oil  figurcnt  z,  y  et  leurs  n  — t  premieres  d^iT^es 

Les  Equations  qui  sont  ^quivalcntes  di  leur  adjointe  sent  n^cessaircment  de 
degr^  pair  et  Ton  a 

R^ciproquemcnt,  si  le  premier  mem bre  d'une  Equation  di(r<6rentielley(«)  =  o 
devieot  une  d^riv^e  cxacte  quand  on  le  multiplie  par  la  d^riv^e  de  la  fonction 
inconnue,  I'equation  est  necessairement  de  dcgr^  pair  et  equiTalente  k  son 
adjointe. 

Lorsqu'une  equation  d'ordre  2/1  est  ^quivalente  k  son  adjointe  de  la  premiere 
ligne,  il  existe  une  relation  quadratique  entre  an  integrates  formant  an 
systeme  fondamental  ou  les  derivees  de  ces  integrates. 

Petot,  —  Sur  les  sjst^mes  conjugu^s  et  les  couples  de  surfaces 
applicables.  (i25o-i252). 

Quand  les  points  M  et  M,  de  deux  surfaces  S  et  S,  se  correspondent  d'apres 
une  loi  quclconque,  ii  exisle  sur  S  un  rt^seau  conjugue  (i/,  i')  auquci  corres- 
pond un  rdseau  conjugue  sur  S,. 

II  existe  aussi  sur  S  un  seul  n^seau  de  courbcs  f  A,  B)  donl  les  tangentes 
sont  perpendiculaircs  aux  conjuguees  des  tangenles  aux  rourhes  corrcsp«>n- 
dantes  (A,,  n,);elde  interne  ii  exisle  sur  S,  un  rescau  (C,,  !>,),  jouant  le  memc 
role  par  rapport  k  son  correspondant  ( C,  D).  Les  reseaux  (A,  B),  (A,,  B,), 
(C,  D),  (Cp  D,)  sont  les  images  principales  sur  S  el  S,  des  congruences  II 
et  11,  engcndrees  par  les  perpendiculaircs  abaissees  de  M  et  M,  sur  les  plans 
tangents  en  M,  et  M. 

M.  I*etot  fait  voir  que,  quand  la  congruence  11  a  ses  images  principales  con- 
juguees sur  S  et  S,,  il  en  est  de  mtime  pour  la  congruence  H,;  les  deux  con- 
gruences onl  alors  pour  image  commune  sur  chaque  surface  le  re>eau  (  //,  r); 
de  plus,  la  langente  i\  la  ligne  (i^)  sur  chaque  surface  est  perpendiculaire  a  la 
tangente  ill  la  ligne  (1/)  de  I'autre. 

Rcciprociuemenl,  si,  sur  chaque  surface,  la  langente  a  la  ligne  (r)  est  per- 
pendiculaire a  la  langente  a  la  ligne  {u)  de  Tautre,  les  congruence**  11  et  II, 
admetteut  comme   image  commune,  sur  chaque  surface,  le  reseau   conjugue 

L'auteur  s'occupc  ensuile  des  equations  lineaires  F  cl  F,  que  verifienl  les 
elements  des  plans  tangents  aux  surfaces  S  el  S,  rapportee>  au  rrseau  (11,  v). 
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II  ^tudie  en  particuiier  les  cas  oii,  moyennant  oertaines  hypotheses  faites  sur 
les  r^seaax  (u,  v), ou  (A,  R),  on  peat  d^duire,  par  des  differentiations  ou  des 
quadratures,  de  chaque  solution  de  Tune  des  Equations  F  et  F,  une  solution  k 
Tadjointe  de  Tautre.  De  cette  ^tude  il  tire  une  m^thode  pour  former  des  Equa- 
tions de  Laplace  qui  admettcnt  des  transformations  infinit^simales;  et  parmi 
les  r^sultats  que  lui  fournit  cette  m^thode,  il  indique  ceux  qui  sont  utiles  dans 
la  d<^terniination  des  couples  de  surfaces  applicables. 

Cosserat.  —  Sur  la  deformation  infinit^simale  et  sur  les  surfaces 
associ^cs  de  M.  Bianchi.  (i25i-i255). 

L'auteur  d^veloppe  une  m^thode  qui  lui  permet  de  retrouver  trds  sim piemen t 
diverses  propri^t^s  dues  k  M.  Bianchi  et  k  M.  Ribaucour. 

Parmi  les  r^sultats  nouveaux  auxquels  il  parvient,  signalons  celui-ci  : 

Soit  (A)  la  surface  du  milieu  A  du  segment  qui  joint  les  points  correspon- 
dants  de  deux  surfaces  applicables.  Pour  que  deux  surfaces  (A)  et  (A, )  se 
correspondant  point  par  point  avec  paralMlisme  des  plans  tangents  soient 
associeeSf  il  faut  et  il  suffit  que,  si  Ton  considere  la  congruence  des  droites  A, 
A,y  les  ddveloppables  d^terminent  sur  (A)  et  (A,)  des  rdseaux  conjuguEs  k 
invariants  Egaux,  ou  encore  que  les  points  focaux  de  AA,  soient  conjuguEs 
harmoniques  par  rapport  a  A  et  A,. 

En  particuiier,  les  surfaces  isothermiques  qui  se  correspondent  dans  le  pro- 
bldme  de  M.  Christoffel  sont  associees. 

M.  Cosserat  fait  remarquerque  le  probleme  de  la  deformation  infinit^simale 
d*une  surface  (A)revient  d  la  determination  des  reseaux  conjuguEs  traces  sur 
cette  surface  et  qui  ont  soit  leurs  invariants  Egaux,  soit  une  representation 
spherique  identique  k  celles  des  asymptotiques  d'une  surface  etudi^e  par 
M.  Dini :  d^s  que  Tun  de  ces  rEseaux  conjuguEs  estdonne,  la  deformation  infi- 
nitesimale  de  (A)  se  determine  k  Taide  de  quadratures. 

£06  Vavasseur .  —  Sur  les  fonctions  contigues  relatives  a  la  sc^rie 
hyperg^om^trique  de  deux  variables,  (i  255-1 208). 

Entre  la  fonction  hypergeometriquc  F,  (x,  p,  ^\^\x^y)  et  trois  quelconques 

des  huit  fonctions  contigues  F,(a=hi),  F,(P±i),  F,(P'±i),  F,  (y  d:  i)  existe 

une  relation  lineaire  ct  homogene  dont  les  coefficients  sont  des  polynomes 

entiers  en  x  et  en  y. 

L'enonce  de  ce  theordme  pent  etre  niodifie  comme  il  suit  : 

Les  huit  fonctions  contigu<3s  sont  des  fonctions  lineaircs  et  homogcnes  de  F, 

de  -T-^  et  dc  -~i  les  coefficients  etant  des  fonctions  rationnelles  dc  x  et  de  r. 
ox  oy 

La    methode    indiquec   par   M.    Le    Vavasseur    pour  obtenir   ces   relations 

s'applique  sans  difliculte  aux  fonctions  contigues  suivantes,  et  Ton  pent  dire 

que  toute  fonction  contigue  F, (adbm,  ?  ± /i,  3'±:/i',  -^^p;  Xj  y)  est  une 

OF  dV 

fonction  lineaire  et  homogene  de  F,,  -—  et  de  ~>  les  coefficients  etant  des 

°  '    Ox  oy 

fonctions  rationnelles  de  x  ct  de  ^. 
L'auteur  montrc  encore  comment  les  dcrivees  particlles  d'ordre  superieur  de 

la  fonction  F.  s'expriment  en  fonction  lineaire  et  homogene  de  F,,  -H>  -r-'» 
'         "^  *    Ox     oy 

les  coefficients  etant  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  de^. 
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« 

On  pourra  ainsi  former  les  trois  Equations  aux  d^rivdes  partielles  du  second 
ordrc  auxqucUes  satisfait  la  fonction  l\. 
On    sail  que  ce  syst^me  de  trois  Equations  admet  dix   inUgrales  de   la 

'     U  dUf  ot  g  el  h  d^signent  deux  des  cioq  quantity  o,  i,  ao,  —  t  —  • 

8  ^     ^ 

En  cherchant  les  relations  lin^aires  entre  trois  ou  quatre  de  ces  int^grales 
supposdes  non  distinctcs,  Tauteur  a  reconnu  que  ces  relations  ne  subsistent 
pas  pour  toutes  les  positions  de  x  ti  y  dans  le  plan.  II  y  a  quatorze  tableaux 
distincts  de  relations  entre  les  dix  intdgrales. 

De  Saint-Germain.  —  Caract^re  de  convergence  des   series. 

(1258-1259). 

Soit  o{n)  une  fonction  positive  pour  de  grandes  valeurs  de  n  et  assujettie  & 
la  seule  condition  que,  pour  n  infini,  9(71)  log/t  tende  vers  z6ro  :  uoe  s^ie 
^o~^^t  +  ***  ^  termes  positifs  sera  convergente  ou  divergente  suivant  que 
limaj^'*^  sera  <i  ou  >i. 

En  second  lieu,  si  Ton  a,  E^  ^tant  nul  pour  n  infini, 

M?<»)  =  I  —  E  , 

E 

la  s6rie  sera  convergente  ou  divergente  suivant  que  lim  — r — -r sera  >  1 

**  ^  <p(jr)logii 

ou  <  I. 

La  scconde  proposition  entratne  d'ailleurs  la  premiere. 

Pontes,  —  Criterium  de  divisibility  par  un  nombre  quclconque. 

(1259-1261). 

Pour  rcconnallrc  si  un  cnlirr  N  est  divisible  par  un  autre  M,  M.  Perrin  a 
donnci  une  methodc  {Association  francaise,  9  aoOt  iJ^Sg)  qui  paraitrait,  dit 
M.  Fonlt^s,  elrc  le  dernier  mot  des  recherchcs  do  ce  genre,  si  elle  fournissait 
direclement  le  r(^sidu  niinimum  do  .\'(modM)  qui  exige  un  calcul  k  part 
indiqud  d'ailleurs  par  M.  Perrin.  Mais,  parmi  les  nombrcs  qui  peuvent  t^trc 
aisement  deduils  de  N,  qui  ont  nit^nie  r^sidu  minimum  suivant  le  module  M 
ct  qui,  par  suite,  peuvent  fournir  des  caraclercs  de  divisibility  par  M,  il  en 
existe  de  remarquables,  dont  le  calcul  est  d'une  grande  simplicite.  C'est  Temploi 
de  ces  nombrcs  qui  fait  Tobjet  de  la  Note  de  M.  Fonlds. 

Elliot,  —  Surlc  rnouvenient  d'un  point  materiel  dans  lecas  d'une 
resistance  proportionnelle  a  la  vitesse.  (12G2-12G4). 

Un  point  de  masse  egalc  k  Tunile  clant  sollicite  par  des  forces  derivant  d'un 
potcnliel  U,  les  equations  du  mouvcmcnt  sont 

Si    Ion    fait    Li    >ubslitulion    t,  —  c  ^',    ces   rquation^    prennent    la    f»>rme 
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ordinaire 

De  \k  i^sulle  pour  la  forme  canonique  des  Equations  du  mou?emenL,  dans  le 
cas  considdr^  d'une  resistance  proportionnelle  k  la  vitesse, 

<iq^^^,d(T-\i)  dp,^      ^.<>(T-U) 

dt  dp^  dt  dq^ 

Par  consequent,  si  Ton  considdre  T^quation  aux  ddriv^es  partielles 
(I)  ~+e**(T-U)  =  o, 

ot  les  q'^  ont  ete  remplac^s  en  fonction  des  pj^  et  oCi  les  pj^  eux-memes  sont 

remplac^s  par  -r— ^>  la  connaissance  d'une  integrate  complete  de  T^quation  (i) 

permet  de  trouver   les  Equations  finies  du  mouvement  par  la  methode  de 
Jacobi. 

M.  Elliot  etudie  cette  Equation  dans  diverses  hypotheses  faites  sur  le  poten- 
tiel  U.  Quand,  par  exemple,  le  mouvement  a  lieu  sur  une  courbe,  Tare  etant 
pris  comme  variable,  T^quation  (i)  se  ram^ne  aux  quadratures  si  la  force  est 
en  raison  directe  ou  inverse  de  la  distance,  ^  une  equation  de  Riccati  si  la 
force  est  en  raison  inverse  du  carre  ou  de  la  racinc  carree  de  la  distance. 


XWALES  DE  LA  FACULTfi  DES  SCIENCES  DE  TOULOUSE. 

T.  V,  ann6o  1891  (*). 

e  Tannenberg  (  W.).  —  Sur  les  Equations  aux  d^riv^cs  par- 
tielles du  premier  ordre,  a  deux  variables  inddpendanles,  qui 
admeltent  un  groupe  continu  de  transformations.  (B,  1-148). 

Premiere  Partie. 

Chapitre  /.  —  On  appelle  element  d'une  lignc  (C)  rensemble  forme  par  un 

point  de  cette  lignc  et  la  tangente  en  ce  point.  L'ensemblc  (m,  e/)  d'un  point  m 

et  d'une  droile  d  passant  par  ce  point  s'appellera  un  element  lineaire.  Plu- 

^ieurs  elements  de  lignc  sont  unis  suivant  une  courbe  si  chacun  d'eux  est  un 

Element  de  la  courbe. 

Si  Ton  effectue  une  transformation  ponctuellc,  les  courbes  qui  admettcnt  un 
Element  commun  (m,  d)  sc  transforment  en  courbcs  ayant  un  element  com- 
inun  (m',  d')  qui  est  le  correspondant  de  Teiement  (m,  d), 

(•)  Voir  Bulletin,  l.  XVIII,,  p.  5. 
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A  des  ^i^ments  lin^aires  unis  suivanl  unc  courbe  ( C )  correspondent  les  ^1^ 
ments  lin^aires  unis  suivant  la  courbe  transform^e  (C). 

D'un  groupe  de  transformalions  ponctuelles  k  r  param^tres,  on  peutd6duire 
un  groupe  prolonge  indiquant  la  loi  suivant  laquelie  le  groupe  donn^  ^change 
entre  eux  les  ^l^ments  lin^aires  de  Tespacc. 

On  appclle  element  d'une  surface  S  Tensemble  (m,  P)  form^  par  nn 
point  m  de  cette  surface  et  le  plan  P  tangent  en  un  point  :  T^l^ment  (m,  P) 
est  Tensemble  des  ^l^ments  lin^aires  de  S  issus  de  m. 

L'ensemble  form^  par  un  point  et  un  plan  passant  par  ce  point  s*appellera 
un  element  de  surface.  Plusieurs  dl^ments  de  surface  sont  dits  unis  suivant 
la  surface  S»  si  chacun  d'eux  est  un  ^l^ment  de  cette  surface. 

Si  Ton  effectue  une  transformation  ponctuelle,  si  plusieurs  surfaces  ont  an 
dl^ment  commun  (m,  P),  leurs  transform^es  ont  un  ^l^ment  commun  (m',  P')* 
celui  qui  correspond  k  T^l^ment  (m,  P).  Des  ^l^ments  de  surface  unis  suivant 
une  surface  S  se  transformenten  ^l^ments  de  surface  unis  suivant  la  surface  S' 
transform^e  de  S. 

D'un  groupe  de  transformations  ponctuelles  k  r  paramdtres,  on  peut  d^duire 
un  groupe  prolong^  qui  indique  la  loi  suivant  laquelie  les  transformations  da 
groupe  donn^  ^changent  entre  eux  les  ^l^ments  de  surface  de  Tespace. 

Une  infinite  simple  et  continue  des  ^l^ments  de  ligne  unis  en  un  point  quel- 

conque  s  de  I'espace  constitue  un  cdne  elementaire  C.  Le  c6ne  ^l^mentaire  C 

transform^  dc  C  par  une  transformation  ponctuelle  quelconque  est  Tenveloppe 

des^idments  de  surface  correspondant  aux  ^l^ments  de  surface  du  cAne  C.  Les 

generatrices  de  contact  de  deux  elements  de  surface  correspondants  appar- 

tiennent  k  deux  elements  lin^aires  correspondants. 

L'^quation 

<l»(jr,  y,  Zy  dxy  dy^  dz)  =  o, 

ou  <^  est  homogene  en  dXt  dyy  dz,  fait  correspondre  k  chaque  point  de  Tespace 
un  cAnc  diementaire  C,  et  s'appellera  Vequation  du  systeme  des  cdnes  elemen- 
taires  C,  ou  encore  requaiioii  aux  difTercnlielles  lolales  associee  k  une  cer- 
taine  equation  aux  derivees  partielles  F(x,  i',  c,  />,  q)  =  o,  telle  que  «l>  =  o 
se  deduise  de  F  =  o,  cu  eliminant  p  tl  q  entre  les  Equations  F  rx  o, 

dx         dr  dz 


dV  r>F  c>F  c>F 

Op  Oq  ^P  ^^ 

Chapitrc  II.  —  Pour  qu'une  familie  dc  courbes  k  Irois  paramclrcs  repre- 
sentee par  les  equations 

\  f{x,y,  5,  a,  6,  c)  =  o. 
(   g{x,  V,  c,  rt,  6,  c)  =  (» 

soil  TenstMnble  des  caracleristiques  tl'une  equation  au\  derivees  partielles,  il 
faul  el  il  suftil  qu'cn  eliminant  x.  v,  z  entre  les  equations  (i)  cl  les  suivantes 

(  J  )  —  c/u  —    •.-  db  -^  ^-  dc  -—  o,         -^  da .-  db =^  ac  -  o, 

(ki  Ob  tfC  Oa  Ob  ttc 

on  oblienne  une  equation  non  inleirrablo.  lineaire  en  da,  rf6,  dc. 

(>n  pout  alors,  dans  les  equatit^n-*  ( i)  choisir  les  parametres  o,  6,  c  de  faron 
»jue   I'eqiiation   df>       c  da  —  ••  -oil    une  ronM^picnrc  des  equations  (i)  cl  (»)• 
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puis  mettre  les  Equations  (i)  sous  ia  forme  normale 

(3)  V(a7,  y,  5,  a,  ^>)  =  o,        V=  — -hc^^=o. 

II  y  a  uoe  infinite  de  formes  normales.  On  peut  ies  d^duire  toules  de  Tune 

d'entre  elles,  la  forme  (3)  par  exemple,  par  la  r^gle  suivante  :  on  cfTeclue  sur 

les  quantit^s  a,  by  c  la  transformation  de  contact  la  plus  g^n^raie  d^finie  par 

I'identit^ 

db'-c'  da'=p{db  -  c  da), 

Le  syst^me  (i)  devient 

9(a:,  ^,  5,  a\  b\  c')  =  o, 

^{Xy    yy     Zy    O' y     b' y     C'  )     =    0. 

On  r^sout  Tune  de  ces  deux  Equations  par  rapport  k  c'y  on  porte  la  valeur 
trouv^e  dans  Tautre,  et  Ton  a  la  forme  normale  la  plus  g^n^rale 

\}{Xyyy  z'y  ay  b)  =  Oy        —,  -^ C  ^p  =  o. 
Supposons  les  caracteristiques  de  Tequation 

F(^,  r.  ^y  p-  q)  =  Oy 

d^finies  par  les  Equations 

(3)  \{x,yyZya,b)  =  o,         di'^^db~^' 

si  Ton  donne  h  x,  yy  z  des  valeurs  d^termin^es,  et  si  Ton  considcre  (a,  by  c) 
comme  les  coordonn^es  d'un  element  lin^aire  du  plan,  ccs  Equations  d^finissent 
un  syst^me  d'^Hments  lin^aires  unis  suivant  une  courbc  C  a  Irois  param^tres 
{Xy  y  etz).  L^^quation  differenticlle  du  troisieme  ordre 

dont  les  courbes  integrates  constituent  la  famille  des  courbes  C,  correspond 
4  la  forme  normale  (3). 

On  obtient  les  diverses  Equations  difl^rentielles  du  troisieme  ordre  correspon- 
dant  aux  diverses  formes  normales  en  appliquant  k  Tunc  d'elles  toutes  les 
transformations  de  contact  du  plan. 

Inversement  Tensemble  des  elements  lin^aircs  des  courbes  intdgrales  de  (4) 
est  ddlini  par  les  Equations  (3),  lesquelles,  en  considerant  Oy  by  c  comme  des 
paramdtres,  et  XyyyZ  comme  les  coordonndes  d'un  point  de  Tespacc,  defi- 
nissent  la  famille  de  caracteristiques  d'unc  certaine  Equation  aux  derivdes 
partielles, 

F{Xyyy      Zy     Py     ^)     =0, 

qui  correspond  4  V  =  o.  A.  chaque  Equation  telle  que  V  =  o  rcprdsentant  les 
courbes  intdgrales  de  (4)  correspond  une  Equation  aux  ddrivecs  particllcs  66- 
termindes.  L*ensemble  (E)  dc  ces  Equations  aux  ddrivees  particllcs  s'obtienten 
appliquant  k  Tune  d*elles  loutcs  les  transformations  ponctuelles  de  Tcspacc. 
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Si  Pod  considere  T^quation  aux  d^riv^es  partielles  qui  correspond  i  Tioie- 
grale  g^n^rale  V(ar,  y^  z,  a^  b)  =  o  de  I'^quation  H  =  o,  clle  a  pour  associ^e 
r^quation 

*(^»  yy  Sf  dx^  dy,  dz)  =  Of 

qui  exprime  que  la  courbc  V  =r  o  est  tangente  i  la  courbe  infiniment  Toisiae 

dV  .         dV   .         dV  . 

-r-  ax  -f-  -r—  ay  -♦-  -r-  az  =  o. 

dx  dy    "^       oz 

L'auleur  termine  le  Chapitre  par  la  remarque  suivante  :  lorsque  Ton  applique 
k  tous  les  points  do  I'espace  uoc  transformation  ponctaelle  quelconque, 

ces  caractdristiques  dc  Tdquation  aux  ddrivdes  partielles 

¥{x,y,z,p,q)=:o 

deviennent  les  caractdristiques  dc  r<^quation  aux  derivdes  partielles 

¥'{x',y',z\p',q)  =  o. 

Chapitre  III.  —  On  dit  que  I'dquation 
(i)  F(a:,  y,  z,p,q)  =  o 

admet  la  transformation  ponctuelle 

(2)  x'=\{x,y,  z),       y'=  Y(a7,y,  «),       z'=Z{x,y,z), 

si  r^quation  (i)  admct  la  transformation  prolongdc  de  (2). 

Si  requation  (i)  admct  unc  transformation  ponctuelle,  Tensemble  des  carac- 
lerisliqucs  admct  aussi  cctte  transformation,  ct  reciproqucmcnt. 

Pour  reconnaltrc  si  Tcquation  (1)  admet  un  groupc  dc  transformations,  on 
forme  I'cquation  associce 

4»{x,  y,  z,  dxy  dy,  dz)  =  o, 

ct  Ton  chcrche  les  transformations  ponctuelles  qui  laisscnt  invariantc  la  mui- 
tiplicite  dcs  points  (x,y,  z,  dx,  dy,  dz)  dc^fmic  par  Tequalion  *  =  o. 

Unc  equation  lineairc  Vp  -hQq  —  R  admct  un  groupc  infini,  savoir  Ic  groupc 
cngcndrc  par  les  transformations  infinitcsimalcs 


^<--^'^)(''g-<?|-«g> 


oil  p  dcsignc  unc  fonction  arbitrairc. 

Iniaginons  unc  equation  aux  drrivecs  partielles,  non  lineairc,  telle  que  (1) 
adincttant  unc  transformation  ponctuelle.  telle  que  (a).  Suient 

(3)  V(x,  y,  5,a,^)  =  0,        \"  =  ^-j- -i- c'^^  =  o 

les  equations  des  caracteristiqucs. 
La  multiplirite  dc  points  {x,y,  z,  a,  b,c)  definie  par  les  equations  (3)  admet 
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une  transformation  ponctuelle  de  la  forme 

(2)  x'=\{x,y,z),       y'=\{x,yyZ),       z'^Z{x,y,z), 

(4)  a'=  A(a,i>,  c),  b'=B{a,byC),         c'=zC{a,b,c). 

La  transformation  (4)  est  dite  conjuguee  de  la  transformation  (2). 
C^est  une  transformation  de  contact. 
De  U  resulle  le  ih^^or^me  qui  suit : 

«  Si  r^quation  (i)  admet  un  groupe  k  r  paramdtres  esscntiels,  chacune  des 
^nations  diff^rentielles 

,-,  ^(      .   db    d*b    d'b\ 

qui  lui  correspondent  admet  un  groupe  de  transformations  de  contact  k  r  pa- 
ram^lres;  r^ciproquement,  si  une  Equation  de  la  forme  (5)  admet  un  groupe 
de  transformations  de  contact  k  r  paramdtrcs,  chacune  des  dquations  (1)  qui 
lai  correspondent  admet  un  groupe  de  transformations  ponctuelles  k  r  para- 
metres.  » 

Nous  sommes  done  ramene  k  la  recherche  des  dquations  diffdrentielles  (5) 
4]ui  admettent  un  groupe  fioi  de  transformations  de  contact.  L'auteurse  borne 
^  determiner  les  dquations  qui  admettent  un  groupe  &  plus  de  trois  paramdtres. 

Chapitre  IV.  —  Le  groupe  des  transformations  de  contact  qu'admet  une 
^uation  diflfdrentielle  du  troisidme  ordre  est  ndcessairemcoty?/ii.  D'autre  part, 
les  groapes  de  transformations  dc  contact  du  plan,  en  nombre  infini,  ddrivent 
^ous,  par  une  transformation  de  contact,  d'un  petit  nombre  de  groupes  cano- 
uniques  en  sorte  que  I'on  est  ramend  ^  ddterminer  les  dqualions  iovariantes  du 
"troisidme  ordre  qui  correspondent  k  ces  groupes  canoniques. 

Les  groupes  canoniques  se  partagent  en  groupes  irreductibles  et  (troupes 
^onctuels  prolonges. 

II  y  a  trois  groupes  irrdductibles,  k  10,  7  et  6  paramdtres. 

Les  groupes  ponctuels  du  plan  se  partagent  en  deux  classes  :  la  premidre 

^3ompreod  tous  les  groupes  qui  ne  laissent  invariante  aucune  famille  de  courbes 

^  un  paramdtre.  La  seconde  classc,  qui  comprend  tous  les  autres  groupes,  se 

^artage  en  quatre  catdgories,  suivant  le  nombre  de  paramdtres  du  groupe  co/t- 

^ugue  du  groupe  donnd. 

Les  groupes  ponctuels  dc  la  premiere  classe  sont  des  groupes  homographiqucs, 
4  5,  6  et  8  paramdtres. 

L'auteur  dnumdre  ensuitc,  d'aprcs  M.  Sophus  Lie,  les  formes  canoniques  des 
^^roupes  de  la  seconde  classe. 

Les  groupes  dc  la  premidre  classe  nc  laissent  invariante  aucune  dquation 
^rliffdrentielle  du  troisidme  ordre.  Dans  la  seconde  classe,  il  n'y  a  que  quatre 
groupes  conlenant  plus  dc  5  paramdtres,  qui  laissent  une  dqualion  du  troisidme 
^i^rdre  invariante,  savoir,  pour  les  trois  premiers  groupes  y" ^  o,  et  pour  le 
clcrnier  ay'y"'— 3^'*=  o.  II  cxislc  d'ailleurs  une  transformation  de  contact 
cjui  permet  de  ddduire  cellc  seconde  dquation  de  la  premidre. 

Les  dquations  invariantcs  qui  correspondent  aux  groupes  canoniques  ^  5  pa- 
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rametres  sont,  outre  les  deux  pr^c^dentes,  les  deux  Equations 

xy'^ ^  {n  —  2)^"  =  o        (int^grale  g^n^rale ^  =  a-hbx -h  ex*), 
^"'— y  =  o  (intigrale  g^n^rale  >"  =  a-h  ftx-hce*). 

Les  dquations  suivantes 

y^'Ca?)  —y''^'^{x)  =  o       (inUgrale  g^n^ralc  y=  a-f- 6j?-+- C9(x), 
y'^=  kyPy 

yy''-i-Z'y'y''  =  ky^y''^ 

admettent  un  groupe  ponctuel  k  4  parametres. 
La  quatri^mc  equation  admet  un  groupe  k  5  paranidtres. 
La  deuxicme  Equation  admet  un  groupe  k  plus  de4  paramdtres  si  />  =  o,  i,3,3. 

Deuxi^me  Partie. 

Chapitre  I.  —  A  T^quation  ^  =  o  correspond  i -+-/?■-»- 9'—  o,  dont  l*eqaa- 
tion  associ^e  est  dx' -h  dy' -h  dz^  =  o,  he  groupe  dc  cettc  Equation  est  Ic 
groupe  des  transformations  conformes.  Cette  m6me  Equation  i -+-/?■  H- ^"  =  o 
correspond  aussi  ^  iy* y" —  3y''=  o,  en  sorle  que  toute  Equation  aux  diriv^cs 
partielles  qui  admet  un  groupe  de  transformations  k  plus  de  5  paramdtres 
derive,  par  une  transformation  ponctuelle,  de  I'^quation  i -f- /?'-+- ^«  =  o,  ct 
admet  par  consequent  un  groupe  dc  transformations  de  lo  paramdtres.  De  m^roe 
toute  Equation  difl^rentielle  qui  admet  un  groupe  de  transformations  de  con- 
tact k  plus  de  5  paramcHrcs  admet  ^galcment  un  groupe  de  transformations  i 
lo  parametres,  et  derive  de  Tdqiialion  y" ^=^  o  par  une  transformation  de  con- 
tact. M.  dc  Tannenberg  tcrminc  Ic  Chapitre  en  cberchant  les  transformations 
de  contact  par  lesqucllcs  les  coniques  ayant  deux  points  communs  se  changent 
en  coniques  tangentes  ^  une  droite  donn^c  en  un  point  donn^. 

Chapitre  II.  —  A  T^quation  xy""  —  (n  —  2)y''=o  correspondent  les  Equa- 
tions aux   d^rivees  partielles  semblables  k  celle  dont  la   forme   associ^e  est 

dz        /dy\" 

-r^  =  (  •—•  \  »  qui  admet,  pour  /i  5?^  —  i,  o,  J,  1,  2  le  groupe  k  5  parametres 

defini  par  les  transformations  infinitesimales 

Ox       Oy       dz  fix      ""  fty  Oz       "^  Oy  dz 

Scs  transformations  finics  sont 

x'  =.    ax  -+-  c,, 

y'  -  aby  -^  c,, 

z'  —  ab'*z  -\-  r,. 

Kn   les   appliquant   a   la  droite  x  —  y  =  z^    on    nblienl    loutes    les    raracle- 
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ristiques  de  r^quation 


dx  ~  \dx) 


Pour  Tt  =  o,  I,  cette  derni^re  Equation  devient  lin^aire,  et  par  suite  admet 
an  groupe  infini ;  pour  n  =  —  \y\y  a,  elle  pcut  se  transformer  en  T^quation 

dx^  -H  dy^  ■+■  dz*  =  o, 

et  admet  par  suite  un  groupe  d  10  param^tres. 

A  I'^quation  y"  —  y''=  o  correspondent  les  equations  aux  derivdes  partielles 
semblables  d  celle  qui  a  pour  associ^e  I'^quation 

d'         ^ 
—  =  e^J 

dx 

qui  admet  le  seul  groupe  d^fini  par  les  5  transformations  infinit^simalcs 

df       df       Of  df  df  df  df  df 

ox       ay       dz  ox      "^  ay  oz  oy  dz 

Ses  transformations  finies  sont 

x'  =  ax  -h  c,, 

y'  =  abx  -h  ay  -+-  c,, 

z'  =  ae^z  ■+-  c,. 

En  les  appliquant  k  la  droite  y  =  o,  z  =  Xy  on  obtient  toulcs  les  caracl^- 
ristiqoes  de  I'^quation 

d-         ^ 
dx 

Chapitre  III.  —  Avec  Tequation  y' y"  =  my'*  on  n'obtient  pas  d'(^quation 
anonique  nouvelle;  on  retombe  sur  celies  du  Chapitre  prdc^dcnt.  On  pourra 
asser  de  T^^quation  y' y"  =  y"*  ii  Tequalion  y'"  —  y\  =  o  par  la  transformation 
e  contact 

x,  =  —  Ly\       y\  -y^  =  -x,        y\  =  -  ^. 

Pour  passer  de  Tequalion  y'y''=  2y'*  ii  y^  —  y"=  o,  il  faudra  effectuer  la 
nsformation  de  contact 

ifin  la  transformation  de  contact 


y  —  xy'  ,  I         m  —  2  \ 


»e  I'tiquation  _>''^'''—  my'*  A  la  forme'canonique 

^.yr-('w-3)j':=o. 

nitre  IV.  —  11  y  a  quatre  classes  de  transformations  homograpliiques 
des  Sciences  mathem.,  a"  scrie,  t.  XVIII.  (Juillet  1894.)  R.ii 
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Lcs  courbes  qui  admettent  unc  transformation  infinitdsimale  dc  Tune  cJe  ce« 
classes  sont  des  dtirivecs  homographiqucs  des  courbes  y  =  x*",  y  ■=  e*.  Riles  s<r 
ddcomposent  en  trois  classes. 

Les  courbes  V  de  la  premiere  classe  {y  =  e'y  y  =  x^,  m  ^  o,  i,  —  i,  i,  2) 
n^admettent  qu'une  transformation  homofjraphique  infinit^simale.  Les  coniques 
(qui  forment  la  deuxii^mc  classe)  en  admettent  trois. 

Les  droites  (troisit^mc  classe)  en  admettent  six. 

Toute  Equation  aux  dcriv^cs  parlielles  admettant  un  groupc  de  transforma- 
tions k  5  param^tres  est  une  transformec  ponctuelle  d'une  Equation  aux  derivees 
partielles  pour  laquelle  les  tangcntcs  aux  courbes  int^grales  forment  un  com- 
plexe  ddtermint^  par  les  droites  qui  rencontrent  unc  courbe  V  de  la  premiere 
classe.  Si  le  groupe  a  10  parametres,  les  droites  du  complexc  devronl  rcncontrer 
une  conique  non  decomposable. 

Chapitre  V,  —  Les  equations  aux  d^riv^es  partielles  qui  correspondent  it 
r<^quation  canoniquc  ^"'9*(a7)  — y''9"'(x)  =  o  sont  semblables  ii  cellc  qui  a 
pour  associec 

dx  "     \dx/* 

<l>  d^signant  une  fonction  arbilraire.  Le  seul  groupe  que  cctte  demicre  equa- 
tion admette  est  Ic  groupe  i^  4  paramdtres  dt^Hni  par  les  transformations  infi- 
ait<^simales 

<>/    0/    0/     0/     d/     d/ 

dx      Oy       Oz  ox      *^  Oy         oz 

Les  equations  aux  derivees  partielles  considt^rt^es  d<^rivent,  par  une  transfor- 
mation ponctuelle  d'une  (Equation  aux  derivees  partielles  pour  laquelle  les 
tangentes  aux  courbes  integrates  rencontrent  une  certaine  courbe  plane. 

Chapitre  VI.  —  Adnictlent  encore  un  groupe  ck  4  paramclres  : 
1"  Lcs  equations  scinblables  i^  cclic  qui  a  pour  associee 

(iz  -h  X  (iy  —  y  dx       /dy\'* 

- —  dx-' —  --[:lx)      «^-«^o, .,,, 
r        ^if      Of    i)f    *)f      Of 

L         ^     Ox      '    Oz       Oz       Oy  Oz 

i     Of  Of  Of\       I    Of  OfW 

\    Ox  oy  Oz  I       \    Ox  Oz/y 

J'  Lcs  cqualioiis  •icniblablcs  ik  ccllc  qui  a  pour  associee 

dz  -^  X  dy  —  V  dx         */- 
dx  -^    • 

Of       Of     Of     Of        Of        Of  i)f         of^ 

*     Ox  Oz        oz        Oy  Oz  Ox  '      Oy  oz  J 

Lcs  premieres  o»»rrespoiulenl  a  Tequalion  eam^nique  .>"=  Ay'f  el  lcs  seconder 
a  rcijualioii  eanonique  »•"<•*'  —  i. 

C/tttjtdn-  Ml         \tui<  aiTi\t»n'»  a  Tequalion  eaiioniquc 

»  »•        W    »•       k  y*  v'». 
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Son  inUgralc  g^ni^rale  sera 

*^'~  ^c^^b  \bx-hc)  * 

avcc  

(an  — i)v/A:»— i  =  Ar        si        A'»5*£i 
on 

,  jr-t-a 

oar  -h  c    7 

v/c  —  aft 

Les  deux  groupes  conjugu^s  scront  I'un  cl<^lerminc  par  les  quatre  transfor- 
mations inrinit<^simales 

le  second  par  les  quatre  transformations  A,/,  A,/,  A,/  et 

A./=(a6-c)^+6'f +6c^. 
••^        ^  '  i)a  *)b  dc 

Les  Equations  aux  d^riv^es  partielles  correspondantes  se  partagent  en 
deux  classes.  Celles  de  la  premiere  sont  semblables  k  F^quation  qui  a  pour 
associ^ 

{^dz -\-  X  dy  —  y  dxY -¥  (^hi^y  dz  —  z  dy)  dx=  o       (A  5?^  o,  i), 

celles  de  la  secondc  sont  semblables  &  Tc^quation  qui  a  pour  associ6e 

{dz  -h  X dy  ^ y  dx)* -h  ^{dx  +y  dz  —  zdy){ydz  —  zdy)  =  o. 

La  premiere  admet  le  groupe  d^fini  par 

^'■^-dx      ^di'  ^'■'  -  -  "^  dx  ^  '  dz' 

La  seconde  admet  le  groupe  ddfini  par  X,/,  X,/,  X,/  cl 

Elles  n'admettcnl  pas  de  groupe  d'ordrc  plus  ^levd. 

Chapiire  VII/.  —  Considdrons  dans  le  plan  des  (Xfy)  Ics  transformations 
homologiques  ayant  pour  centre  d'homologie  le  point  O  et  pour  axe  d'homo- 
logte  une  droite  passant  par  le  point  O.  Ces  transformations  forment  un  groupe 
k  deux  parametrcs,  defini  par  les  C(|uations 


X  =    " ,  y'  —    < 
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On  appellc  ce  groupe  groupe  homologique  special  G  relalif  au  point  O. 

Soil  (C)  unc  courbe  quelconque  du  plan,  D  une  droile  ne  passant  pas  par 
I'origine,  S  une  substitution  quelconque  du  groupe  G,  faisons  correspondre  la 
courbe  C  ct  la  droite  D'  transformce  de  C  et  de  D  par  S.  On  a  ainsi  une  cor- 
respondance  univoquc  enlre  une  famille  de  courbes  a  deux  paramclres  et  les 
droilcs  du  plan  ne  passant  pas  par  Torigine. 

Considerons  maiolcnant  un  coniplexe  lin^aire  tel  que  le  p6le  da  plan  des 
(Xt  y)  soit  le  point  O,  ct  remplacons  les  droites  D  par  leurs  conjagu^s  d 
par  rapport  au  complexe  :  la  droite  d  et  la  courbe  C  corrcspoodante  seront 
dites  lignes  associe'es,  Les  droites  rencontrant  ^  la  fois  deux  ligncs  associ^c^ 
forment  un  complexe  K. 

Si  la  courbe  C  est  une  courbe  V  {voir  Chap.  IV)  relative  au  triangle  form^ 
par  la  droite  D  ct  deux  droites  Ox,  Oy,  on  dira  que  le  complexe  K  est  de 
premiere  espece.  Si  dans  liquation  canonique 

dz  -t-  X  dy  —  y  dx  _  fdyV* 
dx  ~~  \dx) 

on  efTcctue  la  transformation  homugraphique  la  plus  generale,  les  tangcntes 
aux  courbes  intcgrales  formeront  un  complexe  k  de  premiere  espece.  Suppo- 
sons  dans  le  triangle  pr^c^dent  les  c«')t(^$  Ox  el  O^'  confondus,  on  aura  un 
complexe  K  de  seconde  espece :  ils  dcrivent  tous  par  unc  transformation  homo- 
graphique  du  complexe  determine  par  les  tangcntes  aux  courbe:  inU^gralcsde 
Tequation 

dz-hxdy—ydx         -rz 
dx  -^  • 

Imagiiions  uiu*  surface  qiieloon«|ur  dti  second  degrc.  et  supposons  <|u*on  ait 
elabli  oiilre  les  generalrices  dun  iiieine  >yslcme  unc  correspondance  homo- 
graphitjue  quolrontjuo.  Lf-^  droites  qui  renronlrenl  a  la  fois  deux  jrenoralriccs 
honi(»loi;ues  forment  un  rompjexo  H.  Suivant  que  les  i;«''n  era  trices  cloublcs  de 
riioinograpliie  servuil  di>tinoles,  nu  confondnes.  le  complexe  II  sera  dil  de 
premiere  ou  de  seeontie  espece. 

Les  ci»mple\es  11  de  premiere  espece  qui  correspondent  au  ineme  rapport 
anl)armoiiit|ue  caraclerisant  riiomo<;rapliie  derivenl  tous  par  une  tran>forma- 
lion  liomojjrapliique  de  I'un  quelconque  d'entre  eux.  par  evemple  du  complexe 
determine  par  les  taiigentes  aux  coiirl»e>  intei:rales  de  Tequation 

( t/c  —  X  dv  —  y  dx  >'  -»-  4  /i  (_*'  dz  —  z  dy )  dx  =  o. 

Les  complexes  11  de  seconde  espece  deri%ent  par  une  transformation  homo- 
£:rapliique  du  c»>mple\e  ileliiu  par  I'equatittn 

ydz  —  X  dv  —  y  i/jt)*—  4 .  dx  —  y  dz  —  z  dv)  dx  =  o. 

Chii/titrc  /  1.  —  I  ne  tran>f»rm.»tion  homouraphiquc.  dans  Te^pace  a  trois  di- 
mensions. e>l  deiinie  par  le  <\mbole 

V"^         Iff 
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Ecartons  le  cas  ou  Tune  des  racincs  de  Tdqualion  <I>(X)  =  o  annulerait  tous 
les  premiers  mineurs  du  dt^terminani  <t>(X)  :  dans  ce  cas,  chacunc  dcs  courbes 
qui  admeUent  la  Iransformation  infinildsimale  X/  est  une  courbe  plane.  Alors 
on  a  cinq  types  de  transformations  homographiques  correspondant  aux  cioq 
transformations  infinit<^simales  qui  suivent  (^crites  en  coordonn^es  non 
homogenes), 


(I) 


(3) 

(4) 
(5) 


^./-g- 
_^^/^ 


my 


df  df 


(2)  X,/  =  X 


dx 


my 


*•'       ox  oy         oz 


x./=.^^ 


dy 


X./  = 


_^^.^^.,^ 


dx 


dy      "^  dz 


m,  ^  p  ^\,        m,p  ^  o, 


m  f«f  o,  1, 


Les  courbes  admettant  Tune  de  ces  transformations  ont  pour  equations  : 

Dans  le  1*  cas  • ^  =  x"",  ^  =  jtp,          m^p^i^        mp  ^  r\ 

»         2*    »   y  —  x'^y  z  =  L  J7,         m  ^  o,  I 

n         3"     »   y  =  zXy  X  =  e', 

,  I 

»         4*    »> X  =  -  ^\  z  —  e^, 

»         5'    M   y  =  -x\  z  —  -x^. 

1  o 


II  y  a  quatre  categories  de  courbes  de  la  premiere  classe  (>'  =  J?"",  z  ^  xv) 
pouvant  dtre  plac(^es  sur  une  surface  du  second  degrd  : 

La  premiere  comprend  les  cubiques  gaudies. 

La  deuxicme  les  biquadratiques  k  point  de  rebroussement. 

La  troisieme  (type  y  •=  x*j  z  =.  xf)  les  courbes  tracces  sur  une  seule  surface 
cooique  du  second  ordre. 

La  quatrieme  ( type  j' =  jr*",  2  =  a:'""*'' )  les  courbes  tracces  sur  une  seule 
quadrique  non  di^gen^r^e. 

Les  courbes  de  la  premiere  et  de  la  quatrieme  catdgorie  constituent  la 
famille  des  transformees  homographiques  dcs  loxodromies  de  Tespace. 

Kevenons  aux  courbes  de  la  premiere  classe;  elles  n'admettent  qu'une 
Iransformation  liomographique,  (i),  X,/,  sauf  les  cubiques,  qui   en  admettcnt 
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forme 

d*_v  __  A„j:*-f-  .V,a?*-t-  k^x*-^  A, a:* 4-  A,x'-h  A, ar -f-  \^ 


X 


»(x  — i)»(a:  — a)Mj;—  -) 


.  3  38— 3a  —  i53-+-3a  .         37  —  12a 

Aj= j;>  A,  =  — »  A  = y  A,=  —  — • 

10  '  80  *  80  *  80 

M.  Stouff  d^monlrecnsuitc  qu'aucunc  subslitution  impaire  da  groape  G^  ne 
sc  transforme  en  unc  subslitution  de  ce  groupe. 

III.  Le  groupe  G^  ne  contient  pas  de  substitutions  paraboliqocs.  Convenons 
de  rcprescnlcr  la  substitution  S  par  (a„  a„  y^,  y,)  ou  [at,,  a,,  y,,  yj,  suivant  que 

«  =-h  I,  OU    6  =—  I. 

Lcs  substitutions  generatrices  de  GJ  sont 

A  =  (— I,  — I,  1,  o),        H=  [1,  o,  — 1,  — i], 
C  =  [o,  1,  —I,  —1],        D  =  (i,  I,  I,  o). 

Lcs  substitutions  A  et  D  sont  de  pcriode  a,  B  et  C  de  p^riode  3.  On  a 

ABCD  =  I. 

La  substitution  H  =(  2,  —  -)  transforme  respectivcmcnt  I'ane  dans  Tautrc  A 

ct  D,  Bet  C;  G\  est  done  un  sous-groupe  d'indice  2,  d'un  groupe  V,  admelLant 
comme  substitutions  generatrices  D,  C  ct  0.  Les  congruences 

«i  -^-  *.  —  Y,  -+-  r,  =  o,        (  mod  3 ), 
*.— »,+  r,+  ri^Of        (mod3) 

s^parent  dans  le  groupe  G\  un  groupe  V  d'indice  4}  <]ui  admet  pour  substitu- 
tions generatrices 

A,     C,    B-AB,     BCB,     BACB',    BC~«B-»CB-. 

Lcs  cycles  dc  A  et  dc  BCAB-',  de  B-'AB  ct  de  BDB-'  s'echangcnt  rcspccli- 
vement. 

Soit  X  la  variable  qui  repri'scnle  conformemcnt  sur  un  plan  le  polygone  pe- 
neraleur  du  groupe  GJ,  en  lui  imposant  de  prendre  lcs  valcurs,  o,  x  respccti- 
vement  au\  points  doubles  de  B  ct  de  C,  et  par  y  celle  qui  represente  sur  le 
plan  le  polygene  gencrateur  du  groupe  T'.  On  a 


X  = 


V*—  V' 


y  -4-  3 


Soit  >',  =  V  3  —  I,  J',  =  —  v^S  —  i;  Tequation  fuchsienne  de  G\  a   pour  points 

singulicrs  o,  x,  —  ^»  —  ^• 

\  4 

IV.  En  general,  toute  subslitutirin  qui,  prise  cumme  substitution  transfor- 
manlc,  entendre  un  groupe  fuclisicn  correspondant  a  une  racine  /j'*"*  de  I'unite, 
duit  avoir  un  rarre  parfuit  pour  nornic  dc  son  determinant.  Pf)ur  que  le  groupe 
ainsi  foniu'  ne  soit  pas  rrductible  a  d«»s  roeffirients  ontiers,  il  faut  ct  il  suffit 
que  la  rariiic  rarrcc  de  retle  nornic  ne  puisse  ctre  ci>n>iderce  comme  la  normc 
d'un  riomlu'C  ab<*licn. 
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Tout  nombre  qui  peut  6tre  repr^sentd  par  unc  norme  ab^liennc  en  prenanl 

pour  6l^mcnts  les  racines  ^i*«"  dc  I'unit^  est  resle  de  puissance  — —  de  /), 
lorsque  p  est  de  la  forme  (4'i  +3 ). 

Kobb  (Gustaf).  —  Surle  principe  de  la  moindre  action.  (D,  i,  3). 

L'auteur  d^montre  que  I'int^grale  J  =  J  V 2 {  u  -\-  h)  ds  est  un  minimum  el 
noA  pas  un  maximum  dans  le  cas  du  mouvement  naturel. 

De  rn^me,  consid^rons  Tintt^grale  //(j?,  ^,  z)ds.  Si  /  change  de  signc 
entre  les  limites  de  rint^gralion,  il  n'y  a  jamais  ni  maximum  ni  minimum ;  si  / 
reste  conslamment  positive,  il  n'y  a  jamais  un  maximum;  si  /  reste  constam- 
ment  negative,  jamais  minimum. 

Goursat  (E.),  —  Sur  un  ih^or^me  de  M.  Weingarten  el  sur  la 
th^oric  des  surfaces  applicables.  (E,  i,  34). 

1.  I.  Considcrons   une  surface  £  dont  ie  carr^  dc  Tdlement  lineaire  ait  la 

forme 

ds'  =  du*  -+-  dv  div. 

Soit  w  =  2^(u,  v).  posons  0  =  —1 ,  7  =  -I. 

^       Ou    ^       oi> 

it 

^,  7^,  ^  ^tant  les  coordonn^es  rectangulaires  d'un  point  dc  £,  posons  x  =  —t 

y  =  -r-f  z  =  -^i  ei  regardons  x,  y  at  z  comme  les  coordonndes  rectangulaires 

d'un  point  d'unc  surface  S.  que  nous  faisons  ainsi  correspondre  ^  21,  />  est  la 
distance  de  Torigine  au  plan  tangent  a  S  en  (j?,  y^  z)  tX.  q  •=  ~{x*-\- y*-\-  z'), 

2.  La  construction  precedente  appliqu6e  ^  toutes  les  surfaces  £dont  le  carrc 
de  r^l^ment  lineaire  poss^de  la  forme 

ds^  =  du' -h  2p  du  dv  -h  2q  dv' 

donne  une  famille  de  surfaces  S.   Toutes  ces  surfaces  S  verifient  une  meme 
equation  aux  derivees  partielles  du  second  ordre. 

Si,  en  eflfet,  p'  et  p'  d^signcnt  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  au 
point  {Xy  y,  z),  on  a 

et  comme   a   et    i>  s'cxpriment  en  fonclion  de  p  ct  de  q^  on  a  une  relation 
entre /?,  q^  p'  et  p".  D'aiileurs  die  ne  dt^pcnd  que  de  ^{u^  i>). 

Posons  9(/?,  q)  =^  pu  -k-qv  —  ^y  et  prcnons/;  et  q  comme  variables  ind^pen- 
daotes,  T^quation  devient 

qui  ne  diflT^re  qu'en  apparencc  de  Tequation  (2)  de  M.  Weingarten  (  Comptcs 
rendus,  t.  CXII,  p.  607). 
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L'eienicnt  lin<^airc  dc  la  surface  S  devient 

3.  Rdciproqiiemcnl,  de  louLe  surface  satisfaisant  d  I'^qualion  (a),  on  d^duira 
par  des  quadratures  une  surface  donl  rclemcnl  liu^aire  peut  6tre  ramen^  k  la 
forme  (P).  Lcs  coordonnees  d'un  point  dc  celte  surface  seront  doonees  par  les 
formulcs 

(r)  J,.yVrfg^e'rfg. 

c,  c',  c"  (^tant  lcs  cosinus  directeurs  dc  la  normalc  en  {x,  y,  z)  4  la  surface  S. 

4.  Klant  donndes  unc  courheC  et  une  surface  d^vcloppable  D  contenant  celle 
courbe,  on  peut  se  proposer  de  determiner  une  surface  integralc  de  Tequa- 
lion  (a)  passant  par  la  courbe  C  ct  langente  ^  la  developpable  D  tout  le  long 
de  C. 

A  la  courbe  C  les  formulcs  (y)  font  correspond  re  une  courbe  C,.  Soil  £^  une 
surface  connue  admcttant  Telement  lin^aire  (p).  La  relation  qui  lie  lcs  va- 
riables p  ct  q  \q  long  de  C  ou  de  C,  determine  sur  S^  une  courbe  C„  de  sorle 
que  le  probleme  propost^  revient  4  determiner  une  surface  £,  applicable  sur  S^, 
de  facon  que  €„  vienne  s'appliquer  sur  C,.  Inversemeiit,  si  Ton  se  donnc  C,  ct 
C,,  la  courbe  C  et  la  dtWeloppable  D  sont  dt^terminces  pourvu  que  Too  se 
donne  le  point  dc  C,  qui  correspond  k  un  point  choisi  sur  C,. 

Or,  si  la  courbe  C  et  la  developpable  D  forment  une  caracteristique  de  I'e- 
quation  (a),  la  surface  inlcgraic  S  langente  a  D  le  long  de  C  n'est  plus  dcter- 
mincc.  De  memo,  si  Ton  sc  propose  dc  dcformer  unc  surface  2^  dc  facon  qu'une 
courbe  C^  dc  ccltc  surface  vicnnc  coVncidcr  avec  une  courbe  donn<^e  C,,  le  priv 
blemc  n'est  impossible  ou  indclermine  (juesi  C,  devient  unc  asymplotique  de  S, 
apres  la  deformation.  Done,  ctant  donnccs  unc  surface  integrate  (S)  c/c  /'c- 
quation  (a)  et  la  surface  ^  correspondante,  les  caracteristiqucs  de  S  corres- 
pondent aux  asymptotiques  de  il. 

M.  Goursat  verifie  celle  conclusion  dans  le  cas  parliculicr  oii  ^'(Wj  ^)  =mw-+-V, 
V  etant  une  fonclion  dc  v.  Dans  ce  cas  les  caracteristiqucs  correspondent  aux 
lignes  de  longueur  nullc  de  la  sphere. 

5.  Une  forme  quadratiquc  de  diirercnliellcs 

K  du^  -f-  2  F  du  dv  +  G  c/t", 

oil  E,  F,  G  sont  des  fonclions  quelconques  de  u  et  de  v^  peut  toujours  sc  ra- 

mcner  a  la  forme  du''-^  d\^'  dw\  quand  on  connatt  deja  une  surface  admcttant 

rclemcnl  lineaire 

ds' -  E  <:/£/' -t-  2¥  du  dsf  +  G  dvK 

La  recherche  des  surfaces  af>plicables  sur  une  surface  donnce  quelconquc  se 

rarncnc  ii  i'into^'ration  d'imo  ('ijnalion  dc  la  f«)rmc  (a). 
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Si  Ion  sail  Tintegrer,  oo  pourra  en  d^duirc  I'inldgralc  g^n6rale  d'une  infinite 
d'^quations  de  mdme  forme,  puisqu'il  y  a  unc  infinite  dc  manidres  de  mettre 
I'^l^ment  lin^airc  d'unc  surface  sous  la  forme  du'-h  dv  dw. 

II.  6.  Les  coordonndes  c,  c'j  c"  d'un  point  de  la  sphdre  de  rayon  i  <^tant  ex- 
prim^es  en  fonclion  de  deux  parametres  a  et  p  par  les  formules 

Tc^qualion  du  plan  tangent  5  unc  surface  ctant  dcritc  sous  la  forme 

(i  — a?)a?-4-i(H-a?)>'-f-  (a-f-  ?)5H-^  =  o, 

introduisons  la  distance/?  de  I'origine  au  plan  tangent,  en  posant  \  =  {(x—^)p. 

Puis,  considcrons  une  famillc  de  surfaces  ddfinies  par  une  relation  entre  la 

somme  des  rayons  dc  courbure  principaux  ct  la  distance  de  Torigine  au  plan 

tangent 

P'-+-p''=2/?-4-4/'(/?), 

on  trouve  alors  que  p  doit  vdriflcr  I'equation  aux  ddrivdcs  partielles 


(«) 


dxd?       (a-?)' 


Soit/7  une  integrate  dc  cette  Equation.  Les  coordonn<5es  d'un  point  dc  la  sur- 
face S  seront  donnees  par  Ics  formules 

.=  i/j(.-Ha.)(g)'rf«-(,  +  p.)(|)>-^lii|I(,-^a.)d?_(,  +  POrf^ 

^ '^zH  dp  dp  _  a^<^ 

,    -   ..  '^  ^^         1^'  (M   rf?  P'       ,,    ^  , 

7.  soil  ^  =  1 '- ;  posons  5r  =  i; — H  V (/>)  +  «,/'  =  i',  Ic  carro 

de  rdldment  lindairc  dc  1  aura  pour  expression 

(w)  d<s^=  du^-^'>.[u-\-^{v)]dv\ 

On  en  conclut  que  toutes  les  surfaces  dont  le  carre  de  ^element  Uneaire 
peui  6tre  raniene  d  la  forme  (tv)  soni  representees  par  les  formules  (i*), 
oil  p  est  une  inlcgrale  de  requation  (//). 

En  posant  5  —  2,  .v  —    -  -,  k-j*  formules  {u)  donncnt   ;,  r,  el  ^  sous  forme 


1 
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rdelle.  II  suffira  alors  de  prendre  pour  p  une  inldgrale  de  T^quation 

ds  ds^        («-HMo)'' 

qui  soil  rdelle  lorsque  s  el«^  sonl  iinaginaires  conjugates,  pourobteoir  des  sur- 
faces r^elles. 

8.  Soit/7  une  integralc  de  T^quation 


D<^terininons  une  integralc  commune  b>  des  deux  ^qualions  compatibles 


(a) 


ie  plan  qui  a  pour  equation 

X(«-^5j  -M'Y(*„—  5)-f-Z(W„—  I)  — 0)  =  o 

eovcloppe  une   surface  £,,  dont  un  des  systemes   de  lignes  dc   courbure  e^t 
donn^  par  I'equation  p  =  const. 

La  ddveiopp^e  de  £,,  form^e  par  les  d^veloppees  des  lignes  de  courbure  de  cc 
systf^me,  est  une  surface  1,  dunt  le  carre  de  Tclement  lineaire  pcut  ^tre  ramcoe 
(k  la  forme 

Les  lignes  geodesiques  de  parametre  v  sont  les  d^velopp^es  des  lignes  dc 
courbe  de  23,.  On  obtient  ainsi  toules  surfaces  £,  dont  Telcment  lineaire  a  la 
forme  prccedcnlc. 

y.  Si  une  surface  est  telle  que  la  soinmc  des  rayons  dc  courbure  principaux 
conserve  une  valeur  constante  le  long  d'unc  liync  de  courbure  de  Tun  des 
sysleincs,  en  variant  une  loi  quelconquc,  quand  on  passo  d'une  ligne  de  cour- 
bure a  une  autre  du  mernc  syslcinc,  Ic  carre  de  Telemeul  lineaire  de  Tune  des 
na))pes  de  la  developpee  (celle  (|ui  corrcsjiond  a  cc.  syslenie  de  lignes  dc  cour- 
bure) aura  la  forme 

du'+  ?[u  4-  'y(t')]  dv\ 

Toutes  les  surfaces  1,  jouissant  de  la  propriele  precedente,  satisfont  k  une 
m«^me  equation  aux  derivecs  partiellcs  du  iroisienie  ordre. 

Kn  gencralisant,  on  a  la  proposition  suivante  :  «  Si  une  surface  est  telle  que, 
le  long  <runc  lipnc  de  courbure  de  Tun  des  syslemcs,  les  rayons  dc  ct>urbure 
principaux  sonl  lies  par  une  relation  d'involuiion,  dont  les  cocflicienls  varient 
suivant  une  loi  (juolconquc  quand  on  passe  d'une  ligne  de  courbure  ci  une  autre 
du  mernc  sysleme,  la  nappe  de  la  developpee  qui  corresf»ond  a  cc  sy*teine  de 
lignes  de  courbure  est  ap))liral)lc  sur  une  surface  reglee,  de  telle  facon  que  les 
devcloppees  des  lijines  de  courbure  precedcnles  correspondent  aux  generatrices 
dc  la  surface  reglee  ■. 

Les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  satisfont  a  la  condition  precedente 
verilicnt  une  equation  aux  derivees  parliellcs  du  quatrieme  ordre. 
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10.  On   connatt   sculcment   quelqucs    cas   oil    rintdgralion  de  rcquation  du 
deanieme  ordre 

dsOs,       {i-^ssj* 

est  possible  :  si  ^{p)  =  o,  p  =f{s)  -t-/o(*o)»  ^^^  surfaces  S,  sont  des  surfaces 
minima  ;  les  deux  nappes  de  la  ddvelopp^e  sont  applicablcs  I'une  sur  Tautre. 
Si  +(/?)=/?,  on  a 

y?  =  <_(!  + wj -h/(5) -t-/.(5j; 

les  surfaces  S  correspondantes  sont  applicables  sur  le  paraboloYdc  de  revolu- 
tion. 

If 
Si  ^{p)  =  ap  -h  be*'  t  Tel^ment  lincaire  des  surfaces  S  pent  se  ramener  ^  la 

forme  de  Liouvillc 

r  -) 

rfff*  =  du^  -\- 2  \u  -\-  av  -\-  be  ^  )  dv* 


=  i'-?)(^d--^-J^cl?'). 


Si    <K/?)  =— (A- -h  i)/>*  ct  qu'on    pose  aA" -f- 2  =  m  (m  —  i),  on  tombe  sur 

rcquation 

d'P    _  m(i—  m)p 

doidii  (a- P)* 

Dans  cc  cas,  on  peut  obtenir,  par  des  quadratures,  toutes  les  surf  aces  pour 
lesquelles  le  car  re  de  V  element  lineaire  possede  la  forme 


d9^=  du^-h    -  —  /w(m  —  i)    rf/% 


toutes  les  fois  que  m  est  entier.  Les  surfaces  S  correspondantes  (pour  m^3) 
ne  paraissent  pas  avoir  etc  traitees  jusqu'^  present. 

11.  Si  Ton  cherche  les  lignes  gcodesiques  des  surfaces  priiccdcnles  (qui  sont 
des  surfaces  spirales),  on  arrive  au  rcsuitat  suivant. 
Les  lignes  gcodesiques  de  {'element  lincaire 

du^ -i-  2 [ w  —  ( A'  -t-i) i'']  dv^ 

sont  roprCsentCes  par  les  formulcs 

z  dCsignant  une  variable  auxiliaire,  et  ^{z)  Fintdgrale  gcneralc  de  Tdqualion 

5(1  —  -s)-^,  -t-2(A-  -4-1)9  =  o. 

Cest  un  cas  particulier  de  Tdquation  de  la  sdrie  hyperg6om<itrique;  on  sait 
trouver  TintCgrale  gdnCrale. 

(*)  Voir  G.  Dardoux,  The'oric  des  surfaces,  t.  II,  p.  54. 
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12.  Toutc  surface  spiralc  ayant  Os  pour  axe  est  caract6risde  par  celle  pro- 
pri^te  :  Si  Ton  fait  tourner  ccttc  surface  d'uo  aogle  quclconque  aulour  de  0«, 
la  nouveile  surface  est  homolhetique  k  sa  position  primitive  p<|r  rapport  ii  uo 
point  dc  Taxc  O^.  Si  Ton  clioisit  cc  point  pour  origine,  on  obtient  toutcs  les 
surfaces  spirales,  consid^r<ies  coninie  cnveloppes  du  plan  mobile 

(i  —  a?)x  4- « (i -t- a? )^' -h  ( a  H- P )5 -t- (fli  —  ? )/>  =  o, 

en  prenant  pour  p  une  fonclion  homogdne  quelconque  dcsetde  p.  Si  le  degre 

d'homog^n^itd  est  zero,  on  a  une  surface  de  revolution. 

Appliquons  ceci  aux  surfaces  S  defiuies  par  les  valeurs  de  p  satisfaisant  ik 

I'equation 

^>'/>     .    (2Ar-{-2)/?  _ 


Posons  -  =  /,  y>  —  a*"  9(/),  on  est  conduit,  pour  diHermincr  ^{i)  k  Tequa- 


lion 

f(i-0'?''(0-(r-i)(i-0'?'(0-(3Ar-t-i)?(0  =  o. 


qui  n'cst  encore  qu'un  cas  parliculier  de  T^quation  de  Gaus^. 

Supposons  qu'on  ait  oblcnu  pour  p  une  solution  homogenc  et  de  degr^  r  en  x 
et  p,  les  (Equations  (a)  (n*'8)  determincnt  une  fonrtion  u,  komogene  et  dc 
degre  ar,  en  a  ct  p,  de  la  forme 

et  cctte  solution  b>  pent  <>lre  obtenue  sans  aucune  quadrature.  Le  plan 

\{s-hs^)  -hiY  (*„—*)  -t-Z(M^-M)  — w  —  o 

cnveloppe  une  surface  spiralc  1,,  donl  la  dcivelopp^e  L  sera  (^galemcnt  une  sur- 
face spiralt'.  Les  surfaces  nblenues  dependent  de  deux  ronslanles  arbitraire*. 
Si  nous  faisons  9(0    ■-('  —  i)"*z  <•!    >/  -t-  >  —  m ( m  —  i),  Tequation  difftTcn- 
liclle  prcccdcnle  devioiil 

/ ( I  —  t)  z' -h  [i  —  r  —  (  mi  —  r  '.-  i)t]z'  —  m  {m  —  r)z  =  <> : 

une  des  inlej;ra!fN  sera  c  —  (i  —t)~'"  Kl  m.  i  —  m,  i  —  r, |  cl   so  rciluit  a 

une  fraction  ralionnelle,  quand  m  rst  ontier  quel  que  soit  r. 

On  peul  done  t»blcnir,  sous  forme  Jinie,  les  equations  d'unc  infinite  >ini|ile 
de  surfaces  spirales  adnieltanl  rclciiieiil  liiieairc 

d-s'  —  dw  -f- m  (m  —  I )    dt\ 

tonics  les  fois  <nio  m  c>l  enlier. 

\\.  I'aisoris  dans  Ie>  etjualinns  ( r? )  (  n "  S)  le  clian^^enieiit  de  variables  j  —  a. 

it:.,  , 

v  — —   r»  «o  ~  -'  pui"^  posons  (en  siipfiosant  p  lionio^enr  en  a  ct  ^) 

n     "->»J(''V')'.       „  -  LL.- »■  C'/'V; 
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on  Irouve  alors 


IT  =   : r 


^/     OH  _f)H,\ 


2/'(2r-f-i)        ar(ir  —  i)(3r-i-i) 

Tome  VI;  ann6o  iSgti. 
Stoiiff  {X,),  —  Sur  une  classe  de  surfaces  minima.  (A,  1-12). 

I.  Soil  >s  =  c,  Tequation  du  plan  d'un  ccrcic  dc  rayon  R,  9(^)  cl  ^KC)  ^tant 
deux  fonclions  satisfaisant  &  Tequalion 

les  formules 

I  -  =  ^-^71 

d^finissent   les  coordonnc^cs  d'un  point  d'une  surface  minima  passant  par  le 
cercle  considere. 
En  posant 

?(C)  =  vAAsn!;,        ^(t;)  =  v^snr,, 

on  a  ainsi  unc  surface  cerclce  minima,  due  h  Riemann  {OEuvres  completes, 
p.  3ii). 

II.  M.   Stoud  cherchc  k  salisfaire  k   Fi'^quation  (i)   par  dcs  fonclions  plus 
simples  que  ceiles  de  Riemann. 

Soil 

A*  aura  une  vahiur  reelle,  cxtericurc  A  Tintervalle  (—  f;'  -+-  ttI*  ^^'  est  deter- 
minee  par  F^qualion 

Elle  est  rt^clle.  0  elanl  une  quantile  reelle  arhilrairc,  on  aura 

a  — r^-,  — -.- ■+■  10, 

c  :iXVe*«R 

c        a^'V^c^^^R 

J  A' X  *€?'*•  —  I 
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La  surface  minima  pcut  se  rcprdscnlcr  par  les  Equations 

V    ^  —  9.n  -^b     .  r  I      T.  —  1 6'  4-  a' 

•^  3  A-        ;  — 6  aAX'«       t;  — a'  * 

•^  2A-X'        ;  — fl  J  A-         r,  —  b'  ' 

5   =  ;  -f-  T.. 

Le  plan  z  =  a-i'b'=a'+b  coupe  la  surface  sous  un  angle  coostant. 
En  second  lieu,  posons 

9 {a  —  b)  9{c  —  a  —  b) 


W  = 


\9{c  —  b  —  b')  7{c  —  a  —  a') 


a  —  b:=a'—b', 

r  fj'ia  —  h\  , -rr-  c  (Tia'  —  h'i 


I     ,  t      '•      tf\         ..         "^    "   irf  — f/i  1 rr—  r    fT  lit   —  r») 

y  9{c — a  — a)  y  9{c  —  a  —  a) 


oil  {X  d^signe  unc  constante  arbitraire. 

La  surface  minima  est  alors  ddfinie  par  les  formules 


y<r(/T  — ^> 


_  _^  ^^a'^b')c:{r,-2b'-^a')^-tn^i^E^^ 
V'      <s{2a'—2b')(j{Ti  —  a') 

__        I    (7'{a  —  o)  7(^— 20 -^  a  \    — iJ. 
*-^  "  ~"  V      ^('jfl  —  a^)a(;  — a) 


a:-t- i^  =  — V  — i- ,,      .^ rr^«     (Tin-b) 

*^  ff(afl— 26)a(!J  —  6) 

-in  — 
I    (jMa-^»)(i(;-a6-+-fl)    -iC'^^l.. 

j7 —  ir  = —  C--    : — TT — rs —€  (Sin  —  h) 

r:{2a'-2b')^{r,-b) 

5  =-- ;  -t-  T.. 

Lo  plan  z  =  c  coupe  la  surface  suivanl  nn  cercle;  il  nVn  est  pas  dc  m<>mc, 
en  j;cncral,  <lcs  aulrcs  plans  parallrles  an  plan  dcs  arr,  mais  i7  existe  entre 
leur  courbure  proprcment  dile  ct  icur  courbure  geodesifjuc  ttne  relation 
lineairc. 

Lc  plan  z  —  a  +  b'=^a'-\-b  coupe  la  surface  sous  un  angle  constant,  et  il 
existe  dcs  plans  qui  donnenl  dcs  sections  dont  le  rayon  de  courbure  geoddsique 
est  constant. 

Legoux  {y\ .).  —  Snr  les  courhcs  synchrones.  (H,  i-i6). 

Soicnt 

les  equations  (Kune  famillc  dc  courbes,  u  dcsignant  le  paramctre  variable,  a 
uni'  Constante  arbitraire.  Soit  9  la  fonction  des  forces,  on  a 

v^-  '  v  (-r.  y)  -  '^  r  ("»«)• 
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On  supposera  v  =  o  pour  x  =  y  =  o.  On  en  conclul 


"v^£)'-('/,:l 


t^  -i  —    J  "~      .-  du. 

J  V? 

Pour  oblenir  la  courbe  s^nclirone,  ii  faudra  elimincr  a  et  u  cntre  les  Equa- 
tions 

X  ~/,(M,  a), 

y  -  /,(",«)» 

dt    ,  (U     . 

-—  du  -\ aa  =  o. 

On  Oa 

Exemple  /.  —  La  force  est  la  pcsanleur,  I'axe  Aj:  est  dirige  suivant  la  ver- 
ticale;  les  lignes  AM  sonl  dcs  droiles  passant  par  I'origine  (Euleh,  xMecanique, 
I.  H,  p.  47) 

X  =  u*,        y  --  au\        9  =  yji^gx. 

St' 

La  courbe  synolirone  est  x' -^-  y^  —  -—  x. 

Exemple  II.  —  La  force  est  la  posanteur,  les  courbes  AM  sont  des  ccrcles 

dont  r^quation  est 

x^-\-  y—  Viay  =  o        (Eulcr). 

Posons  F(m)  = —  /  —  _-  :;  les  Equations  de  la  courbe  synchronc  sonl 

J    v'cosii 

•»  at*  cos  U  2  ij^t'  (  1  —  COS  //  ) 

Exemple  III.  —  La  force  est  encore  la  pesantcur  et  les  courbes  (AM)  sont 

des  cycloides 

X  —  a{\  —  cos  w), 

)'    -  ^/((/   -  sin// ). 
Les  equations  de  la  courbe  svnclirone  sont 

I  —  <'os(/  u  —  sin  N 

On  a,  en  faisnnt  varior  /,  un  systcine  dc  courbes  orlho^onales  aux  cycloYdes. 
Dans  le  cas  des  forces  centrales,  supposons  que  les  courbes  soient  dcs  cerclcs 
representes  paries  equations 

X      a  cosw, 

>'  --  n{\    -  >in f/). 

Soit  H  la  force  cent  rale  ct  posoiis  |{   -  A^r. 

La  courbe  svnclirone  esl  alors  nne  droile  passant  par  Torigine 


y  I  r.         u 

—      -  (.III 


n(  r     -       )         {ft  -  '-oiisl.) 

1  \  I 


Hull,  des  Sciences  iiKtlliein.,  j"  ••ei  ic,  I.  \N  III.  (  VoiU  iNy'i-)  H.i  » 


I 
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Soil  H  =  A'r"*,  alors 

'*  dti 


^  Jtz     (1—  sinM)    * 


pour  m  =  —  I,  les  equalions  dcs  courbcs  synchrones  sont 

X  = cosw,        y  =  — -z r  (i  —  sinii). 


{-;)  »{-0 


O'uiic  facon  generalc  siipposons  les  equations  des  courbe«  (AM)  dcriles  S4»u$ 
la  forme 

Supposons  Ic  tlK^ort'iiic  des  fonciions  exprini^  par  T^qualion 
Soil  en  fin 


J  /?['(^:)r 


La  courbe  synchronc  sera  dt^finie  par  Ics  equalions 

_  J 

r  '^  o/ )  1 " 


* 


L  ^-'  J 

Clirrrlions  iniiintiMiaiil  Ics  rourhes  synchrones  Mir  les  surfaces.  Snppo>on* 
cluique  point  de  hi  Mirfae<»  deHni  [)ar  linleisection  de  deux  rourhes  apparlenunt 
a  i\vs  systeines  ortlio^onaux  de  f>aranielre>  /•  el  ^. 

Soil  V{i\'lf,n)  —-  n  unc  eijuation  delinissanl  une  faniilie  de  courbcs  lracer> 
sur  la  surface  el  parlanl  dun  jMiinl  de  la  surface;  supp<»s<»ns  que  ces  courl»es 
soienl  les  lrajecii»ires  d'un  [>oinl  materiel  >oumi>  a  des  forces  tellcs  qu'il  eiiste 
une  function  potent ielle  tf. 

LVM|u.ilion  des  courbe>  sMiclimnes  s'obtiendra  par  rciiniinali<»n  dc  a  cnlrc 

lit     .  ot 

r  I /',  V.  </  )     -  «•  ct         'Jr  -•-  —  tin  —  «i. 

('i)iiiiiic  a|>plicdlh>n,  rlicrclums  les  oourbcn  svnclirone>  correspondanl  a  une 
f.iiuilb'  de  conrbcH  tcode^iques  Iracres  ^ur  une  •»urface  de  re\(diitinn  a  partir 
d'un  point  donne,  pan^turues  par  un  poinl  niateriei  >ounii>  a  TaclitMi  d'unc 
lorrc  (joiint'c. 

Ici.  li   cuic  dc  rrlcuicnt  lincaire  est  donne  par  la  formulc 

*/.\-  ---  liu  -'■  r  til,-. 
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r  est  le  rayon  du  paralldle,  ^  TaDglc  d'un  meridien  quelcooque  avec  un  m^ri- 
dien  pris  pour  origioCi  u  la  longueur  d'arc  du  meridien,  u  ^tant  li<^  k  r  par 
Fdquation  u  =/{r)  qui  d^finit  la  meridienne. 
L'^quation  des  courbes  g^od^siques  pent  s'^crire 

(.)  ^■^^'Lrm^('). 

Soil 


/rdu 
v/9  V  '/•'  —  «' 


Les  courbes  synchrones  sont  definies  par  une  ^qualion  resultant  dc  Tciimina 
lion  de  a  entre  ( 2 )  et 

-r-  ar  -\-  -—  aa  =  o. 
or  da 

Exemple.  —  Soil 

r'—  u*=  h't         9  =  — j-^  (A  cl  A  constant). 

JLa  surface  est  l*alyss^ide  de  Bour. 
Soit 

En  ^liminant  a,  on  aura  P^quation  des  courbes  synchrones. 

Le  cas  m  =  i  n'est  pas  compris  dans  les  formules  g^n^rales;  /  est  alors  ind^- 
pendant  de  a,  6  une  constante. 

Les  formules  pr^c^dcntes  s'appliquent  k  des  trajecloires  trac^es  sur  toutes 
les  surfaces  applicables  sur  les  surfaces  de  revolution. 

Appell  {Paul),  —  Sur  certaines  propri^l^s  d'une  position  d'^qtii- 
libre  d'un  syst^me.  (C,  i,  6). 

Gonsid^rons  un  syst^mede/i  points  niat^riels  M,,(j?,,^,,2,),...,M„,  (x^,^„,5j, 
assujettis  k  des  liaisons  inddpendanies  du  temps  ct  sollicit^s,  M,  par  la  force 
P,,  (X„  Y,,  Z,) ...,  M„  par  la  force  P^,  (X„,  Y^,  Z^).  Supposons  qu'il  existe  pour 
ce  systdme  une  position  d'^quilibre,  dans  laqucllc  les  points  M,,  ...,  M,,, 
occupent  les  positions  m^{a^y  6„  c, ),  . . .,  m„,  (a„,  6„,  c„),  les  forces  correspon- 
dantcs  6lant/?„(A„  B„  C,),  ...,  /?„,  (A,,  B^,  C^). 

I.  Marquons  n  points  fixes,  O,  sur  />,,  . . .,  0„  sur  )»„,  la  fond  ion 

est  maximum  ou  minimum  dans  la  position  d'e'quilibre  considere'e.  La  r^ci- 
proque  n'est  pas  exacte  ('). 


(•)  Voir  Darboux,  Theorie  des  surfaces. 

(•)   Voir  Lagrange,  Mecanique  analytique^  Statique,  Section  I,  n*  18,  Sec- 
tion III,  §  V]. 
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II.  Imaginons  les  points  O,,  ...,  O,,  eloignes  indcnnimenl  sur  />,,  ...»  />,,  la 
fonclion 

n 


S=^*(.Vx,+  lJ,.r,+  C.c,) 


sera,  en  general,  maxiinum   ou  miniiniim  dans   la   posiliun  d'equilibre  coii^i- 
der^e  (' ). 

III.  Prenons  sur  />,,  (m,0,)  =  -^»  . . .,  sur  /?„  (/w,,0^)  =  ^,  A"  elanl  une 

conslante  ditTercntc  de  zero. 

Ici,  ia  posiliun  d'^quilibre  rcndra  maximum  ou  minimum  la  fonctioo 

T=-X[(M.0.)'4-...-+-(M,0J'J  ('). 

IV.  Si 

1  1 

(m.O.)  =  (-^y,         ....         (»»,OJ  =  (^»y, 

V  elanl  une  conslante,  la  fonclion  qui  passe  par  un  maximum  ou  un  minimum  est 

R=---^[(M,0.)-H-...H-(M,0J-']. 

Si  V  =  —  I,  il  faul  remplacer  U  par 

H=-X-Iog(M,0.)...(M,OJ. 

V.  Toutes  les  propositions  precddenles  sonl  dcs  cas  particulicrs  de  la  sui- 
vante  :  formons  une  fonclion  U  de  J?,,^,,  -s,,  •••.  ^„»  >'„,  -c.,  telle  que 

^=-^"         ^^^"         dT.=^'         ^'  =  ' ''^' 

Lc  nicmc  systcme  sollicilc  par  des  forces  V\,  ...,  P„  dcriviint  do  la  fonrti(»n 
dcs  forces  U  sera  encore  en  cquilibrc  dans  la  position  //i,,  ...,  /?i^,  puis- 
qu'aiors  P'  ct  /;,,  ...,  P'^  el />„  coincident.  Done  la  variation  de  V  s'annule 
pour  la  position  d'equilibre. 

Des  remarques  analogues  pcuvent  «Hre  fuites  au  sujet  du  prinripc  de  la 
moindre  action,  el  du  principe  d'llaiiiillon,  |)our  un  mou\eiiMM)t  deterniine  du 
sysleme,  correspondant  k  des  conditions  initiuies  delerniinees.  On  oblient  alors 
des  intcgrales  definies  devenant  maxima  ou  inininia  pour  cc  niouxeiiicnt  deter- 
mine. 

fCaenigs  {G.)»  —  La  Gcomelrie  reglce  cl  scs  applications.  Elude 
'jibliographique  (suite)  {'•^). 

Chapitre  III.  —  Soil  //  un   parainOtre    (ixant   la   position  dun   point   M   ^>M^ 


^•)  MoBius,  Traite  de  Statique. 

■)  \ oir  Mecanique  analylique  de  La^^ran^^e,  'S*  edition,  par  iM.  J.  UtnTitAXD, 
1,  Note  IX. 

')  Voir  lc  Bulletin^  2'  serie,  t.  Wll,  sfpleinbre  iSj).),  [>.  i  jo. 


lUiVUK   DKS  PUBLICATIONS.  157 

la  droile  x  d'une  fagon  telle  qu'a  cheque  point  M  repondc  unc  scule  valeur 
de  K,  et  inversement.  Soil  de  m^inc  i  un  paramdtre  fixant  la  position  d'un 
plan  ic  men^  par  x.  Unc  relation  entre  u  tX.  i 

fait  se  correspoodre  suivant  une  certaine  loi  les  points  et  les  plans  de  x.  Si  f 
est  de  degre  m  en  u,  \i  en  /,  on  dira  que  ceilc  correspondance  est  dc  la  classe  pi, 
et  du  dcgrd  m;  pour  m  =  \x  =  iy  on  retrouve  les  correlations  dont  il  a  parl^ 
ddji  («). 

Appelons  couple  d'une  correspondance  Ic  syst(>mc  d'un  point  M  el  du  plan  n 
correspondant  :  deux  correspondances  dc  degres  m  et  m',  et  de  classes  {x  et  \i' 
ont,  en  g^n^^ral,  (im'H-  m(i'  couples  comniuus. 

Etant  donnes,  sur  une  droite  deux  couples  (M,  'ic),  (M',  'ic')  les  couples 
(M,  1:'),  (M'jic)  s'appelleront  couples  inverses  des  premiers. 

Consid^rons  sur  une  droite  x  deux  correlations  homographiques,  H  et  11', 
ayant  pour  couples  com muns  (  F,  <l>),  (F',  4>'). 

Si  un  plan  1:  tourne  aulour  de  x^  les  liomologues  O  et  O'dc  it  dans  cesdcux 
correlations  se  correspondent  homographiquement  et  F  et  F'  sont  les  points 
doubles  de  celle  homographie. 

Lc  rapport  anliarmonique  (O,  O',  F,  F')  =  k  est  constant. 

De  mdme,  si  un  point  O  se  meul  sur  x,  scs  plans  correspondents  ic  ct  tz*  d^- 
crivent  deux  faisceaux  homographiques  dont  <!>  et  <!>'  sont  les  plans  doubles. 
Lc  rapport  anharmonique  (1:,  t',  <l>,  <l»')  =  A\  est  constant.  De  plus,  on  a  A\  =  A*. 
k  s'appellera  le  rapport  anharmonique  des  deux  correlations.  Si  Ton  pose 

V  =  =zz=  LA",  V  s'appellera  Tangle  des  deux  correlations. 

2  V^ —  I 

Comme  application  immediate,  deux  surfaces  reglees  telles  que  les  plans 
tangents  communs  passant  par  une  gcneratrice  commune  soient  les  plans  iso- 
tropes  issus  de  cette  droile  se  coupcront  sous  un  angle  constant  en  tous  les 
points  de  cette  generatrice  commune. 

Si    Ton  a  A*=  — I,  on  dira  que  les   deux  correlations  sont  en   involution. 

Soient  (M,  -k)  et  (M',  tz' )  deux  couples  dc  H.  Si  II'  et  H  sont  en  involution,  les 

conples  inverses  (M,  ic'),  (M',  r.)  apparticnncul  a  H'.  Inversement,  si  IT  admet 

les  deux  couples  inverses  de  deux  couples  de  II,  H  et  H'  sont  en  involution. 

Soil 

aut  -\-  bu  -h  ct  -h  e  =  o 
reqaation  dc  H; 

a'  ut  -h  b'u  -^-  c't  -^  e'  —  o 
celle  de  H'. 

Posons  8  (a,  6,  c,e)  z=  be  —  ore,  la  condition  d'involuiion  est 

a'  -r-   -»-  b    .;   4-  c'       -he  ■■-  =  o. 
Oa  Ob  dc  dc 

Les  correlations  pour  Icsquclles  on  a  bc—oe~o  seronl  dites  singuliercs. 
Leur  equation  s'ecril  {at  -k-  b)  {au  -\-  c\  —  o. 

II  existe  dans  une  correlation  singulicre  un  couple  parliculicr,  le  couple 
(0,1:),  dit  couple  singulier  jouissant  de  la  proprieic  snivantc  :  les  couples  de 


(')  Voir  loc.  cit.,  p.   ijj. 
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la  correlation  s'obtiennent  en  associant  au  point  O  un  plan  quelconque  de  la 
droite,  ou  en  associant  au  plan  tc  un  point  quelconque  de  la  mime  droite. 

line  corrt^lation  homographique  H  est  en  involution  avec  un  autre  H%  H' 
etant  singuliere,  lorsque  le  couple  singulier  de  H'  appartient  ^  H. 

Deux  correlations  singulieres  seront  dites  en  involution  si  leurs  couples  sin- 
gulicrs  ont  en  commun  soit  le  point,  soit  le  plan. 

Si  deux  correlations  H  el  H,  ont  en  commun  deux  couples,  toule  correla- 
tion H',  en  involution  avec  H  et  H„  contient  les  couples  inverses  des  deux  pre- 
miers, et  reciproquement,  toule  correlation  qui  contient  ces  couples  inverses 
est  en  involution  avec  (I  et  H,. 

Le  fail  suivant  domine  la  theorie  des  systdmes  de  complexes  lindaires  :  Deux 

complexes  lin^aires  ont  generalement  en  commun  un  couple  de  droites  con- 

jugu^es. 

Soient 

A  =  Sa,  j:.  =  o, 

B  =  ^b^Xi  -  o 

les  equations  des  deux  complexes.  Posons  c-=  aa--»-  ^6^,  C  =  Sc, a:,  =  o,  enfin 

a»Q(a)  -4-2a?a(a,  ft)  -h  ?'Q(ftj  =  o. 

On  a  ainsi  deux  complexes  speciaux  C  dont  les  axes  forment  le  couple  des 
droites  conjuguees  commun  i  A  et  i  B. 

Considerons  lous  les  complexes  lineaires  compris  dans  I'equation 

X  A  -4-  |i  B  =0. 

Nous  dirons  qu*ils  forment  un  systeme  a  deux  termes.  Tons  les  complexes 
d'un  systeme  H  deux  termes  (A,  B)  ont  en  commun  un  couple  de  droites  coa- 
juguees,  qui  sent  les  axes  des  deux  complexes  speciaux  du  systeme. 

On  appelie  congruence  line'aire  rensemblc  des  droites  communes  ^  deux 
complexes  lineaires.  EIJc  esl  coinposee  des  droites  qui  rencontrent  les  droites 
du  couple  coiijugue  coiiiniun  aux  deux  complexes.  Ces  droiies  s'appellcnt  les 
directrices  dc  la  corigrucnce.  Unc  congruence  lineaire  est  du  premier  ordre  et 
de  la  premiere  classc.  Deux  complexes  lineaires  ont  en  outre  en  commun  une 
infinite  dc  faisccaux  plans  que  Ton  engendre  en  associant  k  un  plan  n,  niene 
ar  une  directrice  de  la  congruence,  le  point  V  oil  ce  plan  coupe  Tautrc  direc- 
trice. 

Lorsque  l*eijualion 

a  une  raciuc  double,  et  n'est  pas  une  idenlile,  le  systeme  (A,  B)  k  deux  termes 
contient  un  complexe  special  unique  et  la  directrice  de  ce  coraplexe  special 
est  une  droite  commune  k  tous  les  complexes  du  systeme. 

Tous  les  complexes  du  systeme  (A,  B)  determinent  sur  celle  droite  qui  leur 
est  commune  la  nieme  correlation  normale.  La  congruence  lineaire  des 
droites  communes  aux  deux  complexes  A  el  B  est  definie  comme  il  suit:  pour 
qu'unc  droite  A  fassc  partie  de  la  con;;ruence,  il  faut  et  il  suffit  :  i*  qu'elle 
coupe  la  <iircclri(C  z;  2"  que  le  plan  ( s,  A)  el  le  point  (^,  A)  soient  deux  ele- 
ments (!orr«*sj)undanls  d'une  correlation  liomograplii<]ue  connue,  a  priori,  sur 
la  droite  z. 
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C'cst  la  congruence  que  Ton  oblient  en  prenant  les  tangcnles  a  uncquadrique 
aux  diff6rents  points  d*une  g^n^ratrice  de  cette  quadrique. 

Lorsque  tous  Ics  complexes  d'un  sysldme  ^  deux  termcs  sont  sp^ciaux,  leurs 
directrices  forment  un  faisceau  plan.  La  congruence  commune  k  ces  complexes 
se  decompose  en  deux  hyperfaisceaux  :  Tun  esi  Tensemhle  des  droites  du  plan  des 
directrices,  Tautre  est  la  gerbe  des  droites  issues  du  point  de  rencontre  des 
directrices.  Cette  congruence  d^g6n<^r^e  a  une  infinite  de  directrices  formant 
un  faisceau  (A,  a).  La  corrdati^  d^flnie  sur  chaque  droile  de  ce  faisceau  sera 
singuliere,  (A,  a)  en  sera  le  couple  singulicr. 

L'expression  ^{a\b)  =  Q{a)  Q{b)  —  [Q{a\b)]*  est  un  invariant  et  un 
combinant;  un  invariant,  parce  que,  si  Ton  effectue  une  transformation  lin^aire 
des  variables  x,-,  il  se  reproduit  multipli^  par  une  cerlaine  puissance  (la  4*)  du 
determinant  de  la  substitution;  un  combinant  parcc  que,  si  Ton  rcmplace  les 
deux  Equations  A  =  o,  B  =  o  par  XA  -t-  jxB  =  o,  X'A  -t-  tJL'B  =  o,  il  se  reproduit 
multipli^  par  (X|x'— |xX')*. 

Soient  quatre  complexes  du  systeme  A  +  A'B  =  o.  obtenus  en  prenant 
Ar  =  a,  p,  Yy6,  et  A  une  droite  quelconque  de  la  congruence  commune,  les  p61es 
dans  les  quatre  complexes  d'un  plan  passant  par  A  ont  un  rapport  anharmo- 
nique  ^gal  ^  (a,  p,  v,  6),  constant,  par  consequent,  quand  le  plan  tourne  autour 
de  A,  et  quand  A  se  d^place  dans  la  congruence;  de  m^me  les  plans  polaires 
d'un  point  quelconque  pris  sur  A  dans  les  quatre  complexes  forment  un  faisceau 
dent  le  rapport  anharmonique  est  (a,  p,  y,  5). 

Ces  deux  th^or^mes  subsistent  si  les  deux  directrices  de  la  congruence 
viennent  k  coYncider,  ou  si  tous  les  complexes  du  systeme  deviennent  spcciaux, 
le  rapport  anharmonique  ^lant  alors  ^gal  k  celui  des  quatre  directrices  des 
quatre  complexes  a,  ^,  y,  8. 

Revenons  ^  Fhypothdse  ou  les  deux  directrices  de  la  congruence  sont 
distinctes.  Deux  complexes  A-4-pB  =  o,  A4-p'B  =  o  ^tant  donnas,  adjoignons- 
Icur  les  complexes  spcciaux  du  systeme,  A  -i-  A:B  =  o,  A  -+-  A'B  =  o. 

Soit  A  une  droite  de  la  congruence;  elle  coupe  en  deux  points  F  et  F'  les 
directrices  z  et  z',  et  determine  avcc  z  et  z'  deux  plans  <!>  et  <t>'.  Un  plan  n 
passant  par  A  a  pour  p6les  P.,  P  »,  F  et  V  dans  les  quatre  complexes  el  Ton  a 

(P^,  !>  F,  F')=(p,p',A-,A-'). 

Un  point  P  sur  A  a  pour  plans  polaires  II,,  11  ',  «l»  el  <!>',  et 

(lip,  n,^st|»,«l»')  =  (p,  p\A,  A')  =  £; 
de  plus 

e  -f-t   _  pp'Q(^)-t-(p-r  p')Q(«,^)   H^p(^0, 

«-'   ~  (p'_p)v- «!»(</,  ^) 

Si  nous  faiMons  p  —  o,  ^'  —  x, 

e-f-i  Q(^,A) 


€  —  I 


V— «P(r/,6j 


c  est  le  rapport  anliarmoni(]uc  des  deux  correlations  normalcs  des  com- 
plexes A  et  B  suivant  une  quelconque  dc  lours  droiies  communes.  M.  Klein 
appelle  angle  des  deux  complexes  Tangle  dc  ces  deux  correlations  normalcs. 

4-    ..  .,        »    ,             ,.            Q{a,b) 
Soil  \  =  — .  Le,  cos\  =  —  

■^'  yiin,a)il{b) 
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Si  V=  -»  les  correlations  normales  sent  en  involution,  el  les  deux  com* 

plexes  sont  dits  en  involution,  on  orthogonaux;  alors  tt{ayb)  —  o, 
L'^qualion  12  (a,  6)  =  o  sera  la  condilion  pour  que  deux  complexes  A  et  B 

soient  en  involution,  mdme  si  I'un  est  special  ou  tous  les  deux.  Un  complexe 

special  est  en  involution  avec  tous  les  complexes  qui  contiennenl  sa  direclrice, 

et  reciproqucment.  Pour  que  deux  complexes  sp^ciaux  soient  eu  involution, 

il  faut  ct  il  sufOt  que  leurs  directrices  se  reiAontrent. 
Lorsque  deux  complexes  lin^aires  sont  en  involution,  chacun  d'eux  est  son 

propre  polaire  r^ciproque  par  rapport  k  I'autre. 
XA  -H  jiB  =  o  <itant  Tequation  d'un  systime  k  deux  iermes,  on  concoit  dc 

m^me  Texistence  de  systemes  i  3,  4  ^^  ^  termes  dc^linis  par  les  equations 

>^A  -f-  jxB  H-  vC  —  o, 
XA-f-jxB-f-vC-HpD  —  o, 
XAH-jiB-»-vC-hpI>-+-aE  =  o. 

Si  les  six  complexes  iincaires  A,  R,  C,  D,  K,  F  ne  font  pas  partie  d'un  syst«^me 

k  I,  3,  3,  4  ou  5  termes,  I'equation  de  tout  complexe  Iin(^aire  pent  recevoir  la 

forme 

XA4-}iB-t-vC4-p'D-haK4-TF  =o. 

Les  complexes  Iincaires  qui  sont  en  involution  avec  tous  ceux  d'un  syst^me 
k  p  termes  formcnt  cux-mi^mes  un  systcme  ki^  —  p  termes;  ces  deux  systemes 
seront  dils  complementaires.  Kn  particulier,  les  complexes  d'un  systeine  k 
5  termes  sont  orlhogonaux  k  un  complexe  lineaire  fixe. 

Soient  £  et  S,  deux  systemes  complementaires  k  p  el  k  6 — p  termes 
(i  <  /?  <  6)  :  les  directrices  des  complexes  speciaux  de  Tun  des  deux  systeoie« 
sont  les  droilcs  communes  aux  complexes  du  systeme  complementaire;  ct  les 
droites  communes  aux  complexes  de  Tun  des  systeuics  coupent  toutes  les  droites 
communes  aux  complexes  de  I'autre  syslcine. 

Solent  A,  B,  C  trois  complexes  ne  faisynl  pas  parlic  d'un  systcfnc  a  i  termes. 

Posons 

I     il{a)       il{fi,b)     il(a,r)  ' 

^I'in, h.r)--  I   Sl{b,a)       il{0)        il{b,c)  '. 

\  ilica)     Q(c,  A)        ii(c)     . 

^'  est  un  ini'arianf  el  un  combinant  (eonime  <1>). 

Si  M*  n'esl  pas  nul,  les   droites  eoniuiiines  a  tous  le«;  complexes  du   syslenie 

a  H  lerines  il, 

A  \  -•    ;ili  4-  vC       o, 

formcnt  Tun  des  systemes  (),  de  p«''neratrires  dime  quadriiiue  donl  I'autre 
svsleme  O  est.  forrn«'',  des  direrlriee^  des  eoniplexcs  spi'-eiaux  de  ee  >\slrine  a 
S  lerme*;. 

On  pent  (lire  (|ne  (^).  et  <^>  fornient  deux  (ic/ni-f/uac/rif/ues  cnnip/tmentaircx. 

Le  system*'  a  3  terme>  -,,  eom|>lementaire  de  il  adniei  ja  demi-qiiadri<]ue  <^) 
rornme  lieu  de>  direcliioes  de  ses  eomplexe's  speejaux,  tan<ii>  que   les  droile«« 
communes  a  tous  ses  eonifjiexes  form<*nt  la  demi-(|uadri<iii(*  <^ 

Si  le  determinant  M' e^t  nul,  sans  que  tmis  ses  pn'miern  mineurs  sojont  nuU, 
\c>  romplexe»i   \.  Bel  C  )>i  ii\eiit  rtre  ron-id«rt'>  <  omnie  speriaux  ton>  le>  froi«.; 
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la  directrice  Ac  dc  C  coupe  Ics  deux  directrices  Aa,  An,  celles-ci  ne  sc  coupent 
pas. 

Soient 

F  et  F'  les  points  (Ac,  Aa),  (Ac,Ar), 

*  el  *' les  plans    ( Ac,  Aa),  (Ac,  Au). 

Les  droitcs  communes  k  tous  les  complexes  du  systd*me  k  trois  termes 
(A,  B,  C)  sont  celles  des  deux  faisceaux  plans  (F,  *'),  (F',  <l>).  On  a  ainsi  un 
nouveau  mode  de  d^g^n^rcscence  d'une  quadrique  digne  de  remarquc. 

Si  tous  les  premiers  mineurs  de  W^  sont  nuls,  on  peut  regarder  les  com- 
plexes A  et  B  comme  sp^ciaux,  C  n'^tant  pas  special,  mais  contenant  les  direc- 
trices de  A  et  dc  B,  qui  se  rencontrcnt  en  F  et  dciterminent  un  plan  *P.  Les 
droites  communes  aux  trois  complexes  A,  B,  C  sont  celles  du  faisceau  (F,  <l>), 
Ics  droites  du  faisceau  (  F,  <l>)  sont  aussi  les  directrices  des  complexes  sp^ciaux 
du  sysUme  (A,  B,  C),  ou  du  systemc  complcmenlaire,  ou  les  droites  communes 
aux  complexes  du  syst^me  complemcntaire. 

Si  ^*  est  identiquement  nul,  tous  les  complexes  du  syst^me  S,  (A,  B,  C)  sont 
sp^ciauxy  leurs  directrices  forment  un  hyperfaisceau.  Les  droites  dc  cet  hyper- 
faisceau  sont  les  seules  qui  soient  communes  k  tous  les  complexes  du  systemc, 
£  coYncide  avcc  son  compl<^mentaire.  On  voit  que  les  complexes  d'un  systeme 
k  3  termes  peuvent  avoir  en  commun  une  congruence  de  droites,  sans  que 
pourtant  il  existe  enlre  trois  quelconques  de  ces  complexes  une  relation  lint^uirc. 

Soil  maintenant  S  un  systeme  k  4  termes  (A,  B,  C,  D);  le  systeme  complc- 
menlaire 2^  est  k  deux  termes. 

Le  discriminant  D  de  la  forme  Q  (aX  -+-  6 jx  -h  c p  -f-  rfv)  est  un  invariant  et 
an  combinant.  S'il  est  difTerent  de  zero,  tous  les  complexes  de  S  ont  deux  droites 
communes,  savoir  les  directrices  de  la  congruence  form^e  par  les  axes  des 
complexes  sp^ciaux  de  S.  Si  D  est  nul  sans  que  tous  ses  premiers  mineurs  le 
soient,  la  congruence  des  directrices  des  complexes  spcciaux  est  singuliere. 

Si  tous  les  premiers  mineurs  de  D  sont  nuls,  les  complexes  de  S  ont  en 
commun  un  faisceau  de  droites.  La  forme  SI  ne  peut  ni  se  reduire  k  un  carr^ 
parfait,  ni  s'dvanouir  identiquement. 

En  g^n^ral  cinq  complexes  n'ont  pas  de  droites  communes,  k  moins  que  le 
complexe  complt^mentaire  ne  soil  special,  auquel  cas  sa  directrice  est  commune 
aux  cinq  complexes. 

II  y  a  encore  pour  les  syslemes  k  5  termes  un  invariant  combinant,  qui  s'an- 
nule  lorsque  le  complexe  complcmenlaire  est  special. 

Tout  complexe  qui  contient  le>  droites  de  p  complexes  A,,  . . .,  A  d'un  sys- 
teme k  p  termes  fait  parlie  du  systeme  a  p  termes 

X,A,-^...-^X^,A^=:  o. 

Chapitre  IV.  —  Supposons  qu'une  droite  x  dcpende  d'un  paranietre  /  et  en- 
gendre  une  surface  gauche.  LV^nseinble  des  langenles  a  la  surface  en  tous  les 
points  de  la  gencratrice  x  constiiue  une  congruence  lineaire  singuliere  :  tous 
les  complexes  Iin6aires  qui  la  rontiennent  deiinissent  sur  x  la  meme  correla- 
tion normale,  la  correlation  de  Chaslcs.  lis  forment  un  systeme  k  deux  termes 
repr^sente  par  riWjuation 

w  ( AX  -f-  \i.x\  r)  —  (», 

dx 
ou  .r' =     '    »  vi^lanl  la  droile  ronrantc.  C.e  svsteine  a  (lou\  trrmos  nc  c<inlienl 

dt    -^ 

qu'un  complexe  special,  rontspondanl  a  u  —  «>. 
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La  congruence  lin^airc  attachee  k  la  genc^ratrice  x,  ct  celle  atUGli^  4  la  %6- 
neralrice  infiniment  voisine,  ont  en  comrnun  une  demi-quadrique  Q,  defiuie 
par  Ics  equations 

\;^  fhi)(x)  v^  t)M ( .r' )  ^^  dtii(x') 

1  -ox-  •'• = "•    z.  -0^  ^' = "•    L  —of-  y' = "■ 

Une  droite  quelconquc  y  de  celtc  demi-qnadriqiie  coupe  3  droiles  consicu- 
tives  de  la  surface  gauche;  cette  demi-quadrique  est  done  constitute  par  un 
syslcme  dc  gt^n^ratrices  de  I'hyperbolo'ide  osculateur  de  la  surface. 

On  dit  qu'un  complcxe  Iin<^aire  a  un  contact  du  /?'*"'*  ordre  avec  une  sur- 
face regli'e  donnt^e  s'il  contient  (/>  +  i)  g<^n^ratrices  cons^culives  de  la  surface. 
Les  complexes  tangents  constituent  un  systeme  ^  4  termes  compl^mentaires  du 
systeme  &  3  termes  reprt^sentt^  par  Tt^quation 

a>(Xx  -4-  \i.x',  y)  =0. 

T.CS  complexes  qui  ont  avcc  la  surface  un  contact  du  second  ordre  consti- 
tuent un  systeme  ^  3  termes  et  ont  en  comrnun  la  demi-quadrique  Q,  compl^- 
mcntaire  de  la  demi-quadrique  Q,  c'est-^  dire  les  gdnt^ra trices  de  rhyperboloTde 
osculateur  de  mt^me  systeme  que  x. 

Les  complexes  qui  ont  avec  la  surface  un  contact  du  troisieme  ordre  consti- 
tuent  un  systeme  ^  3  termes.  Les  directrices  A  et  A'  des  complexes  sp^ciaux  de 
ce  systeme  coupent4  g^m^ratriccs  consecutives  de  la  surface,  elles  ont  un  con- 
tact du  troisieme  ordre  avec  la  surface,  chacune  en  un  point  de  j:  :  ce  sunt 
deux  gont^ratrices  communes  aux  deux  hyperboloVdes  osculaleurs  suivant  le^i 
gtineratriccs  x  et  x  -»-  dx. 

Si  les  genc^ratrices  de  la  surface  gauche  ne  font  pas  paitie  d'une  congroence 
lim^aire,  il  existc  un  complcxe  osculateur  (conlenant  5  generatrices  cons^u- 
tives). 

I>eux  complexes  osrulateurs  conscrulifs  ont  pour  direcirices  de  leur  con- 
gru<Mioo  ri)niiiuine  los  ilroitcs  A  v\  A':  trois  complexes  osculaleurs  conseculits 
onl  oil  conniiiin  la  demi-  (|uadri(|(ie  (^>,:  (|ualre  complexes  osculaleurs  conseculils 
<»nl  en  coiniiuin  drux  (ln»iies  infiniment  voisines  de  x,  d'oii  il  suit  <}u'un  oom- 
pIcM'  linraire  (iopciuiaiit  d*un  parunietre  n'est  pas  loujours  osculateur  a  une 
surface  rr^ioo. 

hans  rh\p«)llKSo  c.)(.r'»  -  o.  les  complexes  ui{\x -r  }i.x\  v)  —  o  soul  tous 
spcciaux:  Ion  droiles  x  el  x  so  coupenl  en  un  point  o  et  onl  en  comiiiun  un 
plan  T..  La  r»>nm»ionre  des  droitos  qui  renconlrenl  les  droiles  x,  x  —  x' <//  >c 
ilecoiiiptJse  dans  renseiuMe  (!«*•»  ilroiles  ilu  plan  t  et  ^en^emble  des  dn>iles 
i^^Ufs  de  o. 

La  HMu  nnlre  lies  dmitos  x.  x   •   ./■  <//  a  lieu  an  qualrieme  ordre  pres. 

La  Nfrio  s<'ra  en  ;;riu'*ral  ftniure  des  lanj;enles  d'une  eourbe  gauche,  o  elanl 
\v  poini  de  e.Milarl  d«*  la  o<»url»e  a\ec  x.  r  le  plan  oseulaleur. 

I*i«ur  tjue  la  srrie  ri-;;l«e  *«e  i'ompo>e  ties  j:en«ralrices  d'un  cone  ou  des  lan- 
;;«'nles  a  une  r«iurh«^  plane,  il  faul  el   il  suflil  qu'on  ail  »o  i  x' ;  =- o. 

('.Miuino  appliration  de  ro  i]ui  pri'-erdf.  on  ilenionlre  aiNi-nienl  tjue,  si  les  lan- 
:;«'nl«>;  dime  riunhe  apparliiMiiirnt  a  un  r«uiiplexe  lin«.*dire.  le  plan  itsculaleur  r, 
(Ml  uu   p*»iiil  I)  dc  la  rourl>o.  c^l   le  plan    p«d.(ire  de  re  plan,  dans  le  roniplexe. 

><»iiMil  ,.».  -^  un  lai»»«i\iu  «|url«  "iiipM'.  rl  </. />  deux  «lroili«>  de  ce  faisreau,  tie- 
priiilaiit  dun  paianit'iri'  f.  \\\\  ^(U''i.il  l.i  l.in^i'ntt*  l>  ,iu  lieu  du  p4iint  o  u'c^i 
l>,i^  il.Mi^  It'  pl.iM  r.,  I'l  la  I  .H.K  li  I  i^t i<|ii('  A  du  pl.iii  T  nc  pa'^>e  pa>  par  o.  Pour 
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qu'il  en  soil  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  b>(a,  6')=  o.  Appe\ons  bandeau 
le  syst^me  de  faisceaux  plans  ainsi  d^flnis.  Les  droites  D  et  i  sont  donn^es 

par  Texpression  Xa  +  {x.6,  ou  -  est  fourni  par  I'^quation 

u>(a')V-h  2w(a',  A')>.{ji-hto(6')jx*=  o. 

Si  les  droites  D  et  A  coYncident,  le  faisceau  (o,  ir)  est  le  faisccau  osculateur 
de  la  courbe  lieu  du  point  o. 

Comme  cas  plus  parliculiers,  il  y  a  celui  oil  la  droite  a  est  fixe,  Ic  point  o 
et  le  plan  ic  ^tant  deux  elements  correspondants  d'une  correlation  sur  a;  enfin 
celai  od  le  point  o  est  fixe,  ou  bien  le  plan  'tc. 

Dans  le  cas  ou  les  faisceaux  plans  dependent  de  plusieurs  param^tres,  s'il 
n'existe  qu'une  relation  entre  les  coordonn^es  du  point  o,  le  systeme  des  fais- 
ceaux (o, 'r)  est  constitu^  par  les  points  d'une  surface  et  le  plan  tangent  en 
chacun  de  ces  points.  S'il  y  a  deux  relations  entre  les  coordonn^es  du  point  o, 
nous  aurons  I'ensemble  des  faisceaux  obtenus  en  associant  ^  cliaque  point  d'une 
courbe  un  plan  tangent  quelconque  d  la  courbe  en  ce  point. 

Avec  trois  relations,  le  point  o  est  fixe  et  le  plan  ic  mobile  arbitrairement 
autour  de  ce  point. 

Une  surface  d^veloppable  donne  des  faisceaux  dans  lesqucls  le  plan  nc  de- 
pend que  d'un  paramctre.  Le  plan  fournit  des  faisceaux  dans  Icsquels  le  plan  est 
fixe,  et  le  point  o  quelconque  dans  Ic  plan. 

Enfin  citons  les  faisceaux  appartcnant  a  une  droite. 

Dans  tons  ces  cas,  on  aura 

(•>  (  b,  da )  —  o. 
Soit  le  complexe  de  droites 

X  itant  une  droite  du   complexe,  on  donne  le  nom  de  complexes  lineaires 
tangents  aux  complexes  du  s^^steme  ci  deux  termcs 


II  n'y  a  qu'un  complexe  special  tangent,  celui  qui  a  x  pour  directrice. 

Tous  les  complexes  lintSaires  tangents  definissent  sur  x  la  mt^me  corrdlalion 
normale,  que  Ton  appclle  correlation  normale  du  complexe  f{x)  =  o  sur  sa 
droite  x. 

Si  les  tangentes  x  d'une  courbe  font  partie  d'un  complexe  /(x)  =  o,  le 
faisceau  osculateur  de  la  courbe  appartient  a  la  correlation  normale  du  com- 
plexe /  =  o  sur  la  droite  x.  Ainsi,  si  Ton  fait  passer  un  plan  -k  par  une  droite  x 
d'un  complexe,  la  courbe  cnvcloppe  du  complexe  relative  au  plan  t.  est  ton- 
dice  par  la  droite  x  en  un  point  o;  Ic  point  o  el  le  plan  ic  se  correspondent 
dans  la  correlation  normale  du  complexe.  Pareillement,  si  Ton  prend  un 
point  o  sur  une  droile  x  d'un  complexe,  le  c6ne  du  complexe  qui  a  le  point  o 
pour  sommet  est  tangent  le  long  de  j;  &  un  plan  t:  homologue  de  o  dans  la 
correlation  normale. 

Plus  gen^ralemcnt,  si  Ton  considere  la  correlation  de  Cliasles  d'une  surface 
r^glee  d'un  complexe  reljilive  ^  une  de  ses  droites  a:,  cctte  correlation  est  en 
involution  aver  l;i  correlation  normale  dn  complexe  relati\c  :\  x. 
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M.  Kcenigs  appclle  faisceaux  plans  d'un  coniplexc  /( J")  ~  o  tous  les 
faiscciiux  plans  ( o,  t:)  donl  Ic  point  el  le  plan  sonl  des  elements  correspon- 
dants  de  la  correlation  norniale  du  complexe  sur  une  droite  x  du  complete  : 
Jes  plans  ir  des  faisceaux  du  complexe  dont  le  point  o  est  donne  enveloppcnt 
le  cdne  du  complexe  qui  a  pour  sommct  ce  p<»int,  et  le  lieu  des  points  o  des 
faisceaux  d'un  complexe  <lont  le  plan  est  donne  est  la  courbe  enveloppc  des 
droites  du  complexe  relative  ci  ce  plan. 

L'expression  Q.l-'--\  est  un  invariant  difTerentiel  du  complexe /(x)  =  o.  On 
appelle  droite  singulUre  du  complexe  toutc  droile  pour  laquelle  I'inva- 
riant  ^  I    . -  I  est  nul.  Les  complexes  tangents  suivant  une  droite  singulidre 

sont  tous  sp(^ciaux ;  leurs  directrices  forment  un  faisceau  plan  (o,  x)  :  la  corre- 
lation normale  de  la  droite  singulicre  sera  singulierc;  toute  surface  r^glee  oon 
developpable  contenue  dans  le  complexe  et  passant  par  la  droite  singuliere  x 
devra  toucher  en  o  le  plan  w.  Toute  surface  developpable  du  complexe  passant 
par  la  droile  x  devra  ou  bien  admettre  o  sur  son  ar^te  de  rcbroussement,  ou 
bien  toucher  le  plan  r.. 

On  doit  a  M.  Pasch  le  theoreme  suivant  :  «  Les  faisceaux  plans  (o,  tz)  affe- 
rents  a  toutes  les  droites  singulicres  du  complexe  ont  une  envcloppe  que  Ton 
appelle  surface  de  singularites.  Toute  surface  reglec  du  complexe  touche  ge- 
neralemenl  la  surface  de  singulariids  en  un  certain  nonibre  de  points.  » 

Si,  pour  un  complexe  de  droites,  on  a 


(Z)-" 


identiquement,  ou  en  verlu  de  /  =  o.  w  ^  o,  les  droites  du  complexe  ont  une 
cnveloppe,  c'est-a-dire  touchent  une  surface  fixe,  non  dc^vcloppablc  ou  develop- 
pable, ou  bien  coupent  une  courbe  fixe. 

Rappelons  les  principalcs  proprieios  des  congruences  de  droites.  Les  droite* 
d'unc  congruence  sonl  fiem'TahMiieiit  tansenles  a  dciix  surfaces.  Dans  certains 
cas,  ccs  surfaces  pcuxoiit  sc  rcduirc  a  <lcs  courbes,  ou  coVnci<ler. 

Soil  une  congruence  cointuuiic  a  (lcu\  complexes  A  el  IJ.  Les  correlations 
normajos  Ha,  IIr  des  complexes  A  el  B  sur  la  droile  x,  ont  en  coinmun 
deux  couples  (K,  <!»'),  (l",»l»);  les  couples  inv<Tses  (r,4»),  (  F',  '^')  s'appellent 
couples  focaux.  F  el  F'  sunt  Ns  foyers,  <l>  el  <!»'  les  plans  focaux  de  la  droile  x. 
Les  points  F  el  F'  decrivenl  res[)eclivemcnl  deux  surfaces  S  et  S',  que  Ton 
appclle  les  surfaces  focales.  Ces  surfaces  [jcuvcnt  se  rednirc  a  des  courbes. 
Toulc  surface  rejjiec  tie  la  congruence  (|ui  pas'^e  par  x  louche  en  F  le  plan  <l>, 
el  en  F'  le  plan  <!»'.  Par  cliaque  droile  x  de  la  congruence,  il  passe  deux  deve- 
loppables  d<!  la  congruence,  el  les  faisceaux  osculalcurs  de  ccs  doveloppablcs 
sonl  respeclivcmenl  (F,<I»')  et  (1- ',*!»).  Les  anHes  des  developpables  forment 
sur  S  el  sur  S'  deux  families  dc  courbes  C  cl  C  donl  les  tangenles  engentlront 
la  congruence.  Toute  droile  x  de  la  congruence  esl  tangcnle  en  scs  foyers  aux 
surfaces  fr)cales  de  la  congruence. 

Les  couples  focaux  ( l",  <I»),  (  F',  <]»' )  sonl  lanpjcnls  aux  surfaces  focales. 

La  developpable  donl  une  courbe  C  est  I'arele  esl  circonscrile  ik  S  suivant 
une  courbe  1).  Les  courbes  C  el  1)  forment  sur  S  un  reseau  conjugue.  Parcillc- 
menl,  les  developpable*^  qui  ont  pour  aretes  les  courbes  C  sonl  circonsrriles 
a  S'  suJNanl  des  courbes  1)'  (|ui  forment  a\ec  les  couibes  C  un  s\stcme  con- 
jugue. 
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Dans  le  cas  oil  K  dccril  uiie  coiirhe  V,  les  diheloppables  «le  I'une  des  families 
sc  riMuironl  aux  cones  dunl  Ic  soniiiicl  V  esl  pris  sur  V  el  qui  sonl  circon- 
scrits  a  S'. 

Si  K'  decril  aussi  iine  courbe  V",  les  deux  families  de  d(ivcloppables  se 
rcduisent  ^  des  ccmu'S. 

Soienl /(x)  =  o,  g(x)  =  o  les  equations  des  complexes  A  cl  D,a:  une  droile 
de  la  congruence;  reqiialion 


\^  /^   '^f  '*^  '^''^  \ 


represenle  un  sysleme  a  Irois  lermcs  de  complexes  lineaiies  qui  out  en  commun 
uiie  demi-(|uadrique  degeneree;  en  ellel 

\    Ox       '   Ox  ~^     ox)  "^      \    Ox       '   Ox/ 

Les  complexes  speciaux  formcnt  done  deux  systemes  &  deux  termes;  les 
directrices  des  complexes  speciaux  de  cliacun  de  ces  deux  syslemes  forment 
un  faisceau  plan.  Ces  faisceaux  plans  sonl  ( F,  «l»)  el  (  K',  <!»'). 

Le  fait  que,  pour  toutcs  les  droites  de  la  congruence,  les  couples  focaux 
coVncident  est  caraclerise  par  I'equalion 


["C^'ST-CS"©"- 


Le  premier  raembre  de  cette  equation  esl  un  invariant  el  un  combinant  de 
la  congruence,  qui  se  compose  alors  des  langenles  aux  lignes  asymplotiques 
d'une  famille  de  la  surface  foraie  unique  S.  Si  la  surface  focale  se  reduit^  una 
courbe,  la  congruence  est  le  lieu  des  droiCes  qui  louchenl  une  developpable 
donnce  en  des  points  d'une  courbe  tracee  sur  cetle  developpable.  Kxceplion- 
nellement,  c'esl  le  lieu  des  faisceaux  plans  dont  le  point  el  le  plan  constituent 
un  couple  d'une  correspondance  delermince  enlre  les  points  el  les  plans  d'une 
droite  fixe. 

Pour  loute  congruence,  on  pent  determiner  un  complexe  lin^aire  tel  que, 
au  deuxieme  ordre  pres,  les  droites  voisines  d'une  droite  x  de  la  congruence 
appartiennenl  au  complexe. 

Pour  cerlaines  congruences,  on  pourra  delerminer  le  complexe  lint^aire,  dc 
telle  sorte  que  les  droites  <|e  la  ronjiruence  \oisines  d»-  la  droite  x  appartiennenl 
au  complexe  au  troisieine  ordre  pres.  On  ilira  alors  que  la  congruence  possede 
en  chacune  de  ses  droites  un  complexe  lineaire  osculateur.  11  faut  el  il  suflit 
pour  cela  que  les  coordonnees  (Tune  droite  de  la  congruence,  considerees 
comnie  des  fonclions  de  denx  paramclres  variables,  u  el  i',  salislassenl  a  une 
luemc  equation  de  la  forme  de  Laplace 

A    —  -h  -'  B   ,  -t-  C     -    +-  I)    -   -^  L  ,     -f-  (jO  "  o. 

i}u*  On  (>w  fK'  (ill  Ov 

Les  congruences  a  couples  focaux  oonfondus  sonl  touj'onrs  dans  ce  cas.  Ce 
n'esl  pas  le  >eul. 

Soil  G  une  congruence  <*ont«Mine  dans  un  complexe  lineaire  :  les  deux  surfaces 
fi)cales  sonl  polaiies  reriproqiiCN  par  rap|>orl  a  ce  conipbxe.  Lors(jue  le 
fai'iceau   plan   (l'\<l')   decrira    un   Ottudcau    circonsrrit    a   S,   le  faisceau   plan 


i66  Si:CONDE  PABTIE. 

(F',  *P')  ddcrira  le  bandeau  r^ciproque  circonscrit  k  S'.  Les  deux  bandeaux 
scront  asyniptotiques  simultan^ment. 

Cosserat  {E.),  —  Sur  la  cjclide  de  Dupin.  (F,  1-7). 

Les  coordonnecs  d'un  point  de  la  surface,  rapporide  k  ses  lignes  de  cour- 

burc,  sont 

b^  —  Art' u  -¥-  kiO"—  b^)v 


X  =  ~^= y 


y  = 


a\'ci'- 

-  b'  {u  —  V ) 

bsjw- 

( 1  -  ku  )' 
a'—  b' 

u 

—  V 

V- 

a* 

• 

le  Carre  do  reltimenl  lincaire  ds^—  E  du^-\-  G  dv*^ 

, ,        yj{a'—  b')u^—  {\  —  kuy 

t    =     ; > 


^  = F 

Les  functions  qui  entrcnt  dans  les  formules  de  M.  Codazzi  (')  sont 

"  =  ua  rTr'-rry.  •     '*'  =  "•     ^'  =  lvc  "-»')• ' 

L'cqualion  dcs  asymplotiqucs  sera 

Les  rayons  dc  courburc  principaux  auront  pour  valeurs 

M.  Cosserat  applique  les  formules  precedenles  A  la  d(^monstralion  d'un 
Ihcorerne  d'O.  Bonnet  :  si  une  surface  est  lelle  que  sur  chaque  ligne  de  cour- 
bure  le  rayon  principal  correspondanl  a  celte  ligne  soit  constant,  la  surface 
est  une  cyclide  de  Dupin. 


(  ')  \oir  Lecons  de  M.  Daiboux,  t.  II,  p.  076  el  suivanles. 


KEVUE   DES  PUBLICATIONS.  167 

La  surface  moyenne  (M)  d'une  cyclide  dc  Dupin  (D),  c'est-i-dire  la  surface 
formic  par  le  lieu  du  milieu  M  du  segment  limilc  par  les  centres  de  courhure 
principaux  de  (D),  est  une  surface  du  qualricme  ordre  ayant  une  conique 
double,  et  quatre  points  doubles  k  Tinfini.  II  existe  sur  (M)  un  systeme  con- 
jugu^  form^  de  coniques  dont  les  plans  sont  respectivemcnt  paralleles  ^ 
deux  plans  (ixes  rectangulaires.  La  surface  (M)  correspond  par  orthogonalite 
des  61^ments  ^  la  surface  adjointc  d'une  surface  minima  ci  ligncs  de  courbure 
planes  d'O.  Bonnet. 

Appelons  developpee  moyenne  de  ( D)  la  surface  enveloppe  du  plan  mene 
perpendiculairement  i  chaque  normale  de  (D)  au  point  qui  est  d  ^gale  distance 
des  centres  de  courbure  principaux  relatifs  a  la  normale  considdrt^e.  Le  theorenie 
suivant  est  dCt  k  M.  Ribaucour  : 

«  La  cyclide  de  Dupin  et  sa  developpee  moyenne  ont  m^me  representation 
sph^rique  de  leurs  lignes  de  courbure.  » 

D'ou  il  r^sulte  que  la  developpee  moyenne  de  la  cyclide  de  Dupin  est  une 
surface  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes. 

Slouff{JC,),  —  Sur  la  composition  des  formes  quadratiques  qua- 
Icrnaires,  et  ses  applications  aux  groupes  fuchsiens.  (G  i,  19). 

L  Soil  la  forme  quadratique  quaternaire 

<l>(j",  yj  5,  u)  —  A(j;'-i-  u')^  K'  y^  ->r  K"  z'  +  {^\\  y  -^C  z){x  —  u)  -^Xi  X  u  +  V.yz^ 
avec  les  relations 

X'  =  X=-n'         A(D  +  E)=BC. 
M.  StoulT  considere  les  equations 

j:.=  X[— (A-4-D)xH-Cz-  \M]-f- Y[Bx-t- A>-+-(K  — A)^-  B«] 
-4-Z(A^H- A'-s)-^  U(— Ax  — C:;+  \w), 

y,  =  X  [- ( A -h  D)y -+- A'i] -+- V  [  -  A  J7  -  Cc  -  (  A -f-  D)«  j 
-h  Z (-  A"x  H-  Cy  -f-  A*  M )  -h  U  (-  A  V  -  A" ;; ), 

5,=  \(- A>  — A5)-+-Y(A'x-  Wz-  Mu) 

+  Z[-(A  -f- D)J7  4- B^  -  AmJh- L' [  V> -(  A -h  D)i], 

a,  =  \  ( Kx  +  B^  —  A M)  -h  Y(  A'r  -h  A ;; ) 

-+-Z[Cx-+-(E-A)y-hA''^-CMj4-U[-Ax-B>'-(A-+-D)«]; 

on  dira  que  le  systemc  x,,  y,,  -,,  w,  resulte  dc  la  composition  du  systcmc  X, 
Y,  Z,  U  avec  le  sysleine  x,  j',  c,  a,  el  on  ecrira 

(^,»r,i  -,»",)  =  (\,  V,Z,  U)(x,  ^,  5,  m). 

Si  Ton  ccrit  les  formules  prccedcnfcs  sous  la  forme 

x.=  X.  X  4-\,Y  -+-  X.^Z  -f-  \,U        (I  =1,2,  3,  ',), 


(t) 


(')  Voir  Lemons  de  M.  Darboux,  t.  II,  p.  .S;^*)  el  suivanles. 


«1  i|uioo  dittigoe  par  A,.^  ce  qu«  dcvicot  \^  luriqii'ijn 
peciWement  par  X,  Y,  Z  et  V, 

a',  =  4„H- A„^-(-  A,,)  — A„«| 

^,  =  A„jf  +  A„x  — A„«-*-A„M, 

•,  =  4,.«-   A„^  +  A.,»  +  A„||, 
a,  t=  A„«  +  \„y  -*-  A„*  +  A„U, 


-  \-  ■».  -  ^1 .  y.  -^  \, ',  -*- ''.. ". 


(-l>-aA)*{*,J'.*.«) 

It  _  ^„  J, -**  ^M.*',+  \.».~  ^n"i 


M.  Stuuir appells  IndeuK  »]r9Ume>(^  u,y,  t,—x),  (je,x,a,u)  invaittt  t'um 
dt  I'autrt. 
HemartiuoDi  la  formule 

♦(x„  J-«  *..«.)  =  (!>  +  ' A)  ♦f.Y.Z.  «)♦(*,  J',  a,  u), 

qui  monirc  que  les  formales(i)  pernietteot  de  compottr  avee  elU-mime  h 
rorme  quatemaire  *. 
U  systime 


X'-t-  U'  =  -lD-i-  iA)(X  -t-  lJ)*(x,  j-,a,  u). 

I.  Oh  iippellc  tytti-me  unite  iin  sysleine  x,  y,  s,  u  tel  que  lc»  valcim  de 
.>-,,  s.,  H,  lirccs  dcs  ^qualions  (t)  soient  proporlionnelles  A  X,  Y,  Z,  U ;  uo 
:i''iiie  est  nomiiio  peiioiiiqut  quand  une  dc  se^j  pui&iances  sera  Ic  systcaic 

f    iH'ciiiiiT   mcnibre   dc   I'equalion   dtterminanle  est   un   carrd   parfait,  le 

0'    l-(J-  +  U)(|l-4-3  Vjfl  -•-  *(J.  J'.  J.  H)(n+lA). 


il>liratiim,  I'julciir  dinsidiTe  le  Kroi'pe  G,.  dclini  dans  un  tra- 
I'Hf  certains  f;tou/if!i  /iichnkiif  formes  avtc  la  racinet  d 'e- 
s  (.liiHaleit  ilf  Toulouse:  iN<|i>))    I'nc  <iil>sl>cutiun  quckuni|uc 


<^ 
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de  ce  groupe  est  de  la  forme 


=  3  ?;,. 


h  =  \ 


De  p1u»Sj  est  telle,  que  la  substitution  obtenue  en  changeant,  dans  S  ,  y  en  y', 
et  la  transform^e  de  S^.  par  A  =  ( '^»  — "":: ^  )  soient  identiques. 

D*abord  le  groupe  G„  ne  contient  pas  de  substitutions  impaires.  Pour  les 
sobstitutions  paires,  on  a  ^  r<^soudre  en  nombres  entiers  une  Equation  dont  le 
premier  membre  est  de  la  forme 

4»  ( d?,  ^,  z,  li )    avec    D  -h  2  A  =  i . 

Si  S  et  S  sont  deux  substitutions  quelconques  de  G,,,  les  nombres  A,,  B,,  r,, 
A,  relatifs  au  produit  SS  sont  donnas  en  fonction  des  nombres  a^,  p,,  y,,  6,, 

a,,  Pt»  Tif  ^1  relatifs  &  S  et  ^  S  par  des  form u les  de  la  forme  (>). 

L'auteur  montre  ensuite  comment  on  peut  former  les  substitutions  les  plus 
simples  du  groupe  G„. 

Ce  groupe  G„  est  contenu  dans  six  autres  groupes  dont  on  peut  former  les 
sobstitutions  par  un  proc^d^  analogue  ci  celui  qui  a  servi  k  former  les  substi- 
tutions de  G„. 

On  a  encore  un  exemple  0(1  entre  la  forme  ^{x,  y^Zy  u)\  il  s'obtient  en 
adoptant  pour  j  une  racine  quinzidme  primitive  de  I'unitd,  en  consid<§ranl  le 
groupe  G„  des  substitutions  S 


«■  {'■  :f^)' 


o&  les  coefficients  sont  des  nombres  complexes  de  la  forme 

a^=Sa,y*,        (A^i,Q,4,8) 

et  0(1  le  changement  de  j  en  j*  dans  S  realise  la  transformation  de  S  par  la 
substitution  de  periode  4» 

IV.  L'auteur  cherche  si,  k  chaque  systcme  x,  y^  z,  u,  on  peut  faire  corres- 

dz  ■+■  3 
pondre  une  substitution  d'un  groupe  fuchsien, ~  par  les  formules 

a  =  'r\,^x  -t-  \,y  4-  7)„5  H-  71,^ M, 

6  =  -n^, x  +  r,^,y  -+-  T.,,3  -4-  -n.^a, 

oil  les  r^  sont  des  nombres  fixes,  de  telle  sorte  qu'au  systcme  x,,  ^,,  c,,  u^, 
Bull,  des  Sciences  mathem.,  1*  serie,  t.  XVIII.  (Septembre  i8g4.)      K.iS 
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compost  de  Xy  y,  z,  u  ct  de  X,  Y,  Z,  U  corresponde  la  substitution 

V.  Plus  gi^n^ralcment,  soil  un  systcme  de  quatre  nombres  x,,  j?,,  a?,,  a?,,  que 
nous  rcpr^senterons  par  {x).  On  dira  que  le  systcme  (X)  r^sulte  de  la  com- 
posiiion  du  systcme  (x)  avec  le  systcme  (X'),  si  Ton  a 

X.  =  ^  ^/2]  ^ijh^f*         (1  =  1,2.3,4), 

/=1       h=l 


et  Ton  ecrira 


(\)=.(x)(X'). 


Si  Ton  cherchc  les  conditions  que  doivent  remplir  les  coefficicDts  a^^^  pour 

que  Ton  ait 

{x)[{x')(\')]  =  l{x){x')]{\''h 
on  Irouve 


^  ^ijh^hkl  —  ^   ^mjk^imly 


/j  —  I  m  - 1 

cc  qui  donne  256  equations,  non  toutes  distinctes. 

L'aulcur  chcrclie  la  condition  pour  qu'il  cxiste  un  systcme  unit^  (\)j  c'est- 
^-dire  pour  que  los  nombres  du  systcme  {x){^)  soient  proportionnels  i  ceax 
du  systemc  {x),  quel  que  soit  (j:),  puis  les  conditions  pour  qu'4  cbaquesysteme 
correspondent  les  substitutions  d'un  groupe  de  substitutions  lineaires,  de  telle 
sorie  qu'au  systcme  form^  en  cumposant  {x)  avec  (X')  corresponde  la  substi- 
lutiiMi  oblciiuceii  iiiullipiiant  la  subsiitution  correspondant  au  premier  systemc 
par  la  sul)shtiili(Mi  correspondant  au  second. 

Dans  unc  Note,  M.  SloiilT  incii({uc  comincnl  on  peut  Irouvcr  dcs  substitutions 

complexes    >     formees  avec  unc  racinc  p'*"'*  de  Tunilc,  lellcs  que 

Parnf  {A.).  —  Sur  \v   probliMiic  de  Dlrlchlet,  et  son  extension 


(')  \  ronsuller  :  HiANcni,  Sopra  una  rlassc  di gruppi  fuchsiani  reducibili 
a  gruppi  niodulari ;  <'t  :  Sui  gruppi  di  sostituzioni  lineari  e  suite  forme 
ijuudralirlie  di  DiricliU't  e  di  Hcrmite  {liendiconti  delta  Accademia  dci 
Lined,  iScjo,  iSip). 

PniAiU),  Annates  de  t'Hcotc  .\orniate,  3*  serie,  t.  I. 

I'lucKK,  f  r/M'r  ci/u^  tn'sondcre  Ctu.s.se  discontinuirticher  Oriippen  reciter 
tinvurer  Sulfstitutioncn  .  Matliematisclie  Annaten  ). 

KuoNKcKKU,  (  t'Ifcr  ConijKisifion  ion  Systcnien  (dernieresannccs  ilcf  Sit zun gs- 
f/cric/tft'  dcr  Jk'rtinrr  AKadeinii'). 
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au  cas  de  I'^qualion  iin^aire  g^n^rale  du  second  ordre.  (H.  1, 

75). 

Chdpitre  J.  —  L'auteur  rappelle  en  quoi  consiste  le  probldme  de  Dirichlet 
pour  une  aire  plane  S,  k  connexion  simple  ou  multiple. 

Remarquant  que,  si  deux  aires  S  et  S'  sont  reprt^sent^es  Tune  sur  Tautre 
d'une  mani^re  conforme  par  la  transformation  ar-t- ly  =/(  J7'^- I'y ),  toute 
fonction  S^x^y)  harmonique  dans  S  se  Iransforme  en  une  fonclion  \'{x'yy') 
harmonique  dans  S',  on  ram^ne  le  cas  oil  le  probl^me  est  pos^  pour  la  pariie 
du  plan  ext^rieure  k  S  k  celui  od  Ton  considere  i'aire  S  ellc-m6me.  II  suffit  de 
faire  une  transformation  par  rayons  vecteurs  r^ciproques  en  choisissant  le  pdle 
k  riot^rieur  de  S.  II  est  k  remarquer  que  dans  le  probl^me  pour  I'aire  ext^- 
rieure,  la  fonclion  S{x,  y)  qui  le  r^sout  garde  une  sd\t\xv  finie  et  bien  d^ter- 
minde  au  point  k  Tinfini. 

L'auteur  rappelle  ensuiie  les  diverses  propri^t^s  du  potentiel  logarithmique. 
II  ^tablit  ensuite  le  th^ordme  suivant  : 

«  Quand  une  masse  dgale  k  Tunit^  est  plac<^e  en  un  point  P  de  Tint^rieur 
d'uo  cercle,  si  Ton  r^partit  cette  masse  sur  toute  la  circonferencc  de  manidre 
que  la  densite  en  un  point  quelconque  M  soit  inversement  proportionnelle  au 
carrd  de  MP,  la  couche  circulaire  ainsi  oblenue  aura  m^me  potentiel  que  la 
masse  primitive  en  tout  point  exterieur,  et  un  potentiel  plus  petit  en  tout  point 
iot^rieur.  » 

Le  th^or^me  subsiste  si  la  masse  au  point  P  est  6gale  k  my  et  s'il  y  a  plu- 
sieors  masses  positives  k  Tint^rieur  du  cercle.  La  couche  circulaire  ainsi  ob- 
tenue  s'appellera  la  couche  equivalente  aux  masses  interieures. 

II  est  impossible  de  trouversur  un  m<^me  cercle  deux  couches  difT^rentes,  de 
densit^s  dilTt^rentes,  ^quivalentes  c^  un  m6me  syst^me  de  masses  interieures. 

L'auteur  s'arr^te  ensuite  sur  deux  ihdorcmes  dus  k  xM.  Harnack,  savoir  : 

«  1*  Soit  une  s^rie  a, -h  m, -+-...-+- m^-h.  . .  dont  tous  les  termes  sont  des 
fonctions  harmoniques  positives  en  tous  les  points  d'une  region  connexe  U  : 
si  cette  s^rie  est  convergente  en  un  point  de  la  region,  elle  sera  uniformement 
convergenle  dans  toute  la  region  R  et  y  repr^scniera  une  fonction  harmo- 
nique. » 

«  a*  Si  des  fonctions  m,,  m^,  ...,  m„,  ...  sont  harmoniques  k  rinl«Jr»eur  d'une 
aire  S,  et  que  ii„(A)  tende  vers  U„(«;  quand  le  point  interieur  A  tend  vers  un 
point  s  du  contour  par  un  chemin  quelconque;  si  dc  plus  la  s6rie 

U  =  U.-4-  U, -+-... 4-  U„4-... 

est  uniformement  convergente  sur  tout  le  contour,  alors  la  s^rie 

u  —  w,  H-  M,  4- . . .  -h  M„  -h . . . 

sera  uniformement  convergente  dans  toute  Taire  S  et  y  repr^sentera  une  fonc- 
tion harmonique.  De  plus  ii(A)  tendra  vers  U(5)  quand  A  tcndra  vers  8  par 
un  chemin  quelconque. 

Comme  application,  Tauleur  resout  le  probleme  de  Dirichlet  pour  le  cas  de 
I'aire  comprise  cntre  deux  cercles  conccnlriques.  Soicnt  R  et  R'  (R'>  R)  les 
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rayons  des  deux  cercles,  la  fonction  cherch^e  est 


ou 


m  —\  m  =  1 


tf*  —  N4  -    11 

.17: 


Revenant  ensuite  au  cas  g^n^ral,  I'auteur  d^montre  que  Ton  peut  toujours 
trouver  des  cercles  C,,  tout  entiers  k  Tinterieur  de  S,  formant  uoe  suite  sim- 
plement  iufiDie,  ii  indices  entiers  positifs, 

^|t  ^i>    •  •  •  ♦  ^n^    •  •  •  1 

et  tels  que  tout  point  intdrieur  a  S  soit  int^rieurd  Tun  au  moins  des  cercles  C,. 

Tra9ons  une  circonference  L  ayant  son  centre  dans  S,  et  un  rayon  sup^rieur 
au  double  de  la  plus  grande  dimension  de  S.  Soit  T  la  partie  du  plan  inte- 
rieure  a  L. 

Supposons  que  Ton  connaisse  une  fonction  V„(J7,  y),  liolomorphe  a  Tint^rieur 
de  T,  el  qui,  sur  5,  se  retluise  i  la  fonction  continue  U  donn^e  sur  s.  Sup- 
posons AV„  constaninient  negatif  dans  T.  Posons 

=  -    ^^'^ 

Imaginons  une  masse  rc^pandue  d'une  maniere  continue  sur  T,  et  dunt  la  den- 
site  en  chaquc  point  sera  p.  Cetle  masse  aura  un  potenticl  W^;  6  =  \\\ —  V,  est 
hiirmoniqiic  dans  T. 

Apptloris  balarogc  du  cercle  C,  Topcration  qui  consiste  &  remplacer  Ics 
masses  a  rinleriour  de  C,  par  une  couclie  circulaire  ^quivalente.  Balayons 
surccssiveincnt  tons  Ics  cercles  dans  un  ordre  tel  que  chacun  d'eux  soit  balaye 
un  noml)re  inlini  de  fois.  Soit  W^  cequedevient  le  potentiel  apres  la  /:•*■•  ope- 
ration. En  un  point  quelconque  A,  on  a 

Exterieurcment  ci  S,  W^  =  W^,. 

Lorsquc  k  angmcntc  indefiniment,  Wj  tend  vers  une  limite  W,  d^termin^e 
en  cliacjuc  point  de  T  et  lendant  vers  U(5)-h  0(5)  quand  A  tend  vers  Ic  point  j 
du  contour.  I)c  plus,  cetle  fonction  \V  est  harmonique  dans  S.  La  fonction  W  —  0 
est  harmonique  dans  toute  I't^tendue  de  S  et  tend  vers  U  sur  s. 

Si    AVy    n'avuit  pas   dans   T    un   signc  constant,  on  partagerait    T  en   deux 
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parties  tellesque  AV,  ait  un  signe  constant  dans  chacune  d'elles.  Soient  T^  etT,; 
soicnt  p,  et  p,  deux  fonctions  telles  que 

__  j  p  dans  T,,  __  i        °  ^^^^  I'l* 

P»  ~  I  o  dans  T„         P«  ~  (   _  p  dans  T,, 

alors  p  =  p, —  p,>  Les  syst^mes  de  masses  ayant  pour  densit^s  p,  ct  p,  cngendrent 
les  potentiels  Wi  el  WJ.  Soient  6  =  WJ- WJ  -  V,.  Soicnt  W,  W  les  limiles  vers 
lesquelles  tendent  Wi,  VVJ,  la  fonction  \V*  — \V»— 6  rdsout  le  probleme. 

Voici  comment  on  ram^nc  le  cas  g^n^ral  au  cas  parliculiertrait^  :  soil  ^  {Xy  y) 
une  fonction  continue  d^finie  dans  Taire  T  et  se  r^duisant  A  U  sur  «,  qu'on 
pourra  supposer  positive;  m,  son  minimum  dans  T;  X,,  \,  ....  ^„  une  suite 
de  oombres  positifs,  croissants,  tendant  vers  I'unit^.  Soit  X^^,  — \=  o,.,  et  sup- 
posons  8,>  5,-^,.  Consid^rons  la  suite  \<j;,  \ <}'»••  -^  ^«^»  ••  ••  Soil  F.(x^  y)  ^^ 

polyoome  entier  qui  repr^sente  X^^  avec  une  erreur  moindre  que  -  8,/n.  Les  P.- 

ferment  une  suite  croissante  qui  tend  uniform^ment  vers  ^.  Si  U,.  est  la  valeur 
de  F,-  sur  Sy  les  U.  forment  une  suite  croissante,  tendant  uniformement  vers  U. 
D'autre  part  on  sait,  au  moyen  de  cliaque  fonclion  F,,  construire  une  fonction 
Vj  harmonique  dans  S  et  se  r^duisant  ^  U,  sur  s. 

Les  fonctions  V,-  ont  une  limite  V  qui  est  la  fonction  cherchee. 

L'auteur  examine  ensuite  le  cas  od  sur  le  contour  «  il  y  a  un  nombre  limits 
de  points  oQ  la  direction  de  la  tangente  varie  brusquement  d'un  angle  (ini. 

Chapitre  II.  —  M.  Paraf  aborde  I'etude  de  la  fonction  AM=/(iF,  j').  II 
existe  une  fonction  u,  et  une  scule,  Hnie  et  continue  dans  une  aire  donn<^e  S, 
ainsi  que  ses  d^riv^es  des  deux  premiers  ordres,  v^rifiant  I'equation  propos^e, 
et  prenant  sur  le  contour  5  de  S  des  valours  donnecs  ^  I'avance.  La  fonction 
y( X,  y)  sera  suppos^e  continue  dans  S,  et  admcttra  dans  cette  region  des  dc- 
riv6es  partielles  du  premier  ordrc  continues. 

Soieot  V  une  integrate  de  Tequation  s'annulant  sur  le  contour,  0  une  fonction 
harmonique  dans  S  et  prenant  sur  le  contour  les  valeurs  donn^es,  f/  =  v  h- 6 
sera  la  solution  cherch<§e.  Tout  revient  ^  trouver  v. 

On  y  parvient  au  moyen  de  la  fonction  de  Green;  cette  fonction,  harmonique 

dans  S,  except^  en  un  point  P,  (a,  b)y  oil  elle  devicnt  infinie  comme  L  - 

IT 

[r  d^signant  la  distance  du  point  mobile  {Xyy)  au  point  P],  s'annule  sur  s. 
Soit  b>  une  fonction  harmonique  dans  S  et  prenant  sur  s  les  m£mes  valeurs 

que  L-* 

Alors  G(x,  y;  a,  ^)  =  L-  — o>  sera  la  fonction  cUcrcliec.  II  n'y  en  a  qu'une. 
Elle  jouit  de  la  propri^t^  exprimde  par  I'equation 

G{a,  b;  a,,  6,)-  G(«,,6,;  a,  b). 

Cela  pos6,  en  supposant  Texistence  de  v  dcmontr^e,  on  etublit  que  Ton  a 
v{a,  b) —   if  /(j",  y)  G(x,  y\  a.  b)dx(h\ 

puisque  cette  fonction  est  continue   dans  S,  qu'cllc  y  adinct  des  derivccs  du 
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premier  ordre,  continues  I  ainsi,  ona-T-= /   /  f{^iy)^d^djr\; 

puis  des  ddriv^es  partielles  du  second  ordre  :  poar  d^montrer  ce  second  poisty 
on  met  les  d^riv^es  partielles  du  premier  ordre  sous  la  forme 

^"^ J-  =—  /  /{x,y)L*-cosadt 

(x  d^signe  Tangle  de  la  normale  int^rieure  k  S  avec  Taxe  Ox), 

On  d^montre  que  A(^  =  /(a,  6),  et  enfin  que  v  tend  vers  s^ro  qaand  x^  y 
tend  vers  un  point  du  contour.  M.  Paraf  termine  le  Chapitre  en  ^tablissantque 
les  d^riv^es  des  deux  premiers  ordres  de  v  restent  continues  sar  tout  arc  aaa* 
lytique  r^gulier  du  contour  S. 

Chapitre  I/I.  —  Consid^rons  maintenant  T^quation  g^n^rale 

A  r h  2  B  - — ; — hC-7-:  -f-tiD-r — k- lE  - — hFii  =  o, 

ax'  ox  Oy  Oy*  ox  Oy 

dans  laquelle  A,  B,  . . .,  F  d^signent  des  fonctions  de  x  et  de  j^  qui,  daos  une 
rtigion  R  du  plan,  sont  (inies,  continues,  bien  d^termin^es,  et  admetteot  des  d6- 
rivties  partielles  ^galement  continues  des  deux  premiers  ordres. 

Par  un  changement  de  variables,  X  =  o{Xy  y)y  Y  =  '^{x^  y)j  suivant  que 
13'—  AC  est  posilif  ou  n(^^'atif;  on  pout  ramcner  Tt^quation  ^  I'un  des  deux  types 

<)'  u  ()u         ,  ()tt 

-h  a  -r^    -h  0       -    -h  CM   =   o, 


0\0\  ()\  0\ 

t)' u        0' u  ()u        ,  Ou 

~n. •-  "T^  -^-  a  —r-  -\-  b  ---  -f-  cu  -  (). 

M.  Paraf  ne  s'occupe  que  du  second  type. 

Supposons  d'abord  que  c  soil  negatif  et  nc  puisse  s'annuler  dans  S  ni  sur  «: 
alors,  auciine  integrale  continue  ne  pcul  avoir  dc  maximum  positif,  ni  de  limite 
supt^rieure  positive  6  Tintcrieur  dc  S,  ni  de  minimum  nt^galif  ou  de  limite 
inlericure  nej;alive.  Si  les  valeurs  sur  le  contour  sont  toutes  nulles,  Tintt^grale 
sera  nulle  a  linlt'rieur  dc  S. 

Hevenant  au  cas  general,  M.  Paraf  monlre  que  dans  le  voisinage  de  tout 
point  (x,  1',)  de  \\  on  pcul  tracer  un  dofiiaine  D  assez  petit  pour  que,  un  contour 
quelconque,  s,  (^'lant  trace  dans  I),  I'inlegralc  de  I'equation  soit  complctcment 
determinee  par  ses  valeurs  sur  .v. 

La  meliiode  indiquee  par  rauieur  donne  pour  D  unc  bande  ^troite  de  direc- 
tion arbilraire;  mais,  pour  chaque  cas  particulicr,  on  pourra  souvent  elargir  le 
doinaine  I),  \insi  pour  Tequation 

-f-  —      4-  r/      -   4-  { I  -t-  e')     -   -r-  -  f/  sm  ( j:  —  >•)  —  o, 
iKr'        Oy*  Ox       ^  '  Oy         \  ^  J  '         ^ 

•  *  * 
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poar  on  contour  quelconque  il  ne  peut  y  avoir  deux  intdgrales  prenant  les 
mftmes  valeurs  sur  le  contour. 
Pour  r^quation  lu-hk*u  =  Oy  I'int^grale  est  encore  d^lermin^e  par  ses  valours 

sur  tout  contour  dont  aucune  dimension  n'exc^de  -• 

En  g^n^ral  pour  toute  aire  S  en  tous  les  points  de  laquelle  c  n'est  jamais 
positif  (mais  peut  s'annuler)  Tint^grale  est  encore  d^termin^e  par  ses  valeurs 
sur  le  contour. 

M.  Paraf  aborde  ensuite,  en  se  plagant  dans  le  cas  oii  I'integrale  est  unique, 
la  demonstration  de  Texistence  de  cette  integrate.  Supposons  le  contour  circu- 
laire,  et  ^crivons  I'^quation  sous  la  forme 

d^u       d^u  du       .  du 

-——  H-  - —  =  a 1-  o hcu. 

dx*        Oy*  dx  dy 

Partant  de  la  fonction  u,  =  o,  int^grons  T^quation 

du.       .  du.  ,.     . 

Aa  =  a  — -  -f-  o-,-  H-  cu.  =  /(u.)=:  o. 
dx  dy  1      ./  V    ,/ 

Soit  u^  I'integrale  de  cette  Equation  prenant  sur  le  contour  des  valeurs  donn^es. 

Int^grons  ensuite  I'^quation  Ai',  =  /(aJ,  en  assujettissant  (^,  a  s'annuler  sur 
le  contour. 

On  formera  ainsi  une  suite  de  fonctions  m^,  i^,,  v^, La  sdrie  u^-h  v,-h  v^-h.. . 

est  uniformement  convergente  et  represcnte  une  fonction  admettant  des  d^- 
riv^es  continues  des  deux  premiers  ordres.  C'est  la  solution  cherchee. 

Pour  d^montrer  la  convergence  de  la  s^rie,  on  s'appuie  sur  les  deux  lemmes 
suivants  : 

«  1*  Si  une  fonction /(a?,  ^)  de  deux  variables  r6elles  est  continue  dans  un 
cercle,  et  y  admet  des  d^rivees  continues  des  deux  premiers  ordres,  cette  fonc- 
tion est  d^veloppable  dans  ce  ccrcle  en  s^ric  absolument  et  uniform^ment  con- 
vergente de  la  forme 


m  =:ao 


/(x,y)=  ^a^-h  ^   (a^cos/nO-t-A^sinmB). 

m  =  ! 

Les  a.  et  les  b,„  sont  des  fonctions  continues  de  r  satisfaisant  aux  relations 

h  etant  une   constante  ne  dependant  que  de  la  fonction  et  non  du  rayon  du 
cercle. 
»  a'  Les  sommes  des  trois  series 

sent  inf^ricures  k  •-  — «  6  etanl  une  quantity  puremcnt  num^rique. 
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Cela  pos^,  consid^rons  I'^quation 

oA  nous  supposons  que/(j:,  j^)  est  d^veloppable  en  s^rie  trigonom^trique  avec 
des  coefficients  a„  et  h^  dont  les  modules  sont  inf^rieors  4  — ;•  On  recherche 

vra  ww%  ^*^  H 

lit 

directement  une  int^grale  de  cette  Equation  sous  forme  trigonom^trique,  et 
des  r<^sullats  trouvtis  on  d^duit  la  convergence  de  la  s^rie  u,+ (^,4- i'.-t-.  *.. 
Revenons  ^  I'equation 


d*u  du        ,du 

■T—-   -ha-: h  O  :z hCM  =  0. 

oy*  ox  oy 


Si  c<Oy  il  ne  pent  y  avoir  qu'une  int^grale  prenant  sur  le  contour  des  va- 
leurs  dann^es.  D^ailieurs,  par  un  changement  de  fonction,  le  ca<t  c  1  o  se  ra- 
m6ne  au  cas  c<o.  Or,  si  Ton  a  c<o,  les  valeurs  positives  de  Tint^grale  sont 
toutes  inf^rieures  k  la  plus  grande  valeur  positive  sur  le  contour,  et  les  valeurs 
negatives  ont  un  module  infi^rieur  au  plus  grand  module  des  valeurs  negatives  sar 
le  contour.  De  U  r^sulte  que  le  proc^dt^  altern6  de  M.  Schwarz  est  applicable 
k  notre  Equation.  Ainsi  on  peut  montrer  que,  si  Ton  sait  r^soudre  le  probl^me 
pour  deux  aires  empi^tant  Tune  sur  Tautre  et  dont  les  contours  ne  sont  pas 
tangents,  on  saura  aussi  le  rdsoudre  pour  Taire  form^e  par  la  superposition 
des  deux  aires  donndes,  la  portion  commune  aux  deux  aires  ne  recouvrant  le 
plan  qu'une  fois. 

L'auteur  termine  par  la  demonstration  dc  la  propri^t^  suivante  qui  se  rap- 
portc  a  r^quation  lineaire,  au  cas  oil  ses  coefficients  sont  des  fonctions  analy- 
tiques  de  j:  et  de  ^  :  toute  inl^grale  de  I'equation  est  alors  elle-m^me  use 
function  analytique  dans  la  region  oil  les  caracteristiques  sont  imaginaires. 


Lafay  (-^.).  —  Note  sur  la  serie  ^  — 


L'aulcur  romiiicnrt*  par  t'Mablir  la  foriiuile  (a) 


2;/'") 


//(x)rfj-  -— /(jr)H-  '  B,/'(j:)+... 


/■ 


H 


-+-   (-!)'• 


'-'     -/-r'M-)]J 


I  .J , .  .{>P  —  •> ) 


-   V     /     /'''('»  -M  -  «  )  ?,p_.  ( u  )  du, 

«    0 


oil  ^  {u)  designe  la  a"""  polynoinc  brrnoullicn. 

L'apphcalion  tie  celle  forniule  exige  la  convergence  absolue  des  series  qu'on 
oblicnl  lors(|uo  y  devicnl  infini  dans  Texpression 

1^    :    y     /     /"*  {n  -\-\    -  u)-^^   ^{n)  du         [a       i , -> ('/>)] 


«  '0 
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M.  Lafay  dit  qu*il  suffit,  pour  que  R.  soil  absolument  coDvergente,  que  Tin- 
t^grale 

y*|/(«)(a;)|c/j? 
soil  finie  et  d^termin^e. 

OB 

Consid^rons  mainteoant  la  s^rie  V  — ,>  avec  «  =  a  +  bi;  on  a 


ti-f 


dx      ^ 
—  — R.; 


pour  a  >  o,  la  s^rie  R,  est  absolument  convergente. 

La  s^rie  \]  -;  est  :  1*  absolument  convergente  si  a>i,  a«  finie,  mais  ind^* 

t 
termin^e  comme  I'expression 


f 


lim  r  (sin6L:r  +  I  cos^Lj;), 

si  a  =  I  avec  6^0;  3*  divergente  si  a  =  i  avec  6  =  0,  ou  a  <  i  avec  h  quel- 
conque.  Cette  derni^re  consequence  subsiste  pour  a  ^  o. 

7^  — ;>  consid^r^e  comme  fonction  de  s^  n'est  ainsi  analytiquement  d^finie 

1 

que  pour  des  valeurs  de  5  dont  I'affixe  est  dans  la  region  du  plan  a  >  1;  mais 
r^quation 

t 
fournit  directement,  par  la  consideration  de 


lim    y L^n 


une  fonclion  de  *  qui,  confondue  avec  2.  "l  dans  la  region  (a  >  i),  conserve 

1 
des  propriet^s  analytiques  ires  d^finies  dans  la  region  plus  ^tendue  a  >  o. 
Enfin,  I'application  de  la  forniule  (a)  conduit  k  la  fonction  de  Riemann 

III  R 

; ( 5 )  = h    4-  -  B, 5 ^W  *( *  -H 1 ) (5  -{-  2 )  H- . . . 

4-  (— l)r  '  / -5(J4-|)...(5  -4-2/?—  4) 

—  5(54-  !)...(*  H-  :i  7?  —  1)    >        /       ■;^ 
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De  cette  formulc  on  d^duit  : 

I"  Que  C(*) »  ou  (*  — i)C(*)  sont  des  fonctions  holomorphes 

2"  Que  ?;(  —  2/1)  =  o; 

3»  Que  ?;(—  2w  -hi)  =  (— i)"  -!i»  /I  =  I,  2,  .. .; 


4»  Enfin,  si  Ton  pose  ;(*)  =  — h  M^-+-  M,(*  — i)  -h...-4-  M.(*  —  i)'-+-.. . 

*  L'(/i  H-  I—  «)  —  I  L*-'  (fi  -+-I—  «) 


M 


Andoyer  {If-)-  —  Sur  quelques  in^galit^s  de  la  longitude  de  la 
Lune. 

Voici  r^noDc^  du  probleme  que  M.  Audoyer  se  propose  de  resoudre  : 

«  Eludier  le  mouvement  de  la  Lune  sous  Taction  de  la  Terrc  ct  du  Solcil 
seuls,  en  supposant  :  i<*  que  Ton  neglige  les  dimensions  de  ces  trois  corps; 
2"  que  la  masse  de  la  Lune  est  absolument  n^gligeable,  et  que  celle  de  la  Terre 
est  n^gligeable  en  comparaison  de  celle  du  Solcil;  3**  que  le  Soleil  d^crit,  d'un 
mouvement  uniforme,  une  circonf^rence  autour  de  la  Terre;  4"  que  le  mouve- 
ment de  la  Lune  s'effectue  dans  le  plan  de  cette  circonference;  5*  que  Ton 
ndglige  le  rapport  des  dimensions  des  orbites  de  la  Lune  et  du  Soleil  ».  Choi- 
sissons  comme  plan  du  mouvement  le  plan  des  xy. 

Soient  v  la  longitude  de  la  Lune;  N' =  n' l  -h  v',  *»  longitude  du  Soleil,  n'  el 
v',  6tant  des  consianles,  t  rcpresenlant  le  temps,  posons  U^v — N'.  On  obtient 
cntre  v  et  ses  d^riv^es  v'y  v',  v^j  v^^'  I'cquation  qui  suit  : 

2  2  \  6-2 

..  /      •^•^    ,  .    ,   ,        33     ,     ,        :?i     ,    _       1 1 1     ».       2^3     ,\ 

-I- /j'^sinjlll v''-^iSn'v''-    ,   n'v* r- ^^    "+"  "ir  ^    ^-  "t, '«    ) 

\       2  4  4  «  ij8       / 

+  /t"cos4ll(-  ^v.'')H-,r-sin6H(-  ^^y 

L'auteur  inlcgrc  ensuilc  celte  equation  par  la  meihode  des  coefficients  ind^- 
termines  qu'il  a  exposde  dans  son  Mcnioirc  :  Sur  les  forniules  generates  de  la 
Mecanique  celeste  {Annates  de  la  Faculte  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  IV). 

Les  rcsultats  Irouv^s  cesscnt  de  concorder  avcc  ceux  de  Delaunay  k  partir  du 
huilicme  ordrc  inclusivemenl.  L'aulcur  les  a  obtenus  par  deux  m^thodes;  la 
dcuxieme  est  cmpruntee  au  M<imoire  de  M.  G.-W.  Hill,  intitule  :  JResearch^s 
in  the  lunar  theory,  public  au  tome  I  de  V American  Journal  of  Mathe^ 
ma  tics. 


n  ' cos  2 


(')  Jensen,  Comptes  rendus,  t.  CIV. 
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IIermite(Ch,).  — Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques. 
(L,  I,  i3). 

Solent 


/»-h/'»=i. 


On  propose  de  determiner  le  module  /  et  la  constante  M  de  telle  sorte  que 

(k=  f^    ^?        K'=  r-  ^^    \ 


On  pose 


|rj  =  a  L  -H  I*  L', 


M 


=  c  L  -h  irf  L', 


a,  6,  c,  £f  etant  des  entiers  quelconques  tels  que  {ad  —  be)  soit  positif. 

La  recherche  des  formules  de  transformation  repose  en  entier  sur  les  pro- 
pri^t^s  de  la  fonction 


i  n  h  .r« 


e(^,n=r(-i)-e"LS        l- 


(m=  o,  ±i,±  2,  ...)   . 


propri^t^s  indiqu^es  par  les  deux  relations 

4>(ar-h2K)     =  (— i)'-+OM»(x), 
^(x-h2iK')  =  (— i)('-^')rf<j>(^)e" 

De  \k  r^sulte  que,  si  Ton  pose 


i/i7r<.»--f-/K') 


fx     A       n   ar)  /x     A       n,Or  .    /a;     A       4>,    x) 


les  quatre  quotients 


Q(x)  =  "'^^, 

v^rifient  les  dgalilds  suivantes  : 

P(j:-+-2K)  = 
P(ar-+-2iK')  ^ 
Q(j;-+-2K)  =r 
Q{x-h2iK')  = 
R  ( a:  -h  2  K  )  = 
H(j;-4-2iK')  = 
S(ar-+-2K)  = 
S(x-4-2iK')  = 


R(x)  = 


S{x)  = 


4>f  JT) 


—  i)*''+-Q(j?), 

-irH(x), 

—  i)-'-^''S(x), 


SBCONDB  PARTIB. 


'   '     e(o)  I 


A,(€.,)    ,^ 
""-     Al-|»)"      • 
Si  I'on  poM  ad  —  frc  =  n,  on  ■ 

L  =  dl  -  ibr  +  (dK  -  ibK-  )\ 

''""  .J'  "   N 

-j^  =-cJ  +  <ar+(-eK  +  MK-)- 


les  rcUtions  peoient  I'icrire  pin*  ^implement 


jN  =  yi<.jj.-<uj;-^.(*jj;-cJj,)]. 

La  quiPliU  N  til  Da«  [oaclion  alg^brique  do  module,  comi 
tonnule 
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Dans  le  cas  de  la  transformation  du  second  ordre,  N  =  aAr.  Pour  /i  =3,  on  a 

Alors 

N  =  —  ik'  sn' r 9 

m  ei  n  ^tant  deux  entiers  quelconques. 

Dans   una  lettre  adress^e   k  M.   Hermite,  M.  Brioschi   donne  pour  N  Tex- 
pression  suivante 

N  =—  aA»SsD"('25w,  A^), 


(5  =  1,3,..., j         (n,  impair), 


mK^-/m'K' 

CO  =  • 

n 

Kcenigs  {G,).  —  R^sum^  d'un  M^moire  sur  les  lignes  g^od^siqiies. 

i.  Supposons  que  deux  surfaces  S  et  S'  soient  representablea  ge'ode'sique- 
ment  Tune  sur  Tautre  (on  peut  alors  faire  correspondre  k  un  point  M  de  S  un 
point  M'  de  S'  de  telle  sorle  que,  lorsque  M  d^crit  une  g^od^sique  sur  S,  le 
point  M'  d^crit  une  g^od^sique  sur  S'),  le  ds'  de  S  ^tant 

(U  —  \){du'-\-dv'), 
Celui  de  S'  a  la  forme 

U"  vA"u       v/ 

De  1^  suit  que,  tons  les  ds*  compris  dans  la  formule 

/a'V  -^-b'  __  a'\  -\-b'\f     dW dv*     \ 

~\ay}-rb         a\  +  b)\ay}-^b       a\-hbf 

oil  a,  by  a'f  b'  sont  des  constantes,  cooviennent  d  des  surfaces  geod^siquement 
repr^sentables  les  unes  sur  les  autres  (M.  Dini). 

Un  cas  a  ^chappe  k  M.  Dini,  celui  ou  Ton  ^lablit  eotre  S  et  S'  une  represen- 
tation poncluelle  demi-conforme^  c'est-a-dire  telle  qu'u/ie  seule  des  families 
de  lignes  de  longueur  nulle  trac^es  sur  S  ait  pour  image  sur  S'  une  famille 
analogue;  alors,  au  lieu  de  la  forme  de  Liouville,  c'est  la  forme  de  M.  Lie 

ds'-  [y  fi,x)  -^r  g{x)]  dxdy, 
qui  intervienl. 

2.  La  forme  de  Liouville  et  celle  de  M.  Lie  interviennent  encore  dans  le  pro- 
bUme  des  g^od^siques  qui  poss^dent  une  inl^grale  quadratique  par  rapport 
aux  vitesses. 

Soient  X  une  fonction  de  x  et  de  y^  X  une  fonclion  de  a?,  Y  une  function  de  ^, 
et  envisageons  I'^quation 

(D)  l\- r3\   —     H  \"A  =  2^   -—   -h  3Y'--  4-  ^    X. 

^     '  Ox*  Ox  Oy*  Oy 
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Si  X  et  Y  De  sont  pas  nuls,  les  variables 


^•Ifr    '-1% 


font  prendre  au  ds*-=  \  dx  dy  la  forme  de  Liouville  ( '). 

Si  X  =  o,  par  exemple,  les  variables  x'=x,  y' ■=.  j  -^  font  prendre  au  rf#" 
la  forme  de  Lie. 

3.  M.  Darboux  a  fait  la  remarque  que  si  (X,  Y),  (X°,  Y«)  sont  deux  couples 
de  solutions  de  (D),  il  en  est  de  radme  du  couple  (aX  ■+■  6X%aY-+-  6Y»),  ou 
a  et  6  sont  deux  constantes  arbitraires. 

Les  couples  de  solutions  (X,Y),  (X",  Y«),  (X«»,  Y^*'),  ...  seront  dits  inde- 
pendants  si  Ton  ne  peut  pas  trouver  de  constantes  K,  K",  K<*^,  . . .  donnant  lieu 
simuUan^ment  aux  identit^s 

KX  -+-  K«Xo-i-  K"X«»-f-. . .  =  o, 
KY -h  K«Yo-+- RooYo* -+-...=  0. 

A  des  couples  de  solutions  inddpendants  r^pondent  des  int^grales  9,  9*,  9**, . . . 
Iin<^airement  distinctes  (■) 

(■^=1,        9  =  a/>'H- 26/?^ -f-c<7' j,       a  =  X,        6  =  Y. 

M.  Koenigs  a  r^solu  le  probl^me  suivant  : 

Trouver  tous  les  ds^  qui  admettent  pour  Icurs  g^od^siques  plusieurs  inte- 
grates quadratiques  ind^pendantes. 

Quand  un  ds^  d'une  famille  de  Dini  poss^de  exactement  m  int^grales  qua- 
dratiques pour  SOS  g^odcsiques,  il  en  est  de  mdme  de  tous  les  autres  ds*  de  la 
famille. 

4.  Si  un  ds""  admet  pour  ses  g(5od^siques  plus  de  Irois  int^grales  quadra- 
tiques en  dehors  de  cclle  des  forces  vivos  i~  =ij,il  en  posscde  exactement 

cinq,  el  sa  courbure  est  constanle. 

Si  un  c/5' adujcl  pour  ses  geodcsiqucs  trois  int^grales  quadratiques  ind^pcn- 
dantes  exaclcincnt,  il  convient  a  des  surfaces  de  revolution  (M.  Darboux). 

Si  un  ds*  d'une  famille  dc  Dini  a  sa  courbure  constanle,  il  en  est  de  meme 
de  tous  les  autres,  ce  qui  revicnt  ^  dire  que  les  surfaces  k  courbure  constante 
sont  reprt^sentablcs  gcodesiquemcnt  les  unes  sur  les  autres,  k  rcxclusion  de 
toute  autre  surface. 

Si  un  ds^  d'une  famille  de  Dini  convient  ^  une  surface  de  revolution,  il  en 
est  de  m^me  de  tous  les  auires. 

Les  ds^  de  revolution  de  M.  Darboi'.x  conviennent  aussi  k  des  surfaces  toutes 
representables  gcodesiquemcnt  les  unes  sur  les  autres. 


(')  Voir  Lecons  de  M.  Darboux,  t.  II,  p.  209. 

(')  W>'\T  Lecons  de  M.  Darboux,  3*  Partic,  Cliapilrc  II,  p.  3o. 
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5.  La  determination  complete  de  toutes  les  formes  de  revolution 

g(x  —y)dxdyy 

qui  admettent  trois  integrates  quadratiqucs  pour  leurs  g6odesiques,  revient  k 
la  discussion  des  equations  lineaires  k  cocfncients  constants 

6.  Si  un  ds*  admet  pour  ses  geodesiques  une  seule  integrate  quadratique,  en 
dehors  de  celle  de  ses  forces  vives,  it  ne  possede  pas  forcement  la  forme  de 
Liouville.  Mais,  si  le  nombre  des  integrates  quadratiques  est  au  moins  deux, 
des  formes  de  Liouvilte  sont  alors  assurees  au  ds*, 

Prenons  le  ds*  sous  la  forme 

ds^=[\,(x,)-}[,{y,)]dxdy, 
oil 

X  -\-  V  X  — y 

X    =   =->  Y    =   —  • 

Soit  (X,  Y)  un  couple  de  solutions  de  I'equation  (D)  transformer  M.  Koenigs 
appelle  X,  Y  des  coefficients  de  transformation  du  ds'. 

Le  changement  de  variables  le  plus  general  amenant  la  forme  de  Liouvilte 
sera  deiini  par  les  quadratures 

dx  ,       C  dy 


J    yja  -k-  b\  -f-  c  X"  H- . . .  J    ^o, 


-4-6Y-+-cY"-f- 


M.  Koenigs  appelle  type  essentiel  le  type  de  Liouvilte  le  plus  genferal  que 
Ton  oblient  de  la  sorte,  variables  essentielles  les  variables  x\  y\  et  types 
singuliers  les  types  de  Liouvillc  differents  du  type  essentiel. 

7.  La  classification  la  plus  rationnclle  des  ds*  ayant  la  forme  de  Liouvilte 
est  celle  qui  a  pour  base  la  cunsideratiun  des  inlegrales  quadratiqucs. 

8.  M.  Koenigs  appelle  ds*  redproqucs  les  ds*  do  la  forme  {\^—Y^)dxdy 
el  (X  —  Y)  dx^  dy^^  redproqucs  aubsi  les  surfaces  qui  admettent  deux  ds*  re- 
ciproques. 

Les  geodesiques  de  I'une  des  surfaces  ont  pour  images  sur  Tautre  des  co- 
niques,  au  sens  que  M.  Dini  a  atlribue  5  ce  nom  (' ). 

9.  Parmi  les  nouveaux  types  que  donne  le  principede  reciprocite,  M.  Koenigs 
s*occupe  de  determiner  quels  sont  les  types  esscntiels  et  les  types  singuliers. 

10.  M.  Koenigs  cherche  dans  quels  cas  le  ds*  admet  des  formes  de  Lie  en 
meme  temps  que  des  formes  de  Liouvillc. 

11.  M.  Koenigs  se  propose  de  demontrcrque  tesTal)teaux  qu'it  a  formes  con- 
ticnnent  toutes  les  solutions  du  problcme  suivant  :  Trouver  tons  les  ds*  dont 
les  geodesiques  poss^dcnt  plusieurs  integrates  quadratiques. 


(')  Voir  Dardoux,  Lecons,  t.  111. 
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12.  Pour  cela,  M.  Koeoigs  prouve  que  X,  Y,  X„  Y,  sonl  dcs  fonctions  uni- 
formesdans  tout  le  plan,  n'ayantd  distance  finied'autressingularit^s  possibles 
que  des  pdles.  Tout  pdle  de  Tune  de  ces  fonctions  est  double,  et  &  r^sidu  nut. 

Si  a  et  b  sent  deux  pdles  de  X,  (a  —  b)^2  est  une  p^riode  de  X,  et  de  Y,. 
Les  p6les  de  Y  poss^dent  des  propri^t^s  analogues;  les  p61es  de  X,  et  de  Y, 
fournissent  des  r^sultats  identiques  pour  les  X  et  les  Y. 

Si  Y  a  un  p6le,  on  pourra  mettre  le  ds'  sous  la  forme 

[F{X'^y)-F{x—:y)]dxdy, 

Si  a,  bt  c  sont  trois  p6lcs  de  Tune  quelconque  des  quatre  fonctions  et  si  le 

b  —  ci 
rapport n'est  pas  un  nombre  r^el  commensurable,  les  fonctions  X ,  Y,  X,,  Y, 

sont  doublement  p^riodiques. 

13.  Tout  coefficient  de  transformation  relatif  k  une  forme  essentielle  possede 
au  moins  un  p61e,  k  moins  d'etre  constant;  s'il  n'en  possdde  qu'un,  il  a  la  forme 

B. 


Dans  les  autres  cas,  il  en  possdde  au  moins  trois,  et  a  la  forme 

X 

A  cos h  B 

? +  c. 

sin'- 
a 

Lt  ds*  (dans  les  deux  derniers  cas)  a  la  forme 

[F{x-i-x)-V{x  —  y)]dxdy, 

et  la  fonction  F  est  paire.  Les  deux  coefncients  de  transformalion   sont  alors 

tous  les  deux 

A         A 

x^       y* 
ou  bien 

A  rr)sx  -h  n       A  COST  -h  B 

: »        r^ • 

Sin' 07  sin*^' 

II  n'y  a  pas  d'autres  formes. 

14.  Tout  ds*  qui  adinet  deux  integrales  quadratiques  exaclement  pour  scs 
g^odesiques  est  represcntable  g<§odesiquement  sur  un  autre  qui  est  dans  le 
m^me  cas,  et  qui  est  r^ductiblc  au  type 

ds'  =  AS„  -f-  BS,  -f-  CS,  H-  DS„ 
od 

S.,=  [pi^-^y)—  p{x  —y)]dxdy, 
S^=[p(,x-^y  ~\-tM^)  —  p{x  —y  -h  w,)J  dxdy. 

15.  M.  Koenigs  appelle  invariants  duds*  les  coefficients  A,  B,  C,  D.  Le  ds* 
reste  ideniique  ^  lui-mdme  si  Ton  permute  de  loules  les  manieres  les  quantites 
A,  B,  C,  D. 
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Un  ds*  du  type  consider<^  est  dt^Hni  par  scs  invariants,  abstraction  faite  do. 
leur  ordre. 
Le  ds*  ^tant  donnd  sous  la  forme 


rF(M)  _  F(i^)']r  du^  dv'  1 


[F(m),  G(m)  sont  des  polynomes  du  quatriemc  degr<^]. 
a,  bj  c,  d  dtant  les  racincs  dc  G(i/)  =  o,  Ics  invariants  ont  pour  expressions 

.^  F(a)  .^  K(6)  .^  F(c)  F(rf) 

ID  ^, ,. , — r»  »o  y;,- ,  .  V »  lo  777—: — :>  lO 


G'>(a)  G'^CA)  G''(c)  G''{d) 

16.  Les  rf**  du  type  envisaged  peuvent  se  representor  point  par  point  sur  un 
plan  dc  telle  manicre  que  I'iniage  de  leurs  gdodcsiques  suit  un  rdscau  tangentiel 
de  coniques.  Si  Ics  coniques  du  rdseau  touclient  deux  droitcs  fixes,  Ic  ds'  est 
dc  revolution,  et  sa  courbure  est  constante  si  les  coniques  du  rdseau  touclient 
trois  droites  fixes. 

17.  Pour  qu'un  ds'  du  type  consid^rc  possedc  une  transformation  infinite- 
simale  de  scs  gdodesiques,  il  faut  et  il  suffit  qu'un  des  invariants  A,  B,  C,  D, 
D  par  exemple,  soit  nul,  et  que  les  trois  autres  verificnt  une  equation  de  la 
forme 

it  V/A  ±  v/B  dzs/C^.o. 

18.  Si  B  =  C,  on  Irouve.  le  ds' 


dx  dy, 


qui  possede  une,  et  une  seule,  transformation  infinitesimale  dc  scs  g^ode- 
siqucs.  Sur  cc  ds'  sont  geodesiqucmcnt  rcprcscntables  tons  les  ds'  qui  ad- 
mcttent  une  transformation  infinitesimalc  de  leurs  geodesiqnes. 

Sculs,  les  ds'  de  revolution  jouissent  dc  la  propriete  d'admellrc  trois  trans- 
formations infinitcsiiiialcs  de  leurs  gcodesiqucs;  Tunc  est  toujours  conforme. 

On  a  par  le  fait  r^solu  la  question  suivanle  : 

«  Trouver  les  rcscaux  tangenlicis  de  coniques  qui  possidcnt  une  transforma- 
tion infinilesimalc  ponrtuellc.  » 

K.   Levavassei'r. 


Bull,  des  Scienrr.%  mntkvni.,  .»"  st';ri«',  i.  Will.  (Ooinbr-;  189^1.)  I».i.| 
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-Jl^DIL^»^TT  an.  •laMXMA  MtfcsiTloo  di  Paleiho.  In-S"". 

Tome  II:  1888  (>). 

leiaii  •  I  .).  —  Sur  Ie>  formes  binaires  cubiques.  (25-27). 

•lo untrue tiua  ties  eletnents  dm  onariant  hessien  et  solution  de  quelques  autrcs 
>r>>uic:iuc>-  Deux  clcmtfots  inasinaires  conjugues  de  la  forme  sont  determines 
-of  «ui  iir»>«tc  par  i«u  laters^ctioa  avec  un  ccrcle  de  rayon  nul  (point-ccrcle). 

ttUUiLtf    /■'.'.  —  SttT  b  delerminalion  de  fonctions  d'une  variable 
leliuit^Sviti  moveo  d^uoe  tk|ualioD  a  deux  variables.  Une  obser- 
aa^u  reialive  4  hi  conslanle  qui  se  pr^senle  dans  les  develop- 
>t, tut. lies  .'u  >erie  Je:>  ionclions  circulaires.  (28-36). 

i(><r»uuua.  fMr  latc^ratioo,  des  Equations  fonctionnclles 

M  >4^k   te>  tottciioos  circulaires  Tauteur  envisage  la  constanle  A  dans  le 

4  /         *  ^  \ 

arc  sin  J  =  A(  j?^-  -  —  -f-. . .  ] 

^*^-i»i*-    iu  choi\  do  runite  dcs  ;ircs. 

Sur  uuoquoslion  <5lenicnlaiic  de  G('omelrie.  (3^- 

^,.  ,      .  .^vr:    tuc    >flarite  i|ueloonquc  II  (  polaritt^  par  rapport  h   une  sur- 
^.    -w     »»4i' .   ^vi   xxsltiuo   focal ),  rherclier   la  contlilion   ntcossairc  el 

j^    ..      ,*»  •t.tc   virUCf  S  ot   sa   polaire   rccipnxine  S'  par  rapport  ik  II 

. -^  .    ^,v»*   .^ov  i.ic  biouios;rupliie  li'tsptrc  donnee,  de  idle  sorlc  que  le 

^>^*»*^»»i»»  Juu  ^H»inl  A  do  S  soit  le  point  de  contact  a\ec  S'  du 

..V      .V. 

.^     iv»v»KN  c-vi  que  la  surface  S  soit  du  second  ordre  el  quclho- 

..^..»—    ;v    a  c^'uiposition  de  la  |)olarite  par  rapport  a  celte  sur- 

...•     .oa.icc  >^oa  do  res|)ece  donncc. 


>    •* 


"•». 


.  .     ,■  M        X'kitKii^- 
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Ilalphen  (G.-//.).  —  Sur  requalion  d'Eiiler.  (4o-44)- 

Integration  de  Tc^quation 

dx    ,    dx, 

v/x       v^X, 
(Slant 

X  =  AC  — B%        X,=  A,C,-  B% 

el  A,  B,  C  des  polynonies  quadratiques  en  x,  A„  B,,  C,  dcs  polynomes  quadra- 
tiques  en  x^^  de  telle  sorte  que  Ton  ait 

A;r;+  Ux^-h  C  =  A,jr»+  B,a:-hC,. 
La  Note  est  dcrile  en  franca  is. 

Segre  {€.).  —  Quelques  considerations  ^l^mentaires  sur  Tinci- 
dence  de  droilcs  et  de  plans  dans  I'espace  de  qiiatre  dimensions. 

(45-62). 

Vivanti  (G.).  —  Sur   les  Equations  aux.  derivees   parlielles  dii 
premier  ord re.  (53-58). 

Gdneralisation  d'un  thdor^me  d^monlrd  par  M.  ^fore^a  {Giornale  delta 
Societd  di  letture,  etc.,  in  G^/iovn,  agoslo-scttenibre,  i887).V'oici  lethcorcnie 
g^ndralise  : 

«  Etant  z  unc  fonclion  dcs  n  variables  independantes  ^,,  x^y  ...,  ;r„  et  y>,, 
Pi*  •••>  Pn  ^^^  dt^rivecs  parlielles  du  premier  ordre,  la  rondiiion  necessaire  et 
suffisante  pour  que  Tequation 

H  ( -z^.i  J7, ^„i  /?,,  /?,,  . .   »  y\ )  =  h 

ait  une  solution  complete  de  la  forme 

est  que  H  satisfasse  h  une  (Equation  fonclionnelle  de  la  forme 

Jordan  (C).  —  Sur  la  marchc  du  cavalier.  (5()-68). 

Nombrc  minimum  de  coups  necessaire  pour  amencr  Ic  cavalier  d'une  case 
(iniliale)  ik  une  autre  case  donnee.  On  suppose  Techiquier  illimite.  L'auteur 
resout  celle  question  el  pa^se  ciisuile  au  problcme  plus  general  suivant  : 

«  Ktant  donne  un  sysU'nie  d'cqualions  indelerminees  5  coefficients  enlicrs 

> 
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determiner  parmi  les  systemes  de  solutions  qu*il  comporte  celle  oil  la  soniimc 
des  variables  x  est  minimum. 
La  Note  est  en  francais. 

Volterra  (F.).  —  Sur  la  ih^orie  des  equations  difT^rentielles 
lin^aires.  (69-75). 

Dans  les  Bendiconti  delta  R,  Accademia  dei  Lincei,  vol.  III*(iK87)  Tauteur 
a  monlre  que  la  tlicorie  des  Equations  difTt^renlielles  lindaircs  peut  6tre  ramence 
au  calcul  inflnitdsimal  des  substitutions,  et  ce  calcul  a  ^te  developp<^  par  lui- 
iiicnic  dans  un  Memoirc  public  dans  les  Memorie  delta  Societd  italiana  delie 
Scienze  {delta  dei  A'L)y  (seric  III*,  vol.  VI"),  pour  le  cas  oil  les  substitutions 
sont  des  fonr.iions  d'unc  variable  recllc.  Ici  il  suppose  que  les  substitutions 
soient  des  functions  d'une  variable  coniplcxe.  II  trouvc,  par  excmple,  que  : 

T  etant  une  substitution  bolomorphe  dans  un  champ  .simplciiient  conne\C9. 
ct  £  une  courbc  fermce  contenuc  en  9,  on  a 


■/■ 


Tdz  =  i, 
J  etant  le  synibole  de  I'identiti^. 

Conti  [J,),  —  Sur  les  congruences  engendrees  par  un  couple  de 
plans  en  correspondance  double.  Note  II.  (97-106). 

Dans  cctte  sccondc  Note  I'auteur  etudie  deux  congruences  particuliercs.  La 
premiere  est  engendree  de  la  manirre  suivantc  : 

On  prend  dans  un  plan  P  un  faisceau  do  rayons,  projectif  i  un  faisccau  de 
roni(|ut.>s  situc  dans  I'autre  plan  P',  et  une  droite  arbitraire  9  non  situee  dans 
aurim  des  deux  plans.  Les  droiles  <|iii  reiiconlrent  a  la  fois  a  el  dtMix  elements 
eorrc'^pomj.'mts  (b's  deux  laiseoaux  deleriniiient  sur  P,  P'  l('>  points  corresptm- 
<i;ml«^  d'une  tr;ni>r<)rmalic)n  double,  el  S(»nt   les  raNons  de  la  congruence. 

La  ^eiM-ralion  de  la  secoiide  est  la  siii\aiile  : 

On  prend  encore  un  fai«iC(uni  de  ra\ons  sur  P,  un  faisreau  de  roniqucs  sur 
P'.  el  une  surf.ice  ri'-^lee  rationnelle  S„  d'ordre  //,  donl  les  {generatrices  corres- 
pMtidenl  pr<»jeeti\emenl  aux  eleitienls  des  deux  faisceaux.  Les  droiles  qui  ren- 
eonli<*nl  a  la  fois  Irois  ebinonls  enrrespoinlants  <|es  trf>is  former  projerli\es 
ien<"onlrent  P  rl  P'  on  des  poinl>  e<n  respondanls  de  la  t  ransfi>i-iiiatioii,  el 
enu'tMidreut  la  con;;ru(!nro. 

Murer  (  I  .).   -     Griirralloii    dv    la    surfar(»   d'ordre    //    a    droile 
(n  —  .>.j-plc.  (107-109). 

Cello  surface  pent  elre  toujour^  rnj;i'ndnMr  par  un  faisceau  d«'  plans  a\ant 
I.I  <ir<»ite  iiiullipli.'  f)our  axe,  el  itixr  >«rie  ralionnelle  «le  quadriipies,  d'iridice 
//  ■  -  ■',  en  enrre>p()ndance  projerlive  a\ce  le  faiseoau. 

Lttzzrri  {(1.).        Siir  rcrlains  s>slciiios  i\v  courlx's  el  dc  surfaces. 
(1  n )-  I  I  5  ) . 
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Pour  Ics  courbos  d'onlre  n  Tauteur  demonire  un  Ihcruvme  dont  on  oblicnt 
comme  cas  particulier  celui  de  ClifTord  : 

Les  qualrc  ccrclcs  circonscrils  aux  triangles  formes  par  quatrc  droitcs  d'un 
plan  ont  un  point  commun. 

Voici  le  thdor^mc  g^nt^ralise  : 

Soicnt  sur  un  plan  n  points  P,-  et  n  +  2  droites  /\,  dont  trois  ne  passent  par 
un  point  et  dont  aucune  ne  passe  par  un  des  P-.  En  prcnant  /i  + 1  dc  ccs  droites, 


I  \  points  d'interscclion.  Ccs  points  et  Ics  points  P^  determincnt  ui 


courbe  dc  I'ordrc  /i;  et  Ton  a  ainsi  /t  +  a  de  ccs  courbcs.  Toutcs  ccs  courbes 

n{n  —  1)  , 

ont  en  commun points  outre  les  P.. 

Puis  il  d^montre  des  propri<^les  analogues  dans  Tcspace  ct  en  deduit  Ics  cas 
particuliers  dc  /i  =  2. 

Starkoff  {A .).  —  Sur  un  probleme  dii  calcnl  des  variations.  (1  iG- 
1 17)  (en  frangals). 

£tant  donnds  deux  plans  paralleles  et  un  point  dans  Tun  d'cux,  nicncr  de  co 
point  k  Fautre  plan  unc  ligne  de  longueur  donmic,  telle  que  Tairc  de  la  sur- 
face cylindriquc  ayant  cctle  ligne  pour  directricc  et  pour  gcm^'alrices  des  pcr- 
pendiculaires  terniinees  aux  deux  plans  soit  maximum. 

La  courbe  chcrcliec  est  unc  li6lice. 

De  Jonquieres  {E,),  —  Construction  geomctriquc  des  courbes 
unicursales,  notamment  de  cclle  du  cinquieme  ordrc  douee  de 
SIX  points  doubles.  (1  i8-io,3)  (en  fran^ais). 

Del  Re  {A,),  —  Siir  les  s^stemes  Hneaires  /?-ples  dc  spheres  dans 
I'espace  dc  n  dimensions. 

Prenons  pour  coordonnees  d'une  sphere  ses  puissances  a,,  a^,  ...,  a^^,  par 
rapport  aux  sommcts  A,  d'un  polyedrc  situd  dans  Tcspace  donnc,  el  posoub  la 
relation  lineairc 


2: 


^m,a.-{-//2„^,=  o. 

I 
Alors  on  a  que  : 

Toutcs  Ics  spheres  satisfaisant  a  celte  relation  out  meme  puissance  par 
rapport  ill  un  certain  point  lixe.  Ce  point  est  le  barycentre  des  sonimels  V^avec 
les  coefiicicnts  m-.  L'autcur  trouve  aussi  la  valour  de  la  puissance  commune 
de  ccs  spheres  par  rapport  A  ce  point. 

Del  lie  {A.),  —  Un  iheoreme  de  Geonu'lrie  projective  sjnlbe- 
lique  et  qucKpies-uns  de  ses  rorollaires.  (128-1  So). 

Toutcs  Ics  homographics  planes  ayant  en  rommun  trois  couples  dc  p<iints 
rorrcspondants  qui  formenl  deux  triangles  homologi(]ues  ont   k-ur>  lriangl('*> 
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fondanicntaux   conjugucs  par  rapport  k  la  polaritd  detcrminec  par  Ics   deux 
triangles  homologiqucs. 

Montesano  (D.),  —  Sur  une  famille  de  surfaces  homaloi'diques. 
(i3i-i34). 

Ce  sont  les  surfaces  homaloVdiques  dont  les  points  pcuvcnt  corrcspondrc  uni> 
d^ternativement  et  prospectivement  aux  plans  d^uiie  etoile  ayantson  centre  en 
un  point  simple  de  la  surface. 

l'i\'anti  (C).  —  Sur  les  fonclions  ajant  un  Dombre  infini  de  va- 
leurs.  (i35-i38). 

La  fonction  inverse  d*une  int^grale  abt^Iicnnc  de  genre  >t  rcprend  la  m^mc 
valcur  pour  des  valours  dc  la  variable  rapproclidcsautant  que  Ton  veut.  On  en 
a  tirt^  la  consequence  qu^unc  integrate  abelienne  de  genre  >i  pour  chaque  va- 
lcur de  sa  limile  superieure  prcnd  toules  les  valcurs  possibles.  L'autcur  observe 
que  ccci  n*esl  pas  juste,  car  les  valcurs  que  cetle  integrale  pent  prendre  pour 
une  valeur  donnce  de  sa  limile  superieure  ne  forinent  qu'un  ensemble  denom- 
brablc  ou  de  la  premiere  puissance  (suivant  les  d<^nominations  de  M.  Cantor). 
II  appelle  fonctions  de  la  premiere  classe  colics  dont  les  valcurs  corrcspondant 
a  une  valeur  de  lu  variable  fornicnt  un  ensemble  de  la  premiere  puissance,  ct 
demon  Ire  que  : 

I"  Si  y  est  une  f<inction  de  x  de  la  premiere  classe,  la  m<^me  chose  a  lieu 
pour  X  consideree  coinnic  fonction  de  y; 

2"  Les  fonctions  ddfinies  par  des  equations  algebrico-difTi^rentielles  lin6aire> 
sont  de  lu  premiere  classe; 

3°  Lc  ihcorenie  dc  iM.  Poincarc  : 

u  y  ctunt  une  function  unalyli(|uc  qu('.lron(|uc  <le  x,  on  pciil  toujours  dtlor- 
niiiier  une  nouvcllc  variable  z  Idle  que  x  cL  y  soicnl  des  foiicliuiis  uniformed 

do  z  » 

a  pour  condilion  ncccssairc  ct  suflisaiilc  i|uc  la  fonction  y  soil  do  la 
prciiiicrc  clajjse. 

/>(•/  Pczzo  {I^')'  —  Exlciisiou  dun  llu'orciiic  dc  Moelher.  (  1 3y- 
t4i). 

Lo  llKM>nnic  dc  .M.  Noellicr  csl   lc  Miivanl  : 

w  V  l<»ulc  coiirltc  plaiK!  ayant  des  siii^iilarilcs  arl>ilrair(*s  on  p(*ul  I'airc  eoi- 
ie<>poudre  unipoiicluelleiiieiit  iiiie  autre  eonibe  n'a^aiit  que  de>  p«>inl>  doublo.  » 

\oiei  re\l»-n«<ioii  que  I'auleur  eii  domie  aux  ^u^laee^. 

\  loule  surlaee  (h)iiee  de  >iiif;ularil«'>  ^upciiruics  ai  bilraires,  a\ant  enlre  cll»> 
d»  N  rrlalious  queleoiumes,  on  jieul  Inujouo  ftiiie  (  (urrsjioiidre  uniponcluelle- 
lilt  III  tine  autre  >uitare  naNaiil  <jiie  dr-^  ^\\\'j,\\\,\i'\{\-^  oi  dinaires. 

II  »ii  doiiiM- au^'^i  lexliMi^i'm  aux  itumicro  Nariil<'«^  d'un  e^paec  de  /•   diuieii- 

■H'lll 
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£etti  {E,).  —  Sur  une  extension  de  la  Iroisicme  loi  de  Kepler. 
(145-147). 

Les  varialions  du  mouvement  el  de  la  masse  d'un  systeme  newtonien  en 
mouvement  stable  nc  changent  pas  Ic  rapport  enlre  le  cube  de  la  distance 
moyenne  ct  Ic  produit  de  la  masse  par  le  carr6  du  temps  p^riodique  moyen. 

Segre  (C),  —  Une  observation  sur  les  systcmes  de  rayons  dans 
les  espaces  sup^rieurs.  (148-149). 

Extension  des  propridt^s  focales  aux  systcmes  (/i  — i)-ples  dans  un  espace 
de  n  dimensions. 

Vivanti  (G.).  —  Encore  sur  les  fonctions  ayant  un  nombre  infini 
de  valeurs.  (i5o-i5i). 

Toute  fonction  analytiquc  monogene  (dans  le  sens  de  Weierslrass )  prend 
pour  cbaque  valeur  de  la  variable  un  ensemble  denombrable  de  valeurs,  c'esl- 
k'dire  qu'elle  est  de  la  premiere  classe.  [  Voir  ci-dessous  :  Poincare]. 

Pincherle  (5.).  —  Sur  le  caractere  arithm^tique  des  coenicients 
des  series  satisfaisanta  des  (Equations  lin^aires  diflferentiellcsou 
aux  difF^rences.  (i53-i64). 

L'auteur  a  ^tudid  ailleurs  {Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathe- 
matik,  t.  CIII)  ces  coefficients  et  donn^  un  Ib^or^me,  pour  lecasod  Tequation 
diffi^rentielle  a  au  point  ^  =  0  une  equation  d(^terminante  irr^ductible.  Ici  il 
suppose  que  cette  Equation  nc  soit  pas  irrcductible,  et  en  particulier  que  ^  =  0 
ne  soit  pas  un  point  sinjL;ulier  pour  loutes  les  integralcs  de  Tcquation  dilF^- 
rcntielle. 

Torelli  (C).  —  Sur  la  Iransfonnallon  cubique  d'une  forme 
binaire  cubique.  (160-17 1). 

La  transformation  cubique    , 

sur  la  forme  binaire  cubique  c^  pcut  (tlve  reduite  a  lu  transformation  lineairc 
6tant 

oil  Vx>  K^  sonl  les  covariants  quadratiquc  el  cubique  de  la  forme 

Ox=  {bc){ca){ab)a^b^c,. 

Lc  module  (ajl)  <lc  la  transformation  lincaire  es>l 
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P  ^twi  le  disGriauaaBt  de  dj^.  La  traosformation  lin^atre  mentioiiii^  eoadttil 
«i  Mtee  rteUtat  q«e  la  transformation  cabique  k  moins  dn  facteur  s;  (eK)*P\ 

S/NTsa  {G.).  —  Condition  g^om^trique  pour  la  r^alit^  des  points 
ddes  Ungentes  communes  i  deux  coniques.  (172-175). 

In  <^«alMMa  des  deux  coniques,  et  A„  8„  0„  A,  les  inTariants  fondamentaax 
4ci  de«x  fbraics,  la  condition  cherchde  est  que  la  coniqne 

o  =  (o;-  e,A.)tti-f.  (A,  A.-  e,e,)uj-h  (e;-  e.Ajat = o, 

Mi  laM^naire. 


{A.).  —  Sur  une  certaine  surface  alg^brique  ration- 
nelle.  (176-183). 

Cest  la  surface  dont  le  point  g^n^ai  a  les  coordonndes 

J?, :  J?, :  J?, :  0?,  =  e* :  e« :  e» :  e? , 
^unt 

e,-4-e,-4-e,H-e,=o. 

L*autettr  a  d^j&  6tudi6  cette  surface  {RendicoiUi  del  R.  iMtUuio  Lombcardo 
4i  ScienMe  e  Letiere^  sdrie  II,  vol.  XXI;  i888).*Ici  il  apporte  les  modifications 
nicessaires  pour  le  cas  oik  le  nombre  n  est  pair. 

Peano  (C).  —  Th^or^mes  sur  des  maxima  et  minima  g^om^- 
Iriques  et  sur  des  normales  a  des  courbes  et  k  des  surfaces. 
(i8i>-i9a). 

t'«ut«ur  donnc  sans  d^monslra lions  quelques  propositions  k  Taide  desquelles 
vMft  |»«^ul  rv^suudrc  des  probldmes  de  G^ometrie  infinilcsimalc  par  des  precedes 
K^mUi^$  sur  b  composition  de  segments,  de  barycenlres,  etc.  Ces  propositions 
M^l  dc*  cons^uences  de  quelques  formules  obtcnues  par  Tauteur  dans  son 
i  aA\»|p  gtf>meiiico  secondo  l*Ausdehnungslehre  di  //.  Grassniann  (Torino, 

llv4nv/i>#i^JCO  i/^-)-  —  Theoreme  de  Mecanique.  (193-196). 

tWi  |fcr\4U^me  de  Mecanique  dans  Icquel  la  position  du  systcime  depend  de 
UVAx  ^^iiUU^»  ipl  pour  lequel  existent  :  i«  l'int<5grale  des  forces  vives;  2«  one 
vik^^  i¥4V|HNkK**  de!i  aires;  3«  une  des  int<§gralcs  du  centre  de  gravite,  relative  k 
I  M«  vWa  ^W'*  dw  plan  des  aires,  pent  6tre  reduit  aux  quadratures. 

t*\Hi^y^X  \^HX  —  Sur  uiic  proprietc  des  fonclions  analjliques. 
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II  n'exi.slc  pas  dc  fonction  analytiquc  mulliformc  d'unc  puissance  (ou  classe) 
sup^ricurc  k  la  premiere. 
L'auteur  compl^le  aiiisi  les  resultuts  oblenusparM.  V'ivanti  (i^oirci-dessus). 

Loria  (C).   —    Sur  les   courbes   ralionncUes    d'ordre   n  dans 
Tespace  dc  /i —  i  diniensioDs.  (201-224). 

L'auteur  commence  par  donncr  quelques  propridt^s  generates  dc  ces  courbes, 
principalcment  au  sujct  de  leurs  points  stationnaires  ct  des  espaccs  de 
n — a  dimensions  osculaleurs  en  ces  points.  II  Irouve  par  excmple  que  ces 
courbes  sont  de  la  classe  3(/i  —  i),  et  donnc  une  repri^senlation  paramctriquc 
canoniquc  de  la  courbc  en  prenaut  Ics  espaccs  stationnaires  pour  espaces  fon- 
damenlaux.  Puis  il  cludie  en  particulicr  les  courbes  admettanl  la  represen- 
lalion  paramdlrique  suivan.te  : 


m 
••• » 

ct,  enfin,  les  collineations  qui  transformenl  une  courbc  rationnelle  en  elle- 
m6me,  en  particulier  la  cubique  plane  rationnelle,  la  quartique  gauche  de 
premiere  especc,  la  quartique  gauche  harmonique  el  ^juianharinonique,  la 
courbe  l<itraedrique  (/i  =^  G),  la  courbc  octaedrique  (/i  ~  8),  el  la  courbe 
Icosaedrique  (/i  =  12). 

Pincherle  (S.),  —  Une  Iransfornialioii  de  scries.  (225-22()). 
Ayanl  la  st^rie 

j^  z-f-  n 
oil  a^  est  tel  (jue  la  ^eric 

soil  ronvergentc  dans  un  ccrcle  de  rayon  >  2,  on  aura 

,.•(;)  ^V      (-■)"/'■'(■)__. 

jk^   z{z  -h  \). .  .{z  -\-  n  ) 

n—O 

S.  K. 
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Tome  XX;  1892  (»). 
D^Arone,  —  Siir  la  fonclion  cxponenllellc.  (2-4). 

Soienl  M(j7,,;r^,  ...,a7„),  N  (  j:,,  x^,  . . .,  a:„)  deux  foncttons  de  n  variable^ 
recites,  finics  el  oonlinues  ainsi  que  Icurs  derivees  premieres,  admcllaiit  des 
derivdcs  secondcs  linics  et  salisfaisant  ^  I'equaliun  de  Laplace 

&'u        d*u  d*u  _ 

dx]        dul  Oxl  ~ 

L'auleur  demontre  que,  si  la  diirerence 

^M (J-,,  X, r„)  _  cN (.r,.  .r, i„| 

est  une  constaiUe  differcnle  de  zero,  Ics  fonctions  M  ct  N  se  reduiseiit  a  dc5 
constanles. 

II  d^duit  de  Ik  que  si  la  diflTerence  des  deux  exponcntielles  cG'=»— c^'^U  uCi 
les  exposanls  Cm{z)  el  P{z)  sonl  deux  polynornes  entiers  par  rapport  ^  la  va- 
riable coriiplexe  Zj  esl  conslunle,  ccsdeux  polynoiucsdoivcnt  se  rcduire  a  deux 
constantrs. 

Si  Ton  parvcnait  a  monlrer  qu'il  en  est  de  inOine  lorsque  G(  z)  el  P{z)  S4»nl 
deux  fonctions  lioloinorphes,  cettc  propriele  pcrniettant  d'etablir  directement 
ct  sans  recourir  aux  fonctions  modulaires  Ic  tlicoreme  bien  connu  de  M.  I'icard  : 
Si  une  fonclion  liolomorplie  no  jirrnd  ni  la  valeur  a  ni  la  valeur  b,  ellc  se  nJ- 
(iuit  h  une  const<inU'. 

Fouict.  —   Sur  la   dtHcrminalion  (l\inc  liinilc  infcrieure  dcs  ra- 
c  I  lies  (I'lmc  <'?(|ualioii  al«;cljri(|ue.  ( 1-^>). 

Tout  iioinbrr  ((ui,  snl»slilnr  ;i  x  dans  If  polyn«»nic  cnlii.T  V { x )  cl  dans  >r«. 
(icrivees  sur<i;s<^i\es,  doiiiic  des  n'sullals  all(-rn!i(i\em(!nl  posilifs  cl  ncyalif-. 
csl  unt'  lirnilc  iiifcrit-'urc  dcs  raciiiC'".  do  I'equalion  V{x)--  o. 

M.  l-'ourct  dciluil  tic  re  tln'*(nrinc  une  iruie  jn)iir  tnniver  une  liniile  infe- 
rieurc  des  racines  plus  avanUiiiejix;  (|uc  la  rcj^lc  usilee  qui  r()n'»i>le  a  ramenor 
colic  rcclieroiie  a  eell<*  dune  liinile  >uperieure  des  racines  de  !•' ( — x )  ~-  «»,  <*l 
(|ui  foiirnil  toujours  une  liniile  iiiferieure  lu'-j^alive.  La  ir^le  de  M.  l-'ouret  pre- 
sente  les  inrines  avanlaj^es  (jue  relle  <le  Ncwlun  pour  la  reelierclie  «runo  liinilr 
su[)erieure  des  racines. 

Lais(//((.  —  Tiansforrnalioii  dun  [)()!>  nomc  cnlicr.  ((i-io). 

Soluliou  no«i\(;lle  de  ce  jn'oblenie.  deja  irsolu  [>ar  M.  d'Oeaiiue  : 


(')  Voir  IlitUvtin,  \\  11^,  p    s.,. 
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Mettrc  un  polyn^me  en  tier  de  dcgrti  n 

sous  la  forme 

d„-h  ^^x  -h  b^x{x  —  1)  -h.. . 
-h  b  x{x  —  i)...(vC  — />-+-i)-h...-l-6„x(j?  —  i)...(x  —  /I  -hi). 

Lucas  (Z'^).  —  Note  relative  aux  points  centraux.  (10-12). 
Soil 

r^quation  d'un  systcme  plan  de  p  points  quelconques  que  Tauteur  rcgardc 
comme  doues  de  masses  ^gales.  En  egalanl  a  0  les  deri vees  succcssivcs  de  /( 5 ), 
on  obtient  les  points  centraux  d'ordres  successifs  du  sysleme. 

M.  F.  Lucas  monlre  que  la  droile  qui  joinl  les  deux  points  cenlraux  d*ordre 
p  —  2  est  dirigee  suivant  un  dcs  axes  principaux  d'inertie  du  systcme. 

II  en  dcduit  ce  thdorcme  ; 

«  Un  systi&me  plan  de  points  el  les  syslcmes  de  scs  points  cenlraux  successifs 
admettent  les  m6mes  directions  principales  d'inertie.  » 

Pour  que  I'ellipse  d'inertie  d'un  systdme  plan  de  points  soil  une  circonf*^- 
rence,  il  faut  el  il  suffil  que  ia  somme  dcs  carres  de  leurs  coordonnces  affixes, 
relalivement  k  deux  axes  rectangulaires  quelconques  passant  par  leur  centre 
de  gravity,  soil  identiquemcnt  nulle.  Dans  cc  cas,  tous  les  syslcmes  dc  points 
centraux  des  divers  ordres  admettent  des  circonferenccs  pour  ellipses  dMnerlie. 

Laisant,  —  Note  relative  au  svmbole  1'  et  en  general  a  Topt^ration 

/?^.    (l2-l5). 

Levy  (L.).  —  Stir  certaines  surfaces  forniant  des  syst^mes  triple- 
ment  orthogonaux.  (i5-iG). 

M.  L.  Levy  fait  connailre  toutes  les  surfaces  enveloppes  de  spheres  qui,  par 
une  translation  paraliele  a  O^,  engendreul  une  famille  faisanl  parlie  d'un 
systcme  triplement  orthogonal.  Ce  sont  : 

I*  Les  surfaces-canal  enveloppees  par  une  sphere  dunt  le  centre  dccrit  une 
rourbe  plane  arbitraire  situce  dans  un  plan  pcrpendiculaire  Ji  O^; 

u*  Les  pcrisphcires  symctriqucs  par  rapport  a  un  plan  pa«sant  par  Oz,  la  di- 
rectrice  etant  encore  quelron(|uc: 

3"  Les  enveloppes  de  spliercs,  dans  lescjuclles  rha(]uc  sphere  louche  son  cn- 
veloppe  suivant  une  rirconfcrcnce  dc  rayon  nul.  Ccs  surfaces  se  reduisenl  ii 
une  courbe. 

l^ojfy.  —  Sur  certaines  surfaces  spirales.  (16). 

On  sail  que  la  determination  dcs  spirales  d'clcmcut  lindairc 

ds'  —  C'  \?  ( dW -\-  dv') 
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•L    Uii>   n**aire  fue  Too  peul  trouver  cxplicitemcnl  unc  scric  siiiiplcmcnl 
oiuiic   ic  -viroici!'  iaas  Thvpothese 

I  =  cos'  — »         A«  =  ~  • 
9  27 


^  .Ik 


wf^    y  .  —  Sir  fell  ipse  cenlralc  d'inerlie  d'un  sjslcme  plan 
Lt   ^•..iui>  iia.».'ri«?l>  Je  niemc  masse.  (17-19). 

;■  s*    L'ttj*.ar>  i*«  U:  snad  axe  de  Tellipse  d*incrtic  que  coincide  la  droitc 
.c   •jut.*.!'*u  it>  itiMx  poiats  cenlraux  d'ordre /;  —  2. 

'^  iL&Fencv  ix^  camrs  dtrs  rayons  de  giration  principaux  est  cgale  ii  /;  —  i 
■u>  ti    arre  it   u  icioi-viislJioce  des  deux  points  centraux  d'ordrc /?  —  2. 

r^fc./icii-'ie^.  —  5urln>i>normdIes  sp6ciales  a  I'ellipsc.  (ig-tii). 

.^•/L'rt/.  —  >uruQe  iransformalion  de  mouvemenl  el  les  invariants 
c  m  ->>tetMe  en  Mecanique.  (a  1-22). 

>i»c   lu  ^»>ttrmc  nwlcriel  donl  la  configuration  est  definic  par  A*  paramctres 
f..   Ltf*  equjilions  du  mouvement  de  cc   systemc  sous  Taction  dc 
M^.«.s-AAi»4lr«iir«<  inr  dependant  que  de  sa  position  sont 


.  ;.^.iuia4ii    juo  de  g,,  7,.  ...,  qi'  l*our   uii   dcuxirnic  syslriiie  iloiit  l.i 
^  ,. <    icutiio  par  A  parumclres  r,,  r^,  ...,  r^,  on  aura  de  niOmc,  en 

dr 


'■  .■n-'^  =  ....     '•:= 


r> 


..,^  .Mi^i.t      II    •■^•>  rn.'uxonieiils  dans  Tiiutre.  si  Ion  [hmiI  Inmver  «les 
.V    .      .*  ,       ..  7i.  lelles  qu'eu  [)nsanl 

,_.,'./ 74 ),         f//,  =  X  (tt, 

^       ..»>i   :  a.al  on  (  _>). 
.     .      >c^.i\  .    >a*'.i>4nle  pour  ijue  la  Iraiisforiiialion  suit  pu>sil)l<' 
;       V    .«      ■    v;^  a^i-isanl   sur    un   des   sy>len»es  esl   re:;iilile  ile 
.'    .       ^i-     :    a.l.onl  aux  recliciclies  dc  Heitraiiii. 

•<i. -.     •  ..'    .to   l\'U''nici)l   llnoain*  des  "Surfaces  spi- 
^,.^  .     ^■««     :vnl>iuv  parallrlcs.  (a>-.)>). 

*    N».    1  ■.'  a  lunes  d*ej;alc  e«Hirl)ur<-  par.illele>.  cjii,»n<l 

..  ^.         • "-  i^iv^  .'  Jiux  ue  'dcjicjues  orlliM^MUdies.  preiid  Www 
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des  deux  formes 

ds*  =  rfw'-h  -  (a  log  -  -4-  B  j  dv\ 

dont  la   scconde  pcut  (itre  considerde  comme  unc  d^g^n(^rescence  de  la  pre^ 
mi  ere. 

Lucas  (F.),  —  Siir  les  polygenes  inscrils  dans  les  coniques.  (33- 

34). 

Lorsqirun  poly^one  dc  2/7  c6lcs  est  inscrit  dans  une  conique,  scs  cdl6s  dc 
rang  impair  coupeni  ses  c6tes  de  rang  pair  en  p{p  —  2)  points  qui  appar- 
ticnnent  d  une  courbe  du  degr6  p  —  2. 

En  faisant/7  =  3,  on  oblient  le  theor^me  dc  Pascal  relatif  ^  Fhexagone  in- 
scrit. 

En  supposant  que  les  cOtds  de  rang  pair  d'un  polygone  de  2/>  c6t^s  inscrit 
dans  une  conique  deviennent  infiniment  petits,  on  a  ce  th^or^me  : 

<c  Lorsqu'un  polygone  de  /7c6t6sest  inscrit  dans  une  conique,  les  tangenles  & 
la  conique  mencies  par  les  sommets  de  ce  polygone  coupent  ses  cOt^s  en  p{p  —  a ) 
points  qui  appartiennent  k  une  courbe  dc  degre  p  —  2.  )* 

En  transformant  les  figures  par  la  m^thodc  des  polaires  rdciproques.  on  ob- 
tiendra  les  th^or^mes  corr^latifs  concernant  les  polygones  circonscrits  aux 
coniques. 

Fouret.  —  Remarques  sur  les  limites  des  racines  d'une  equation 
algebrique.  (3o-38). 

.       Une  valcur  negative  de  x  est  une  limite  inferieurc  des  racines  dc  Tdquation 

lorsqu'elle  fait  prendre  des  valeurs  altcrnativemcnt  positives  et  negatives  aux 
polynomcs  de  la  suite 

a^x-ha^, 

Cettc  regie  est  correlative  dc  cellc  due  A  M.  Thibautqui  donnc  unc  limite  su- 
piirieurc  des  racines  d'une  Equation  algt^brique. 

Fouret,  —  Remarque  liisloriqiie  concernant  une  propriele  ni<$ca- 
nique  de  la  Icmniscate.  (38-39). 

On  sait  que  la  Icmniscate  est  la  courbe  sur  laquelle  doit  se  mouvoir  un  point 
pesant  dans   un    plan  vertical   pour  decrire  sani^  vilesse  initialc  &   partir  d'un 
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point  die  un  arc  quelconque  dans  rmurv.ilic  ilc  Icinpa  qu'll  lui  fitririraii  fu>nr 
parcourir  en  parUntdu  repos  it  Cbnli.'  snuz^icndHnt  rut,  arc. 

C'esl  A  tort  que  ladecoiiTertedece  tb^orimeMt  ittribn^  tantAtA  Fuh,  tMitM 
A  Saladiai.  Elle  eit  due  cd  i^alilt  i  Euler  {Mieaniqut,  t.  II,  p.  166-167;  >T^)' 

Catalan.  —  Sur  quelques  th^ot^mes  d'Anal^  et  d'Arillim^tiqae. 
(40-43). 

Detnoulin.  —  Quelques  remarques  relalives  k  U  thtorie  des 
courbes  gaucfaes.  (43-45)- 

Soient  Ox,  Oy,  O2  la  tangente,  la  aormale  principalc  et  la  biaonnalc  ea 
un  point  quelconque  O  d'une  courbe  gauche. 

L'aie  hilicoldal  relatif  au  mouvemeot  tl^mcDlaire  dn  triidra  Tortat  par  c«s 
troit  droite*  coupe  A  angle  droit  la  normale  principalc  Oy  en  nn  poinl  ditlaat 
de  I'origiDe  O  de  la  longueur 

Tangle  0  qu'il  Tait  avec  la  langenie  Ox  est  daaai  par  la  formule 

ungB: I. 

Si  Ton  cherche  i  exprimer  la  courbure  et  la  torsion  en  fonction  de  I  et  da 

rapport  k  =  —  de  la  vitesie  V  commune  i  toui  lea  pointa  de  I'axe  Mlicoldal  1 

la  rotation  u  dn  triMre  Oxyx  autour  du  point  O,  on  trouTe  ces  relations  ca- 
rieuaes  A  cause  de  leur  reciprocity 


Raffy.  —  Sur  unc  transform  a  lion  des  formulcs  dc  Codazzi  el  sur 
les  caracleres  s|>ecifi<]iies  des  surfaces  a  courbure  mo^cnnc 
cunslanlc.  {47)- 

On  tail  que  ks  funnulcs  .Ic  Cud<iiii  »^nnt 


£  -,-  2l  =  „  ll  _  ^A 


^  1'-,  -  <■?„ 
=  rp.  —  p';, 

^  PI.  -  IP,- 

lire  liitsic  g.  L't  posanl 
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M.  RaflTy  en  deduit  les  nouvclles  formulcs 

_  dr  _  A  dA  sinx        dh  cost        K    d  . 
~dli~CO^  ~S~  ~^  dWS  C  d^^"^^^'^' 

dr  _  C  dh  sinx       dh  cost        C    ()  .      ^^^ 
~  d^  ~  X  d^~S  d^  ~S~  "^  A  dU  ^^^'^' 

qui  se  prt^tcnt  d  de  nombrcuscs  applicalions. 

Elles  montrent  notammcnl  que  la  courbure  moycnne  h  satisfait  ik  deux 
Equations  aux  d<Srivdcs  particlles  du  troisicme  ordre  d'oii  a  disparu  Tangle 
auxiliaire  t. 

L'autcur  s*en  sert  encore  pour  exprimcr,  au  moycn  d'invariants  scuiement, 
la  condition  n^cessaire  el  suffisantc  pour  qu'un  el^mcnl  lini^airc,  donn(^  sous 
une  forme  quelconque,  conviennc  k  dcs  surfaces  k  courbure  moyenne  con- 
stante  h.  Cette  condition  est 

II  en  rdsulle  que  rclement  lin^aire  est  reductible  A  la  forme 


ds'  =  (h'  —  j^  j     ( du*  -i-dV). 


UOcagne,  —  Siir  la  delerminalion  g^omdlriquc  du  centre  dc 
courbure  de  la  developp^e  d'une  courbe  plane.  (49-59). 

M.  d'Ocagne  fait  ressorlir  le  r6le  que  joue,  dans  I'ctude  infinitesimale  des 
courbes  planes,  une  courbe  adjointe  ainsi  dcfinie  : 

«  Ktant  donnce  une  courbe  plane  (C),on  prend  arbitrairement  deux  p61es  O 
ct  P.  On  joint  Ic  pole  O  A  un  point  M  pris  sur  (C),  el  par  P  on  mene  une  pa- 
rallcle  -^  la  normalc  en  M  k  la  courbe  (C);  les  deux  droites  ainst  mendes  se 
coupent  en  un  point  11  dont  Ic  lieu  est  la  courbe  adjointe.  • 

L'adjointe  permet  de  construirc  la  normale  en  tout  point  de  la  courbe  (C) 
et  aussi  de  trouver  les  points  de  cette  courbe  oil  la  normale  a  une  direction 
donnde. 

Elle  permet  en  outre  d'obtenir  simplement  le  centre  de  courbure  en  tout 
point  de  (C),  de  la  maniere  suivanle  :  Par  le  point  M'  ou  la  normale  en  M  k 
la  courbe  (C)  coupe  la  droite  OP,  que  Ton  elevc  k  cette  normale  une  pcrpen- 
diculaire  coupant  OM  en  L.  La  paralldle  menc^'C  par  L  k  la  tangentc  en  11  k 
Padjoinle  passe  par  Ic  centre  de  courbure  12  n^pondant  au  point  iM. 

On  deduit  de  1^  que  les  points  crinllexion  de  la  courbe  (C)  se  trouvent  sur 
les  droites  joignant  le  point  O  au  point  de  contact  dcs  tangentes  mcnees  de  P 
k  I'adjointe. 

Les  Elements  de  I'adjointe,  dependant  d'infiniment  pctits  d'un  certain  ordre, 
permettent   d'obtenir    les   elements  de  la  courbe  (C)  dependant  d'infiniment 
pelits  de  I'ordre  immt^diatcment  supcrieur.  L'autcur  examine  comment  la  con 
naissance  du  centre  de  courbure  de  I'adjointe  entralne  relic  du  centre  de  cour- 
bure de  la  (Irvoloppi'u;  dc  la  courbe  (C). 
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Fouret.  —  Siir  Ic  rayon  dc  courburc  des  courbes  triangulaircs  el 
des  courbes  l^tra(5drales  sjmelriques.  (60-64  )• 

L'aulcur  t^tablit  g(^om<^triqucment  ccs  deux  Ih^or^mes  que  M.  Jamet  avail 
d^jd  d^monlr^s  par  {'analyse  : 

«  i"  Lc  rayon  dc  courbure  d'unc  courbe  triangulaire  symelrique 

Aa:"-h  B^"-hC5'»=  o 

est  dans  uo  rapporl  constant,  ^gal  k  j  avcc  le  rayon  dc  courbure  dc  la 

coniquc  tangcnte  au  point  consider^  k  la  courbe  ct  circonscrite  au  triangle  de 
symtStrie  (triangle  de  reference). 

u  20  Le  rayon  de  courburc  d'unc  courbe  tdtraddrale  symdtrique,  intersection 
des  deux  surfaces  t^traedrales 

Aar^H-  B^'-H-  Cc'^-h  Dr  =  o, 
k'x"-^  B'>"*-f-  C'z'*-^-  i>'t*=  o, 

est  dans  un  rapport  constant,  dgal  & >  avec  lc  rayon  dc  courbure  de  la 

cuhique  gauche  tangenlc  au  point  consider^  ^    la  courbe  et  passant  par  les 
sommcts  du  tclraedrc  de  symetrie  (tetracdre  de  rcfdrencc).  » 

Laisant,  —  Sur  un  problcmc  de  Geometrie.  (65-67). 

Solution  d'un  probleme  dont  I'^nonc^  a  c^tt^  communiqud  k  I'auteur  par 
M.  Lemoine  : 

«  Trois  points  A,,  B,,  C,  ont  respcctivcment  pour  coordonn^es  Xyy\  x\  y'\ 
x",  y"  par  rapporl  aux  coh''s  AB,  \C;  BC,  B\;  CA,  CBd'un  triangle  pris  pour 
axes  coordoniics.  Connaissanl  A,,  B,,  C,  cl  les  six  valeurs  Xy  y\  x'y  y'\  x"^  y"^ 
trouviT  lc  I ri angle  ABC. 

lUoclic,  —   Siir  los  sinj^nlarlles  des  courbes  al^ebriques  planes. 

Les  noiiibro'^  qui  eiUrenl  dans  les  formules  de  Plurkor  sont  deux  a  drux 
rorrelalifs,  sauf  le  pcnre  />,  qui  est  dualisliifuc.  Les  nonibres  corrclatifs  >onl  : 

I"  Le  dei;rc  n  el  la  elasse  /. ; 

•J'  Le  noMibre  des  points  (|j)ubles  d  et  celui  des  langenles  double>  / ; 
3"  Lc  nornbre  des    points    de   rebrousseiiicnt  /•  et  celui  des  langenles  d'in- 
llexion  {. 

L'e^alite  dc  deux  nonibres  rorrelalifs  enlralne  en  ^ieneral  celle  des  autres: 
eepenilant  il  n'en  est  pas  loujours  ainsi.  M.  liioclie  enuniere  les<'a>  d'exrcption. 

L'auteur  f.nt  <»b^<'rver  (|ue,  la  pres(mec  dc  points  iinillipl(\s  abais^ant  la  elass<* 
d'une  eourbe,  on  pourrait  pen>cr  (|ue,  parnii  le*>  rourbe>  il'un  de;:re  donne  n, 
eelles  dont  la  ela>se  a  la  plus  petite  valeur  sc»nl  les  eourbes  unirnr>ale>.  Mai» 
rela  n'e^t  Mai  i\\w  p»Mir  le>  \al<'urs/?    =  3,  .'|  ou  .'>. 


KEVUE   DES  PUBLICATIONS.  201 

Frolov,  —  £galiies  a  deux  el  a  Irois  degr^s.  (G4-84). 

Mangeot.  —  Recherche  des  surfaces  admetlant  la  sjm^trie  courbe 
des  surfaces  pol^^drales.  (84-90). 

L'extension  que  M.  Mangeot  a  donnde  k  V'uX^t  de  sym(^tric  dans  sa  Ibcse  sur 
la  symetrie  courbe  le  cooduil  a  rechercher  quelles  sonl  les  surfaces  de  symetrie 
des  surfaces  polyedrales. 

Un  systeme  de  plans  ne  peut  ofTrir  la  symetrie  par  rapport  k  une  surface 
courbe  iadt^composablc  que  si  Ics  plans  du  systeme  passeot  par  un  m^me  point 
et  sont  au  nombrc  de  a,  4  ou  6;  d'oii  il  rcsulle  que  les  surfaces  polyedrales 
ferm^es  ne  peuvent  avoir  d'autres  surfaces  de  symetrie  que  des  plans. 

Quand  un  systeme  de  plan's  presente  la  symetrie  relativement  k  uoe  surface 
courbe,  il  admet  une  infinitd  d'autres  surfaces  de  symetrie. 

Les  seuls  angles  polyedres  convexcs  symctriques  par  rapport  k  des  surfaces 
courbes  sont  les  angles  tdtra^dres  dont  les  quatre  aretes  sont  les  diagonales 
d'un  m^me  parallel^pipedc  rectangle. 

Les  systemes  de  six  plans  qui  possedcnt  la  symetrie  courbe  sont  ceux  form6s 
par  les  six  plans  diagonaux  de  parallelt^pipcdes  rectangles. 

Toutes  les  surfaces  de  symetrie  des  surfaces  polyedrales  sonl  donndes  par 

r^quation 

x'^y'^z''—  const. 


et  I'i^quatioQ 


/  K , , —1=0, 

"^  \m         r        r        mm         n  J 


dans  laquclle  /  est  une  fonction  arbitraire,  est  Tequation  g^n^rale  des  surfaces  S 
qui  admettent  toutes  Ics  surfaces  de  symetrie  des  surfaces  polyedrales. 

Cherchant  celles  des  surfaces  S  qui  sont  r^glees  et  celles  qui  sont  de  revolu- 
tion, Tauteur  trouve  que  ce  sont  des  quadriques. 

Enfin  les  seules  surfaces  posscdanl  la  symetrie  plane  du  cube  et  la  symdtrie 
courbe  du  systeme  de  ses  six  plans  diagonaux  sont  dunneespar  Tequation  arbi> 
traire 

?[3t'+?'-+-T%  (?-T)(r-»)(a-?)]  =  o, 
oil  Ton  a  pose 

a=y'-z%        ?  =  z*  —  x',        y  =  x'  —  y'. 

Caronnet,  —  Sur  des  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  s'ob- 
tieunent  par  quadrature.  (91-92). 

Dans  le  systeme  de  coordonnees  imagine  par  Ossian  Bonnet,  Tcquation  du 
plan  tangent  est 

(  a -h  ?  )x +  /(  ?  -  a)^ -h  (  a?  -  1)2 -h  5  =  o. 

M.  Caronnet  montre  qu'on  obticnt  par  de  simples  quadratures  les  lignes  de 
courbure  de  toutc  surface  pour  laquelle  \  satisfait  k  une  equation  telle  que 

Dull,  des  Sciences  malhem.,  2'  scric,  t.  Will,  (Octobre  i8i;.'|.)         U.i5 
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Si  F(;,  3,  ^)=  o  est  une  integrale  dc  cetle  dqualion  et  que  I'od  pose 
a  _  rt  H-  ?  V  _  /(^  —  at )  «'  __  a{J  —  I 

transportant  dans  Tequation  inl6grale  Ics  valeurs  do  a»  p,  \  tiroes  de  ces  f<»r- 
mules,  on  aura,  en  coordonn^es  tangcnticlles,  u^  v^  iv,  p^  une  surface  dont  les 
ligncs  de  courbure  s'obtiennent  par  quadratures. 

BlutcL  —  Siirles  fonclions  ralionnelles  des  racincs  cl*unc  eqiia- 
lion  emigre.  (g'-^-QS). 

Toute  function  cntiere/(a:,,  jr,,  ...,  x^)  des  racines  d*unc  Equation 

a:'"-h/>,a:'"-'-i-/>jX'"-'4-...4-^^=  o 

k  coefficients  quelconques  peut  se  mettre  sous  forme  d'unc  fonclion  entiere  par 
rapport  aux  coefficients  de  cctle  equation,  et  par  rapport  k  ni  —  i  raciues  x,, 

/,  ( J,t  X^«  •  .  ' ,  3?.^  .\*  P\y   '  •  'f  P»,2 
^'iV*^!'   •  •  •  »  •^i»»-i>  P\t  •  •  •»  Pm) 

ccttc  nouvelle  fonction  dlant  de  dcgr^  p  par  rapport  k  x^_  .  Cetle  transforma- 
lion  n'cst  po>sible  que  d'une  seule  manierc. 
Si  la  fonclion  rationnclle 

|k  y  (  J?,,  Jr,t  ...»  X,^  ) 

r  (X,,  X,,  •  .  • ,  X^  ) 

est  une  fonclion  synK^lrique,  les  deux  polynomcs  /,  et  F,  regarde5  comme 
fonclions  calibres  de  x,,  x^  ...»  x„,,  dont  Ics  coefficients  sont  des  polynomcs 
par  rapf)orl  a  />,,  />,,  ..,/'.„,  onl  Iciirs  coefdcicnls  proporlioiincls  el  la  \alriir 
(Ic  la  foDClicm  syrnolri<iuc  est  cgalc  au  rapport  dc  deux  rocflicicnls  corre<p«»n- 
(l.inls. 

De  rolle  proposition,  M.  Bliilel  d«Nluit  un  perfceiionneiiienl  notable  a  la  iiic- 
iboile  de  Caucliy  pour  le  calcul  des  fonelions  symeliiques  enlieres. 

Svhlr^cl .  —  Sur  une  mrtliode  j)()ur  rcprrscnier  dans  le  plan  Ic'i 
cubes  niagi(|ucs  a  n  dimensions.  ((j--io3). 

T  ran  son,  —  Lei  Ire.  (io4-io()). 

Cicnty  (J/.).  —  Sur  les  involulions  d'espeee  <|uele<)n(|ue. 

lUe  involution  de  «le:;re  n  et  d*e>pere  k  e>l,  d'dpre>  M.  Gnrna,  line  >rrie 
Imeaiie  k  fois  indeterminee  de  groupes  de  n  points  pris  >ur  une  droite  ou  sur 
uiM*  eonrbe  unieur-^aie  doiinee. 

AiiaJN  tiquiiiienl,  une  etfualiiin  de  la  forme 

A,  \\  -^  A,  V .  -r- i-  \  . ,  Vj . ,  =  o, 

dan-*  I;i.]U('II(»  Ics  \    sont  dc'*  f».»rafiu'lre«i  arlntraire^,  et  les  V  dfs  polvnomc-  {\c 
\\v^\i'  ti  par  rapport  a   la  Nanabie  /.  au    iiioycii  de  laquelle  peuvenl  >*e\pnimT 
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rationnellemeDi  le  coordonnties  de  la  courbe  unicursale  donn^e,  repr^sente  une 
involution  I»  de  degre  n  et  d'espece  k. 

Un  point  donn^  consid^r^  comme  point  multiple  d*ordre  k  determine  un 
groupe  unique  de  Tinvolulion  In.  II  existe  un  nombre  fini  de  groupes  d'une 
involution  !»  poss^dant  un  point  multiple  d'ordre  A:h-i.  M.  Genty  se  propose 
de  Irouver  ce  nombre  par  une  voie  plus  courte  que  celle  qu'a  suivie  M.  Guccia. 
Le  seul  leinme  analytique  auquel  il  a  recoursest  le  principe  de  correspondance 
de  Chasles  qui  consiste  en  ceci  : 

«  Si  deux  series  de  points  X  et  Y  se  correspondent  alg^briquement  de  telle 
sorte  i\\x'k  un  point  X  correspondent  ^  points  Y  et  ^  un  point  Y  a  points  X,  le 
nombre  des  coincidences  dcs  points  X  et  Y  sera  a  4-  ^.  » 

L'auteur  en  d^duit  que  dans  une  involution  de  degr^  n  et  d'espece  k  il  existe 
(A: -+-i)(/i  —  A:)  groupes  possedant  un  point  multiple  d'ordre  Ar-+-i. 

Si  de  plus  n  est  au  moins  ^gal  a  aA:  il  existe  un  nombre  (ini  de  groupes  de 

3*/  fi ;^\  I 

Finvolution  posstidant  k  points  doubles.  Ce  nombre  est  6gal  ^  .-7-; m* 

"^  ^  °       .  A- !  ( /I  —  2  A' )  I 

Ce  dernier  theor^me  avait  dejA  ^tc  d^montr^  par  M.  ^mile  Weyr. 

M.  Genty  montre  cnfin  que  toute  involution  d'ordre  n  et  d'espdce  n  —  i 
presente  n  points  multiples  d'ordre  /t;  dans  le  cas  oil  n  est  impair^  ces  points 
multiples  appartiennent  k  un  m<^mc  groupe  de  finvolution. 

Ce  tli^orcme  permet  de  niettre  en  evidence  un  grand  nombre  de  propri^l^s 
g^om^triqucSy  par  example  : 

Par  un  point  A  d'une  conique  on  pent  mcner  k  celte  courbe  Irois  cercles 
osrulatebrs  donl  les  Irois  points  de  contact  sont  diflTerents  de  A;  ces  trois  points 
sont  silues  avec  A  sur  un  ni^me  ccrcle.        * 

Les  propositions  qui  precedent  peruietlcnt  de  determiner  immc^diatement  le 
nombre  des  surfaces  al{;ebriques  de  degre  donn^  soumises  k  dcs  conditions  dd- 
terminees  et  ayant,  avec  une  courbe  gaucbe  unicursale  donnee,  un  contact 
d'ordre  supericur. 

Caronnet,  —  Note  siir  les  trajecloires  isogonales  d'une  famille 
quelconque  de  courbes  trac^es  sur  une  surface,  (i  i5-i  ij). 

En  chaque  point  d'une  surface,  les  centres  de  courburc  g^od(§sique  de  toutes 
les  families  de  trajecloires  isogonales  d'une  famille  quelconque  de  courbes  sont 
alignes  suivant  une  droite. 

L'auteur  fait  diverses  applications  de  ce  th^orcme. 

Laisant,  —  Kemarques  sur  les  fonctions  homog^nes.  (iij-121). 

Formation  dc  I'dquation  aux  d^riv^es  partielles  que  verifle  une  fonction  de- 
composable en  une  sommc  de  plusicurs  fonctions  homogenes. 

Humbert,  —  Des  involutions  sur  les  courbes  alg^briques.  (121). 

Abstraction  faite  de  la  surface  de  Steiner,  il  n'existe  pas  de  surface  alg(^> 
brique  engcndree  par  des  coniqucs  et  telle  qu'en  cbacun  de  scs  points  passe 
plus  d'une  conique. 

D'Ocagne.  —  Sur  les  suites  rdcurrenlcs.  (121-122). 
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Lorsqu'unc  suilc  riiourrcnlc  est  dcfinic,  outre  Ics  p  icrnics  iiiiliaux  Y^,  Y,,  . .., 
Y^_,,  par  lu  rclalion 

Y«+  A.Y„_,-4-  A,Y,.,-+-...-f-  A^Y„_^=  o, 

on  (lit  qu'ellc  rdpond  in  I'echcllc  d'ordre />( A,,  A,,  ...,  A   ). 

Soit 

9(J7)  =  x?-\-  A,j:/'-'h-  AjXP-'H-.-.-t-  A^,=  o 

requution  gcn^ratricc  de  cette  suite.  Si  Ton  pose 

C\.{x)—  x'->r  A,j;'-»-i-.  ..-h  A., 

on  a  cc  thcorcmc  : 

«  Lorsque  Ics  c^quations 

cp(j;)=o,        <^{x)  =  (^ 

ont  une  racinc  comnnune  a,  la  suite  donnec  rcpond  a  Tcchellc  d'ordre/?  —  i 

[Q.(=t),  Q,(a),  ...,  Q^,_,(a)]. 

On  pcut  ainsi  roduire  rcchclle  d'une  suite  donnde  k  sa  plus  simple  ex- 
pression. 

Demoitlin,  —  Sur  le  complcxe  des  droitcs  par  Icsquelles  on  pcut 
mener  a  une  quadrique  donnec  deux  plans  tangents  reclangu- 
laires.  (lar^-iSa). 

Ce  cornplexc  du  second  ordre  a  ele  cludie  par  M.  Painvin.  M.  Deinoulin  en 
fail  connallro  un  certain  nondjre  de  proprieles  nouvclles. 

Un  coin{)Ie\e  do  Painvin  ctant  donnc,  il  exislc  une  infinilc  de  relations  entrc 
Ics  Carres  des  distances  d'une  droite  (juclconque  du  coinplexe  'k  dix  points  pris 
arhitrairerneut  dans  I'espace  el  non  silues  sur  une  surface  du  second  onlre. 

Si  une  congruence  est  composee  des  droites  communes  aux  complexes  de 
PaiuNin  de  deux  (|uadri(iues  (pieUNUKjucs  re|)rescnlees  en  coonlonnees  tanjicn- 
liellcs  paries  equations  S  =  o,  i:'i:=  o,  elle  appartiendra  cgalenient  aux  o«.»ni- 
plexes  de  Painvin  de  toutesles  quadriques  representees  par  Tequation  X-i-pil'^o, 
dans  la({uelle  p  est  un  parametre  variable. 

Les  coniques,  relatives  a  un  plan,  des  complexes  de  Painvin  d'une  faniilie  de 
quadriques  liomofocales  sonl  liomofocales. 

Les  rones,  relalifs  a  un  point,  des  complexes  de  Painvin  d'une  fainiiie  de 
quadriques  honiot'ocales  sont  houiocycliques. 

Le  complexe  de  Painvin  relalif  a  une  (|uadriqueQ  pent  elre  considere,  d'une 
infinite  dc  nianieres,  comme  le  lieu  des  dioites  d'inlersection  ile  <leux  plans 
recianf^uJaires  P',  V"  resi)ectivement  tangents  a  deux  quadriques  O',  Q"  liomo- 
focales a  Q. 

Un  corps  solide  clant  donne,  les  droites  par  ra|)port  auxquelles  le  nioiiienl 
d'ineilie  de  ct;  corj»s  csl  constant  enj^endrent  un  complexe  de  Painvin.  (^.e  Iheo- 
renu-  a\ait  dijh  ele  enuiico  par  M,  h'ouret.  La  methode  de  M.  Denioulin  peruiel 
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d'en  donncr  une  demonstration  simple,  ainsi  que  dc  la  proposition  suivante 
due  ^  Bobillier  et  qui  est  la  gi^n^ralisation  du  thdorcmc  dc  Mongc  : 

Si  trois  plans  rcctangulaircs  P',  P",  P"  sont  respect ivement  tangents  h  trois 
quadriqucs  homofocales  Q',  Q",  Q*,  l^ur  point  commun  O  d^crira  une  sphere 
concentrique  ^  ces  quadriqucs. 

M.  Demoulin  termine  son  Memoire  par  retablissement  des  propositions  sui- 
vantes  : 

Le  complexc  des  droites  dont  Ics  distances  h  deux  points  fixes  sont  entre 
elles  dans  un  rapport  constant  est  aussi  celui  des  droites  par  lesquelieson  peut 
mener  deux  plans  rcctangulaircs  passant  chacun  par  un  point  fixe. 

Si  Ton  considcre  le  complexc  de  Painvin  d'unc  quadrique  de  r<5voIution  a 
centre,  le  c6ne  du  complexc  relatif  4  un  point  quelconquc  admet  deux  direc- 
tions de  sections  circulaires  pcrpendiculaires  aux  droites  qui  joignent  ce  point 
aux  deux  foyers  de  la  quadrique,  et  la  conique  du  complexc,  relative  ^  un  plan 
quelconque,  admet  comme  foyers  les  projections  orthogonales  sur  cc  plan  des 
deux  foyers  de  la  quadrique. 

Lcmoine  {Em.),  —  Application  de  la  G^omdlrograpliie  a  Texamen 
de  diverses  solutions  d'un  m^me  probl^me.  (i32-i5o). 


ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  L^feCOLE  NORMALE  SUPfiRIEURE,  publiees 

sous   LES  AUSPICES  DU  MlNISTRE  DE  l' INSTRUCTION  PUBLFQUE,  PAR    UN  COMITE 
DE  REDACTION  COMPOSE  DE  MM.  LES  MaITRES  DE  CONFERENCES  DE  l'£cOLE. 

3«  s6rie,  t.  IX,  18951  (»). 

Painleve,  — Memoire  siir  les  ^*qnationsdi(rerentiellesdu  premier 
ordre.  (q-So,  101-114,  28i-3o8). 

Suite  et  fin  de  I'important  Memoire  dont  la  premiere  Partie  a  paru  dans  le 
Tome  precedent  des  Annates. 

Foussercau,  —  Sur  la  frequence  des  nombres  premiers.  (3i-34). 

La  frequence  des  nombres  premiers  entre  deux  entiers  A  et  A'  est  le  quo- 
tient -r-, r-  du  nombre   M  des  nombres  premiets  supcrieurs  i  A  et  infcricurs 

A  —  A 

^  A'+i  par  la  difTercnce  A' —  A  des  limilcs  considdrecs. 

Si,  A  restant  constant,  ct  A'  croissant  indefiniment,  le  quotient  -r-, r-  tend 

A  —  A 

vers  une  limitc  delermincc,  cettc  limitc  est  la  frequence  moycnne  ii  parlir 

de  A. 

M.  Fousscrcau  demontrc  que  In  frccpicncc  des  nombres   premiers  compris 


(•)  Voir  liullvtin,  WII.,  p.  20. 
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entre  Q  ct  A  =  KQ  tend  vers  z6ro,  1orsqu*on  fait  croltre  ind^finiment  le  der- 
nier facteur  premier^  contenu  dans  le  produit  Q.  II  en  est  de  mdme  de  la  fre- 
quence moyenne  des  nombres  premiers  k  partir  de  Q. 

Kapteyn,  —  Nonvelle  m^thode  pour  rint^gration  de  r^qualion 
differenliellc  (^'V  =  G2(//  — a)(//- p)(//  — Y)(//— o).  (35-6-^). 

L'auteur  indique  une  mdthode  nouvelle  pour  satisfaire  k  T^qualion 
par  une  sdrie  de  la  forme 


u  = 


A. 


z  —  a.        z  —  a. 


•  •  •  • 


Cette  mdlhode  conduit  d'une  maniere  tres  simple  aux  fonclions  Z  ct,  par  con- 
st^quent,  aux  fonctions  8  de  Jacobi.  Kile  pr^senle,  en  outre,  I'avantage  de  s*ap- 
pliquer  i^galemcnt  k  Tint^gration  dc  plusieurs  autrcs  Equations  d'un  ordre  plus 
dlevti. 

BoreL  —  Sur  r<^qualion  adjoinle  etsur  certains  sjsteines  d'eqiia- 
tions  dlfferentlelles.  (63 -90). 

L'objet  dc  ce  travail  est  d'indiquer  quelle  est  la  signification  p^omdirique  de 
r^quation  adjointe  d'une  Equation  dilTerentiellc,  ainsi  que  de  ses  principales 
proprit^es,  et  d'etudicr,  comme  application,  les  equations  e<]uivalcntes  k  leur 
adjointe  et  certains  sv^temcs  d'cqnations  different iel les  qui  s'y  rattacbent. 

Ktant  donnee  une  equation  ditrereiiticlle  d'onlre  n„  lineuire  el  s;ins  second 
luembre,  on  pent  iui  fwire  eorrespondre  une  Cintrhe  <liHis  un  r^iKiee  a  /*  —  i 
diniensiiMis  en  iei;,inlanl  n  inlemales  (li^tiniMen  di*  l'<-(]nali<>n.  commc  les  eoor- 
iionnre«i  lM»ini»;;ene*i  d'nn  p(»inl  <le  la  conrlK'.  La  e«»ui  be //////rA«v  a  nne  eijuation 
donnrr  i*si  ilclrnnnu'e,  >i  Ton  ne  reuanle  |»a«i  oon»nie  <li>lm«'h'«»  »I»mi\  rourbrs 
Iran^t'omiees  Tune  tie  I'anlrepar  nne  snbslilntion  lionio;;r.i|-hi«]ne  <  qui  c(|ni\aut 
a  un  siinjtle  ehaniienienl  ile  roor»lonn«o«i  i.  Mais  a  nne  ('i»nrbe  rnrn'^pMHiicnt 
une  inlinite  d'<'<|nali«'n>,  «'ar  t»n  pinl.  <lans  une  r«]uati«M).  rli.muer  l.i  xariabie 
indi'penilante,  on  niulliplier  la  fon«'li«»n  ineonnue  par  une  fenetion  •b-l«TMiini''e 
queleonqne,  sans  que  la  o«'urbe  eorre^pondante  soil  uuMiitire.  l>n  p«  ut  du«>si 
exideuiuient  multiplier  le  premier  meinbre  de  Tequalitm  par  un  faotenr  i|utl- 
conqne. 

Les  eonrbes  allarhoes  a  deux  equations  adj»»inte>  Tunc  de  Tantre  se  eorros- 
p«Muient  dnalisti«]ueinent  »  et'la  re^oulle  des  relalo^U'i  eonnnes  «-nire  le>  S'>lnlMins 
dune  equation  lini'aire  el  eelle  de  radjointe>.  On  |v^ul  prendre  et!te  proprirle 
et»ninje  delinitn^n  de  I'eqnalion  adjomle  i-l  ilire  que  deux  equal ion>  «»onl  ,id- 
jonitex  lvir>qne  le-*  courbes  eorre^pondantt*  "^--nl  e«»rr»laii\e*:  cell*'  ili  finitifn 
in<  I  rn  exulenee  le  tail  que  la  relation  entre  les  d»^nx  eqnati"ii*  ♦'<l  ri  cipiiiqne : 
maix  I'llo  nC^l  pa>  a^^e/  pree«M\  pnisque  I'tifiialion  i'oMe«.p.'n.i.*itl  a  unr»  r«-vurbe 
donnee  nV^l  pas  entit  renjeot  deleiiuinre.  M.  Iv-rel  U  e.«n.|  lfi»-  vn  ajoulnnl 
qu  il  lant  qu«'  deux  poml'i  eoi  rt'»pondant««  dt*>  d'U\  rouil.c"'*  r..rrr'.j..ind'fit  i 
nne  nierne  \.»leur  du  p.tranu  tiv  -lout  dependent  K>  e«K»nloni«i' ^    «  "tie  r»"»lrir- 
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lion  6tant  faite,  il  suffit  de  multiplier  les  premiers  membres  des  Equations  qui 
correspondent  aux  courbes  par  un  factcur  convenable,  pour  que  ces  Equations 
deviennent  adjointes  Tune  de  Tautre. 

L'auteur  montre  comment,  de  cette  ddfinition  g^om^trique,  on  pent  d^duire 
la  propri^t^  fondamentale  de  Fequation  adjointe. 

II  cherche  ensuite  d  quelle  condition  une  equation  d'ordre  n  est  6(|uivalente 
i  son  adjointe.  Cette  question  a  fait  I'objet  de  recherches  apprnfondies  de  la 
part  de  Jacobi,  de  O.  Hesse  el  de  M.  Berlrand,  pour  les  Equations  d'ordre  pair, 
et  de  la  part  de  M.  Darboux,  pour  les  Equations  d'ordre  impair.  M.  Borel 
aborde  le  m^me  probicme  par  une  voie  g^om^lrique. 

La  discussion  se  scinde  en  deux  cas,  suivant  qu'une  cerlaine  forme  cp  qua- 
dratique  par  rapport  aux  integrates  a:,,  a:,,  a?,,  ...  n'est  pas  ou  est  identique- 
ment  nulle.  Dans  le  premier  cas,  la  recherche  des  Equations  correspondantcs 
se  ramene  k  celle  des  lignes  asymplotiques  de  la  surface  du  second  degr6 
9(J7,,  2:,,  ...)  =  o  dans  I'espace  d  n  dimensions.  Les  Equations  que  Ton  deter- 
mine ainsi  sont  ndcessairement  d'ordre  impair,  el  l'auteur  montre  g^omdtrique- 
ment  comment  leurs  solutions  s'exprimenl  completemcnt  sans  signe  de  qua- 
drature. C'est  toujours  par  des  considerations  g^omeiriques  que  M.  Borel  re- 
trouve  le  r^sultat  6nonce  par  M.  Darboux,  que  la  relation  quadralique  verifide 
par  les  integrales  subsiste  quand  on  les  remplace  par  leurs  d^riv^cs  jusqu'^  un 
ordre  determine.  De  plus,  la  meihodc  suivie  par  M.  Borel  lui  permet  de  d^- 
montrer  la  r^ciproque  et  surtout  de  la  gen^raliser  :  Si  in -\- 2  fonctions  et 
leurs  derivees,  jusqu'd  I* ordre  n  inclusivement,  verijient  une  mime  relation 
guadratique  homogene,  a  coefficients  constants,  ce  sont  les  solutions  d'une 
equation  d'ordre  in-\-Z  equivalente  a  son  adjointe. 

G^neralisant  la  question,  l'auteur  montre  comment  on  pent  int^grer  sans 
quadratures  un  sysleme  d'equations  de  la  forme 

9(X„X„...)=0,  cp^_,-^,...j^O,  ;p^^-,-^-,...j=0, 

ou  9  est  une  forme  quadratique  ^  coefficients  constants  de  n  variables  a;,, 
a:,,  ...,  x^  {k  discriminant  diirercnt  de  zdro);  il  s'iiitroduit  dans  la  solution 
une  fonrtion  arbilraire. 

Hevcnant  aux  equations  equivalent's  ^  leurs  adjointes,  M.  Borel  eludie  le  cas 
provisoirement  laissc  de  cote,  ou  la  forme  9  est  toujours  idenlicjuemrnt  nulle. 
La  melhode  qu'il  emploie  dans  cc  cas  a  pour  base  la  transformation  correlative, 
non  plus  par  rapport  A  une  surface  du  second  dogrd,  commc  d.ins  le  cas  pre- 
cedent, mais  par  rapport  k  ce  que  Ton  pcut  appeler  un  complexe  lineaire. 
Mais  cette  methode  goomctriquc  ne  donne  plus,  rettc  fois,  la  solution  du  pro- 
bleme  sans  qua<iraturc;  elle  fournit,  du  moins,  une  idee  precise  de  son  degre 
de  difficulte  et  permet  d'obtenir,  tout  au  moins  pour  le  sixieme  ordre,  des  ex- 
pressions renfermant  un  seul  signe  de  quadrature  et  relativemcnt  assez  simples. 

Chemin  faisant,  M.  Horel  est  conduit  k  des  digressions  intcressantes  sur  les 
surfaces  de  rhyperespace  (notymnient  celles  du  second  degre),  sur  les  plans, 
les  dcveloppables  et  les  cAnes.  II  fait  remarquer  que,  dans  I'espace  k  n  dimen- 
sions, un  c6ne  n'est  pas,  en  general,  une  surface  developpable,  c'est-i-dirc  dont 
les  plans  tangents  ne  dependent  que  d'un  paramctre. 

Stoufff.  —  Sur  la  valeur  de  la  courhure  lotalc  d'unc  surface  aux 
points  d\inc  ar6te  de  rebroussemcnl  (91-100). 
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En  g^ndral,  quand  line  surface  poss^de  une  ar^tc  de  rebrousscmcntf  en  tout 
point  dc  cette  art^tc,  la  courbure  totale  est  infinie.  II  y  a,  toutcfois,  un  cas 
principal  d'exception;  c'est  celui  ou  le  plan  tangent  k  la  surface,  Ic  long  dc 
I'ar^le  de  rebroussement,  est  le  plan  osculateur  &  cette  ar^te.  Dans  cc  cas,  la 
courbure  totale  a,  en  tout  point  de  I'art^te,  une  valeur  finie  et  bien  d^termin^. 

Parnii  Ics  surfaces  les  plus  intt^ressantcs  qui  pr^sentcnt  une  arilc  de  rcbroussc- 
ment  sont  les  surfaces  dcs  centres  de  courbure  des  surfaces  minima;  les  deux 
nappes  de  la  surface  qui  aboulisscnt  k  cette  ar^te  sont  applicables  Tune  sur 
I'autre.  On  sait,  d'ailleurs,  que  ccs  surfaces  sont  applicables  sur  la  surface  dc 
revolution  engendree  par  la  ddveloppdc  d'une  chatnette.  Tout  le  long  dc  Tar^te 
de  rebroussement,  la  courbure  totale  rcsle  finie^de  sorte  que  ccs  surfaces  prd- 
sentent  le  cas  d'exception  principal  dont  il  vient  d'etre  parl^,  et  le  plan  oscu- 
lateur de  Tart^te  de  rebroussement  est  aussi  le  plan  tangent  dc  rebroussement. 

Raffy.  —  Sur  la  deformation  des  surfaces  spirales.  (i45-i66). 

Pour  reconnaltre  si  un  Element  lineaire  donn6  di*—  \dxdy  convienl  ^  dcs 
surfaces  spirales,  on  calculera  la  courbure  totale  —  2e*  (qui  nc  pent  Aire  con- 
stante  sans  <itre  nulle),  et  Ton  formcra  Tinvariant  e~*  AO,  en  d^signant,  suivant 
Tusage,  pur  AO  le  premier  paramctre  difft^rentiel  de  la  fonction  6. 

Si  cet  invariant  nc  se  r^duit  pas  ^  une  constante,  on  formera  les  deux  in- 
variants 

e(g^AQ,e)       A,  ( e-*  AG ) 

A(e-*  AO)   '      ACe-' AO)  * 

le  synibole  A,  d^signant  le  second  paramctre  differentiel  et  le  symbole  8(e~'  A0,6) 

reprdsentant  I'cxpression ^ *■ — •  Chacun  d'eux  devra  Atre  fonction 

de  e-*  AO. 

Si  rinvariant  e~' AO  est  constant,  on  calrulcra  I'invarianl  e-*  A,0.  Si  co  der- 
nier est  constant  aussi,  IV^itiinent  liniSiire  ronvicnt  6  dcs  spirales  en  in«'^nie 
temps  (ju'i  des  surfaces  de  rc^voiulion.  Si  rinvariant  C"^  A^G  n'esl  p;is  constant, 
on  formcra 

m^-'»A,o.O) 

A(e-''A/J) 
et  cc  nouvcl  invariant  devra  elre  une  fonction  de  c^  A,0. 

Fabry,  —  Siir  les  courbcs  algcbrlqiics  a  torsion  conslanlc.  (177- 
I  ()()). 

Vw^  coiirbc  ^  torsion  conslanlc  /,  rappork^c  ^  trois  axes  rcclanfiulaires,  est 
representee  par  les  equations 


ri  dU  -kill 

rUiU-idh 
rk  (ill  -  //  (Ik 

J    ll^-r^  k'-l' 


z  -  t 


oil  II,  k,  I  sonl  (les  foncli«Mis  arbilraires  d'une  nn'me  variable. 
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Pour  obtenir  des  courbcs  algebriques  rdclles  d  torsion  constante,  M.  Fabry 
prend  pour  A,  kf  I  Irois  fonclions  lint^aircs  des  sinus  et  cosinus  des  multiples 
d'un  ni^me  angle  6 

h  =  a -h   ^cosXO   -+-    csinXB    -+-    c^costxO   H-csinji9, 
k  =  a'-+-^'cosVe  H-c'sinX'6  -4-  rf'cosjx'8  -+-  e'sinjx'8, 
/  =  a'-hb"  cosr  8  -+-  c'  sin  a'S  -+-  d"  cos{jl''8  +  e"  sin  {x^S, 

et  il  determine  les  coefficients  a,  a',  a",  6,  ...  de  fa9on  :  i"  que  /t' -H  A* -+- /■ 
soit  constant;  a**  que  dans  les  trois  expressions 

dk  dl  dl         dh  dh  dk 

'58~'^i78'     '*58~^rf8"'     '^58""'*  58' 

exprim^es  en  fonction  lineaire  des  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  8,  les 
termes  constants  disparaissent.  Les  expressions  de  or,  y^  z  prennent  alors  les 
m^mes  formes  que  A,  ky  /,  et  la  courbe  sera  alg^brique  si  les  multiples  de  8 
qui  y  entrent  ont  des  rapports  commensurables. 

On  obtient  ainsi,  pour  le  probleine  propose,  quatre  esp^ces  de  solutions, 
dont  la  premiere  a  dej^  6t^  signalee  par  Tauteur  {Comptes  rendus  des  seances 
de  l*Academie  des  Sciences,  25  Janvier  1892). 

La  m^thode  employee  par  M.  Fabry  donnerait  un  assez  grand  nombre  de  so- 
lutions imaginaires.  L'auteur  se  borne  k  examiner  le  cas  le  plus  simple,  oil  les 
fonctions  h,  k,  I  ne  contiennent  chacune  qu'un  angle,  c'est-^-dire  oil  les  coeffi- 
cients dj  e,  d'i  e'y  d' ^  e'  sont  nuls.  II  retrouve  ainsi  une  cubique  gauche  rec- 
tifiable  deji  connue. 

L'auteur  montre  en  terminant  que  la  m^thode  indiqu^e  par  M.  Lyon 
{^Annates  de  l^enseignement  superieur  de  Grenoble)  pent  aiscment  conduire 
aux  courbes  r^elles  obtenucs  ci-dessus. 

Vessiot,  —  Sur  Tinlegration  des  Equations  dilTerentielles  lineaircs. 
(197-282). 

L'auteur  expose  une  thdorie  de  I'intt^gration  des  Equations  diffdrentielles  li- 
n^aires,  qui  est  analogue  k  la  thdoric  de  Galois  relative  a  la  resolution  des 
Equations  algebriques. 

La  thdorte  des  groupes  de  transformations,  due  k  M.  Sophus  Lie,  sert  de  fon- 
dement  k  ce  travail. 

Premiere  Partie.  —  On  sait  qu'un  groupe  continu  fini  de  transformations 
k  n  indetermin^cs  a:,,  ...^x^  et  ^  r  paramdtres  (esscnticis)  a,,  a,,  ...,  a^, 
groupe  defini  par  le  systeme  d'^quations 

^;  =  /.(^,»  ...,a:„;a„  ...,aj        (1  =  i,  2,  . . .,  n), 

est  enticrement  determind  par  r  transformations  infinit^simalcs. 

II  y  a  d'autres  groupes  qui  ne  peuvent  pas  6tre  definis  par  un  seul  systrnie 
d'equations  :  ce  sont  les  groupes  complexes.  Tout  groupe  complexe  est  defini 
par  un  groupe  G  engendrd  par  des  transformations  infinitdsimales  et  par  un 
certain  nombre  de  transformations  finies  laissant  le  groupe  G  invariant. 

On  dit  qu'un  sous-groupe  H  d'un  groupe  G  est  invariant  dans  G,  si,  quelle 
que  soit  la  transformation  T  appartcnant  au  groupe  G,  le  groupe  T-'IIT  est 
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identique  au  groupe  H.  Un  groupe  de  transformations  est  simple  s*il  ne  con- 
tient  pas  de  sous-groupe  invariant;  dans  le  cas  contraire,  il  est  compose. 

L'auteur  se  sert  de  ces  notions  pour  d^montrer  un  theor^me  fonda mental  sur 
les  functions  qu'on  d^duil  d'une  fonction  donn^e  en  y  eflectuant  toutes  les 
transformations  d'un  groupe.  Voici  en  quoi  consiste  ce  thdordme  : 

«  Soit  F(2:,)  ..,jX^)  une  fonction  quelconque  des  arbitraires  x^,  ...,  x^.  Si 
Ton  y  elTectue  la  transformation  g^n^rale 

d'un  groupe  k  r  param^trcs,  on  obtient  une  fonction 

des  ind^termindes  j:,,  . ,  .,x^  et  des  parametres  a,,  . ..»  a^.  Or,  pour  que  <fr  d^ 
pende  exaclement  de  r  —  o  parametres  essentiels,  il  faut  et  il  suffit  que  F  ad- 
mette  precis^ment  p  transformations  infinil^simales  du  groupe,  c*est-^-dire  un 
sous-groupe  k  p  parametres  du  groupe  donnd.  » 

Deuxieme  Partie.  —  La  deuxidme  Partie  contient  Texposition  de  la  th^orie 
gdndralc  dc  I'intdgralion  des  e(|uations  lindaires. 

Lc  point  de  depart  de  I'auteur  est  Ti^tude  des  fonctions  rationnelles  des  in- 
tdgrales  (formant  un  systeme  fondamental)  d'une  Equation  lindaire  et  des  de- 
rivees  de  ces  intt^grales. 

n  fonctions  indelerminees  j?,,  j?,,  ...,  x^  d'une  variable  t  peuvent  toujours 
dtrc  considcrces  comme  un  sysleme  fundamental  d'inlcgrales  d'une  dquaiion 
diirereuticlle  lincaire 

.,     ^       d^x       ^    d"-'x  ,        dx       , 

^     '         dr  '  dt"-'  "-'  dt 

A  regard  de  cclte  equation,  le  groupe  lincaire  homogcne  general  a  n  inde- 
tcriniiices 

n 

(i)  x^~^a,jX.        (1  =  1,  •),  ...,/7) 

jouc  le  niiime  role  que  le  groupe  de  substitutions  de  n  leltrcs  dans  la  llieorie 
des  e(| nations  algehri(jucs  dc  degte  n. 

lei  s'iiitroduiserit  iiiimediateinent  les  fonctions  rationnelles  R(;r,,  j:,,  ...)  dc 
j:,,  ...,  cr„,  dc  leurs  derivecs  successives  prises  par  rapport  a  /,  et  de  la  va- 
riable /.  Les  plus  imporlanles  de  ces  fonctions  H  sunt  les  fonctions  invariantes, 
celles  qui  admetlent  toutes  les  transformations  du  groupe  (i).  Klles  jouenl, 
dans  la  theorie  des  equations  lineaircs,  le  niemc  role  que  les  fonclitms  syme- 
triques  des  racines  dans  la  tbeorie  des  equations  algebriques.  Les  coefficients 
X,,  X^,  ...,  X^  sont  des  functions  invariantes  de  a:,,  ...,x^  ct  de  leurs  derivees, 
et  loute  fonction  U  s'exprinic  rationnellement  au  moyen  de  /,  de  X,,  ...,  \^  et 
leurs  derivees. 

La  consideration  des  fonctions  rationnelles  R  conduit  M.  Vessiot  ^  une  theorie 
de  la  transformation  des  equations  lincaires  analogue  a  la  theorie  bien  connue  de 
la  transformation  des  equation>  alj^ebri<|ues.  Les  transformations  du  groupe  (i) 
(ju'ddmet  la  lonctiun   ralionnclle  H(^,,  ...,  J'„)  formenl  elles-iucmcs   un  sous- 
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groupe  que  I'autcur  appclle  Ic  groupe  de  la  fonction  R.  Ce  groupe  pcut, 
d'aillcurs,  se  r^duire  k  la  seule  transformulion  identique. 

Vuici  niainlenant  comment  s'introduil  la  transformalion  d'une  Equation  Ji- 
ncaire.  Soil  toujours  H(a:,,  ...yX„)  une  fouction  rationneile  des  inlegralcs  et 
de  leiirs  dcrivdes  et  soit  n* — s  Ic  nonibre  des  paramctres  de  son  groupc>  c*est- 
&-dire  le  nombre  des  transformations  innnitesiniales  lin^aires  homogenes  dis- 
tinctcs  qu*ellc  admet.  H  consideree  comme  une  fonction  de  t  est  integrate  d'une 
equation  difTerentielle  alg^brique  d'ordre  s  k  coefficients  rationneis  en  t^  en 
^i»  •••!  ^n  ^^  leurs  derivees.  Cettc  Equation  est  une  transformee  de  Tequation 
lineaire/(a:)  =  o. 

Pour  obtenir  cclte  transformee,  M.  Vessiot  indique  deux  procdd^s,  dont  I'un 
rappelle  I'emploi  des  fonctions  symetriqucs,  et  dont  I'autre  correspond  a  la 
mtStbode  par  (Elimination  employee  dans  la  transformation  des  equations  alge- 
briques.  Ce  dernier  procedc  pcrmet  de  prt^riser  la  nature  des  intdgrales  de  la 
transformde  en  montrant  que  ccs  integrates  sont  precisc^ment  toutes  les  fonc- 
tions que  Ton  deduit  de  H  en  y  remplacant  x^y  ...,  x^  par  n  autres  integrates 
de  r^quation  lineairc  donnee  formant  un  syslemc  fondamental. 

M.  Vessiot  est  ainsi  amene  a  s'occuper  de  I'cxpression  des  fonctions  ration- 
nelles  des  integrates  (et  de  teurs  d^riv^es)  les  unes  au  moyen  des  autres.  II 
dlablit  k  cc  sujet  deux  thcoremes  dont  voici  le  preujier  : 

«  Si  une  fonction  rationneile  des  integrates  x,,  ...,  x^  d'une  Equation  li- 
nt^airc  d't)nlre  n  n'admet  aucune  transformation  lint^aire  homogenc  en  x„  ..., 
x^^  ces  inl«';grates  s'cxpriment  rationiiellement  au  moyen  de  cette  fonction,  des 
cuefGcicnts  de  I'equalion,  de  teurs  derivees  et  de  ta  variable  independantc  /.  » 

Telle  est  la  fonction 

V  =  w,  X. -+-... -l-w,.a:„, 

oil  les  u  sont  des  fonctions  indelerminecs  de  t.  Ellc  depenct  d'une  equation 
linoairc  d'ordre  it^  qui  est  analogue  a  la  resotvanle  de  Galois  pour  les  eifualions 
al^elu'iques. 

Voici  maintenant  le  second  tlieoreme  annonce  : 

«  Si  ta  fonction  rationneile  S(j?,,  ...,:r„)  aclmct  toutes  les  transformations 
lineaires  bomogencs  qui  conslilueni  le  gnmpe  de  ta  fonction  ralioniielle 
K(J7,,  ...,  x„),  elle  s'ex  prime  ration  nel  lenient  au  moyen  de  H,  de  X,,  .•.»^„  et 
de  leurs  derivees  |>ar  rapport  a  /.  »  Cette  proposition  correspond  au  llieoreme 
de  Lagrange  sur  les  functions  rationnellcs  des  racines  d'une  equation  alge- 
brique. 

De  la  se  deduiscnt  et  Texistcnce  du  groupe  de  transformations  d'une  equa- 
tion lineaire  donnee  el  les  i»roprietes  de  ce  groupe  : 

A  toiite  equation  lineaire  correspond  un  groupe  V  de  transformations 
homogenes  qui  jouit  des  deux  proprietes  suivantes  : 

I*  Toute  fonction  rationneile  des  integrates  qui  a  une  expression  ration- 
neile admet  toutes  les  transformations  de  ce  groupe; 

a®  Toute  fonction  rationneile  des  integrates,  invariante  pour  toutes  les 
transformations  de  ce  groupe,  a  une  expression  rationneile. 

Cclte  proposition  capitate,  qui  est  le  pivot  de  la  ttieorie  de  M.  V(;ssiol,  est 
ranatogue  du  cetehre  tlieon-me  de  Galois.  M.  Picard  en  avail  dejii  enonce  et 
demonlre  la  premiere  parlie. 
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Si  le  syst6ine  fondamental  d'int^grales  n*cst  pas  particularism,  il  y  a  unc  in- 
fimii  de  groupes  V  appartcnant  au  m^inc  type,  c*est-d-dire  qu'oD  d^duit  de 
I'un  d'entre  eux  en  elTectuant,  dans  les  deux  membres  dcs  Equations  qui  le  d^fi- 
nissent,  la  transformation  lin^aire  liomogene  la  plus  gendrale.  Les  groupes  4 
consid^rer  sont  necessairement  algdbriques. 

La  determination  du  groupe  de  transformations  d'une  Equation  lin^aire  donn^e 
de  Tordre  n  sera  possible  des  qu'on  saura  r^soudre  les  trois  problemes  suivaots  : 

«  !*>  Determiner  les  difT^rents  types  de  groupes  lin^aires  homogenes  algc- 
briques  k  n  variables;  2"  calculer,  pour  chacun  des  types  trouv^s,  un  invariant 
rationnel  caract^ristique,  c'est-^-dire  qui  n  admette  pas  un  groupe  plus  grand, 
et  forme  la  transform^e  dont  il  depend  (la  solution  de  ce  deuxicme  probleme 
ne  ddpend  que  d'eliminations  alg^briques);  3**  reconnattre  si  une  de  ces  trans- 
form^es  a  une  integrate  rationnelle  en  ^;  le  type  cberchd  sera,  en  eflfet,  le  plus 
petit  groupe  correspondant  a  une  transform^e  poss^dant  une  int^grale  ration- 
nelle en  /.  » 

La  consideration  du  groupe  V  est  capitale,  parce  que  Pint^gration  de  T^qua- 
tion  donnee  au  moyen  d'equations  auxiiiaires  est  li^e  k  la  reduction  pro- 
gressive de  ce  groupe.  Sans  insistcr  sur  la  definition  de  ces  equations  auxiiiaires 
et  le  moyen  de  les  obtenir,  signalons  leur  propriete  principale;  elle  se  trouve 
enoncee  dans  le  tbeoreme  suivant  qui  fournit  la  methode  generate  d'integra- 
tion  des  equations  lineaires  : 

«  Par  rinterpretation  de  I'equation  auxiliaire  dont  depend  une  fonction  ra- 
tionnelle R  des  integrales  de  la  proposee  et  des  derivees  de  ces  integrales,  le 
groupe  de  transformations  de  I'equation  donnee  se  reduit  k  son  plus  grand 
sous-groupe  invariant  dont  R  admette  toutes  les  transformations.  » 

II  restc  4  etudier  dans  quelles  circonstances  I'integration  d'une  equation 
auxiliaire  peut  reduire  le  groupe  de  transformations  donnees.  C'est  ce  que  fait 
I'auteur  dans  le  cas  particulier  ou  Tequation  auxiliaire  estelle-m^me  lineaire. 

II  est  bon  de  remarquer  que  la  melhode  de  reduction  k  laquclle  arrive 
M.  Vessiot  par  la  voie  qu'il  a  suivie  est  la  seule  possible,  si  Ton  s'astrcint  k 
n'employcr  comme  equations  auxiiiaires  que  des  equations  jouissant  de  pro- 
prietes  caractcristiques. 

Elle  donnc  la  condition  necessaire  et  suffisante  pour  qu'une  equation  lineaire 
soit  inlegrubie  par  quadratures  : 

Pour  qu'une  equation  lineaire  soit  integrable  par  quadratures y  il  faut  et 
il  sujfit  que  le  groupe  de  transformations  de  cette  equation  soit  un  groupe 
integrable.  (Un  groupe  dc  transformations  compose  est  dit  integrable  s'il 
conlicnl  un  sous-j^roupe  invariant  ayant  un  paramctre  dc  moins  que  lui,  celui-ci 
de  niemc,  el  ainsi  de  suite.) 

De  la  resulle  cette  remarquable  consequence  que  I'equation  differenticUe 
lineaire  {d'ordrc  n  >  1)  n'est  pas  en  general  integrable  par  quadratures. 

Lorsquc  exccplionnellemcnt  ii  en  est  ainsi,  la  derivee  logarithmique  dc 
I'une  des  integrales  s'exprime  ralionncllenienl.  De  celle  propriete  I'auteur  lire 
la  condilion  necessaire  et  suffisante  pour  qu'une  equation  lineaire  soit  inte- 
grable par  quadratures. 

Troisieme  Parlie.  —  La  Iroisicme  el  dernicre  Partie  est  consacree  aux  appli- 
caliuiis. 
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M.  Vcssiot  commence  par  approfondir,  aulant  qu'il  est  possible  de  le  faireen 
rcstant  dans  les  gen^ralit^s,  Ic  triple  probleme  ^nonc<^  plus  haut  et  qui  se  pose 
k  propos  de  Tint^gration  d'unc  e(]uation  lincaire.  II  monlrc  comment  une  des 
parties  de  ce  probleme  est  simplifide  par  la  consideration  des  groupes  dualiS' 
titjues.  On  sait  que  M.  Lie  appellc  ainsi  deux  groupes  qui  se  deduiscnt  Tun 
de  Tautre  par  la  transformation  de  contact  homogene,  definie  par  la  relation 

L'auteur  fait  ressortir  I'importance,  au  point  de  vue  de  sa  th^orie,  de  Tad- 
jointe  de  Lagrange  de  I'^quation  lineaire  proposec.  Cette  importance  tient  ik  ce 
fait  que  les  groupes  de  transformations  de  deux  Equations  adjoinles  sont  deux 
groupes  dualistiques. 

Enlin,  il  dtudie  complctement  le  cas  des  equations  lincaires  du  second  et  du 
troisidme  ordre.  L'application  k  ccs  deux  cas  particulicrsde  sa  tlit^orie  g^n^rale 
lui  permet  de  retrouvcr  facilemcnt  tous  les  rcsultats  connus  et  I'amene  en 
outre  k  cette  conclusion  qu'il  ne  peut  pas  se  presenter  dans  I'intdgration  de  ces 
Equations  de  particularit^s  intt^ressantcs  autres  que  celles  qui  ont  ddj&  ^t^  si- 
gnaldes,  notamment  par  Laguerrc  et  llalphen. 

Beaupain.    —  Sur  Tint^grale   eulerienne  de   premiere  espece. 
(309-328). 

Ce  travail  a  pour  objet  principal  le  dt^veloppemcnt  en  sdrie  convergente  des 
fonctions  B(a,  2r)  et  r— •  Le  point  de  depart  de  I'auteur  est  le  th^oreme 

I)  ^  ^)  X  ) 

suivant  : 

«  Si  ^  est  Taffixe  d'un  point  du  plan  situe  k  droile  d'une  parallcle  ik  Taxe 
des  ^  mende  k  la  distance  —  1  de  I'originc,  la  serie 


I 

» 


oil  (  '!'  I  di^signe  le  coefficient  binomial 

z{z  —  p.. . ( J  —  A-  -t- 1 ) 

I  •  X  •  •  •  A 

est  absolument  convergente  dans  cet  espacc,  q  dtant  une  quantite   reclle  ou 
iinaginaire  quelconque.  » 

D'oii  r<3sulte  ce  corollaire  : 

«  6  cHant  tin  angle  reel  arbitrairc,  les  scries 


A 


:ae 


^-^   /5\  cos(<7 -t- -; -J- aA  )0 


A  = 


21   /z\  sin(^-r5-f-tjA)0 
rf   \A/         q  —  c  -h  aA- 
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sont  absolumcnt  convcrgcntcs  dans  tout  Tcspacc  ^  droitc  dc  Ja  paralleled  I'axc 
dcs  y  men<^c  a  la  distance  —  i.  » 

C'cst  de  Id  que  I'auteur  dcduit  Ics  devcloppcmenls  suivants  pour  Tintegraie 
culcrienne  de  premiere  espece  el  pour  son  inverse. 

r(a)r(a:) 
r(a-+-j;)     . 

_  {a-\-  x){a  -h3?-n)...(a-hJ?4-m)   («-»- ax  4- m)  sin  (a -4- jr)r 
(i)    /      ""  a(a -h  i). .  .(a-+- m)  sin(<n- 20: -f- /m)6  sina-r 

m\         sin(!?A*— a  —  m)0 


r{a-h  x) 


{k  -^  x){k  —  a  —  X  —  m) 


V{a)i\x) 

rt(flr-f-i). ..(a-hm)  x{x  —  a  —  m)  sinTrar  sinaic 


(2)    (  {a-hx){a-hx-h  i).,.{a-hX'hm)  '::sin{a -h  x)T:s'in{x  —  a  —  /?i)9 

vi  /a^-h  X  -h  /n\  sin(2A-  —  a  —  x  —  m)6 
*  ^    ^  \  k  )    {k  —  x){k  —  a  —  m)   ' 

k  =  0 

Ccs  dcveloppemenls  convergent  pour  les  valeurs  dc  0  comprises  cntrc ct 

2 

-;  le  nombrc  m  est  un  entier  indetcrmind,  mais  tel  cependant  que  dans  la  sc- 

conde  formule  a  -h  x  -h  m  rcprcscnic  I'affixe  d'un  point  situc   d  droiie  dc  la 
parallele  a  Taxe  dcs  y  niencc  a  la  distance  — i,et  que  dans  la  premiere  a^-m 
ail  sa  panic  rdclle  supcrieurc  h  — 1. 
M.  Beaupain  fait  connaitre  d'anlrcs  dcveloppcments  analogues  dcs  fonclions 

\\{a,x)  cl  - -T y  (ini  conduisonl   a  dcs  expressions  plus  ou  nioios   inlercs- 

sanies  do  ccs  lunclions  lorsqu'on  y  particularise   d'unc  manicrc  convcnablc  la 

valcur  dc  0. 

,.  -,.  III.     I  .i.."^  cos  {"yx  —  m )  0 

II  en  lire  divers  modes  dcs  dcveloppcments  dcs  fonclions : » 

sin  T,x 

r,'>\\\{'>.x  —  m\^  , 

. >  oil  ni  est  un  nombrc  cnlier. 

sinT^ 

II  inontrc  en  Icrmiuaiit  comment  la  formule  (2)  pcut  scrvir  d  sommcr  a 
I'aidc  dc  symbolcs  cii'mcnlaircs  unc  inniiite  do  scries.  Si,  en  cfTct,  on  pose 
a  =  a  -j-  i[i,  X  :=  a  —  /[i,  ni  —  o,  la  formule  en  question  dcvient 

r(2a) 


r(a-+-/?)r(a-i[i) 

_       (g^-f-  ^ln^f•ftsi^7:(a-f-^•f:i)  sin7r(j  —  i^)   yi    /2a\  sin2(A— a)0 
~"  ja- sill  ^a- sin  ii  |iO  jL^   \  k  J  {k  —  T.y-h'j^* 

Kilo  fournit  la  somine  d'une  inr.nito  de  scSrics  trigonomclriqucs  si  a  =  «  ou 
ni  a  =  /I -i — >  n  olant  un  entier,  positif  ou  nul. 

Par  cxomjilc,  si  Ton  y  fail  a  —  ->  Ji  —  o,  ellc  tloiuio 

, ,, ,  ,  ,         ,        r        ,  I     sin.iO  I       I  I      sin70 

(  J)         rJ)    i    _.r,  n»sO     -.  f)  MiiO  •»     — --_  4-  ,;^    -_' .  .  ., 
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1C 

d*oCi,  pour  6  =  - » 


i:'  _  II  II  II 

a   ~~  i.a  3»        3.3  5»        3.4  7* 

Si  Ton  prcnd  la  deriv^c  des  deux  membres  dc  T^galtt^  (3)  et  qu'on  fasse  en- 
suite  0  =  o,  on  obtient  cetlc  valeur  asscz  remarquabic  de  ic 

-  I  1  I  I 

It  =  3h- 


1.3.3       2.3.5        3.4*7        4*^*9 

Elliot,  —  Sur  les  Equations  aiix  d6riv^es  parlielles  dii  premier 
ordre  et  du  second  degr6.  (  829-374 )• 

M.  Elliot  ^tudic  des  transformations  trds  gdn^rales  qui  peuvent  £tre  utiles 
pour  I'intdgration  des  Equations  du  premier  ordre  et  du  second  dcgr<^. 
Soit 

(1)  ap^-^ibpq -hcq*-\-2dp-h2eq -hf  =  o 

une  telle  Equation,  oil  a,  6,  ...,  /  d^signent  des  fonctions  quclconqucs  des 
deux  variables  x  tl  y, 

Cette  Equation  a  la  propri^t^  de  conserver  la  m6me  forme  quand  on  fait  un 
changement  quelconque  des  variables  ind^pendantcs 

et  un  changement  de  fonction 

t  d^ignant  une  fonction  quelconque  dc  x  et  y. 

Certaines  fonctions  des  coefficients  a,  A,  ...,  /  presentcnt  Ic  caraclerc  d'in- 
variants  par  rapport  aux  transformations  qui  vienncnt  d'etre  dt^finics. 

II  y  a  d'abord  la  fonction  invariante  b^—  ac.  Lcs  Equations  (1)  oil  Ics  termes 
du  second  dcgro  forment  un  carre  parfait  constituent  une  classe  distincte,  in- 
d^pendante  des  changemcnts  dc  la  fonction  et  des  variables. 

Puis  il  y  a  Tinvariant 

a    b    d 

i  =     b     c     e 

d    e    f 

La  condition  J  =  o  est  encore  indiipcndante  d'un  changement  de  variables  et 
de  fonctions.  II  y  a  done  une  scconde  classc  d'dqualions  qui  ont  la  propri<^t6 
invariante  dc  se  decomposer  en  deux  equations  lin^aires. 

Une  troisicme  classc  est  constitute  par  les  (Equations  qu'on  rencontre  dans  la 
recherche  des  lignes  g^oddsiques  et  qui  n'ont  pas  de  termes  du  premier  degr<^ 
en  p  tl  q, 

Laissant  de  c6l6  toutes  ces  classes  particulit^res,  I'auteur  se  propose  ensuitc 
dc  simplifier  I'c^quation  gdndrale.  On  pent  profitcr  des  deux  fonctions  arbi- 
traires  qui  cntrent  dans  le  changement  de  variables  pour  fairc  disparattre  lcs 
coefficients  dos  termes  carrcs  par  rapport  aux  d^rivdes  pnrticllcs.  Si  Ton  salt 
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ct  q  dlant  deux  noiiibrcs,  dgaux  ou  in^gaux,  pris  dans  la  saitc  o,  i,  3,  3,  ..., 
il  y  en  a  unc  —  qui  fournit  une  approximation  dont  Tordre  est  sup^rieur  k 
celui  de  Tapproximalion  fournic  par  una  quelconque  des  autres  fractions.  » 

Ce  tlidoreme  correspond  k  celte  proposition  bien  connue  dans  la  th^orie  des 
polynomes  :  «  II  y  a  un  polynomc  de  degre  n  au  plus,  ct  un  seul,  qui,  dans  le 
voisinagc  de  la  valeur  zero  de  la  variable,  puisse  representer  une  fonction  avec 
une  errcur  infinimcnt  petite  d'ordre  au  moins  egal  i  /i  +  i  ». 

Le  second  tkt^or^me  6tabli  par  M.  Pad^  serait  assez  difficile  k  enoncer  si  Too 
ne  faisait  intcrvenir  la  disposition  du  Tableau  dont  il  a  ^te  question;  bornons- 
nous  k  dire  qu'il  correspond  k  cette  autre  proposition  de  la  theorie  des  poly- 
nomes :  «  Les  approximations  obtenues  avec  les  polynomes  approchds  qui  corres- 
pondent k  des  valcurs  croissantes  du  degrd  n  ne  sauraient  diminuer;  elles  con- 
scrvent  la  mdme  valeur  ou  bien  elles  vont  en  croissant  ». 

Dans  la  deuxicme  Partie,  I'auteur  ^tudie  les  rapports  qui  existent  entre  la 
tlieorie  de  i'approximalion  par  les  fractions  rationnelles  et  la  theorie  des  frac- 
tions continues.  Ces  rapports  ont  ^le  pour  la  premiere  fois  remarqu^  par 
Lagrange.  Euler,  Lagrange,  Gauss  ont  donnc  les  premiers  exemples  de  repr<i- 
scntation  d'une  fonction  par  les  fractions  continues.  Tous  les  developpements 
auxquels  on  a  eu  affaire  jusqu'ici  se  ramenent  (si  Ton  fait  abstraction  des 
irregularities  du  debut)  aux  quatrc  formes  dilTtirentcs  que  voici  : 

a  QtJ?  n  CLOU 

^i,  =  I  -+-  a  X  H -. VVi  =  I  -H 

I  -f-  ^j;  H 

I  -h  ex  H- 


I 


I-f- 

? 

X* 

1-4- 

yx 

I-h. 

- 

• » 

ax* 

I  4- 

? 

X' 

I  -+- 

fX 

^ 

•  t 

,-s  ft  x  ^ 

^  —  \-¥  ax  -\ r [  s;^     =  I  -f- 

\-^  bx  -\ '■ 

\  -\-  ex  -\ ' 

1  -+-. 

^j  f^i  T>  •••>^'>  ^>  ^1  ••'  <lc5if;naril  des  cunslanles. 

Sonl-cc  la  les  sculcs  formes  (ju'll  y  ail  lieu  de  considerer  ct  pour  une  fonction 
({uelconque  pcuvent-cllcs  loules  quatrc  Olre  oblcnucs?  Pour  une  fonction  donnee 
roiiibien  y  a-t-il  de  fractions  ayant  une  forme  donnee?  Tclles  sont  les  ques- 
tions que  se  pose  M.  Fade. 

II  nionlre  que  Ics  irrtgulariles  qu'on  observe  au  debul  des  developpements 
sont  soumis  a  une  loi  fort  simple  au  fond;  que,  dans  le  cas  general,  trois  types 
de  fractions  re;,'uliercs,  -l,  111),  C,  sont  seuls  5  considerer;  que  la  forme  [G] 
n'cst  qu'un  cas  d'exception  el  doit  ^Ire  rcf;ardcc  comme  renlrant  dans  le  type 
mnOral  C ;  que,  dans  le  cas  j^eneral,  il  exisle  une  infinite  de  developpements  de 
cliacune  tics  foiincs  rl ,  l'^,  C  ct  aurun  des  autres  formes. 

Tous  CCS  resultats  soul  oblcnus  comnie  cas  jiarliculiers  de  la  melbode  gene- 
rale  iudiquec  par  I'auUur  pour  oblcnir  le  devcloppcnient  d'une  fonction  qucl- 
ronque  en  fraclion  continue  uon  plus  rcguliere,  mais  seulement  simple,  L'au- 
icur  eulciid  par  la  unc  fraclion  ou  les  uumcraleurs  parlicis  sont  des  monomes 
(le  (Icgrc  eulicr  po>ilif  cl  les  dcnoniinalcurs  jtarliels  des  polynomes  de  dcgre 
<|uclconque  ayant  un  Uiuic  constant  dillOrenl  de  zero.  Une  fraction  continue 
rcLiuUue  est  unc  fraclion  simple  dans  laqucllc  (sauf  des  irregularites  possibles 
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au  debut)  lous  Ics  num^rateurs  partiels  ont  le  mdme  degrc^  ainsi  que  tous  les 
denominatcurs  parliels. 

Cc  sont  ces  fractions  simples  qui,  dans  la  th^orie  des  fractions  continues, 
jouent  un  r6Ie  analogue  ^  celui  des  series  enti^rcs  dans  la  thdorie  g^n^rale  des 
sdrics.  Commc  les  series  entidres,  elles  poss^dent  un  cercle  de  convergence.  A 
rint(^rieiir  dc  ce  cercle,  la  fraction  continue  simple  est  convergente,  sauf  peut- 
ctre  en  chaque  point  x  tel  que,  en  supprimant  de  la  suite  form^e  par  les  va- 
leurs  absolues  en  ce  point  des  denominatcurs  des  rdduites  successives  un 
nombre  limits  ou  illimit^  de  termes,  on  puisse  obtenir  une  suite  illimit^  ayant 
z^ro  pour  limite.  A  Tint^rieur  du  cercle,  la  fraction  ddfinit  une  fonction  analy- 
tiquc  continue  dc  x. 

Une  fraction  continue  simple  est  divergcnte  d  Text^rieur  de  son  cercle  de 
convergence,  sauf  peut-^tre  en  chaque  point  x  tel  que,  en  proc6dant  comme  il 
vicnt  d'etre  dit,  on  puisse  obtenir  une  suite  illimit^e  ayant  Finfini  pour  limite. 

En  cc  qui  concerne  la  formation  et  les  proprieties  des  r^duites  successives 
d'une  fraction  continue  simple  ainsi  que  la  representation  approch^e  d'une  frac- 
tion au  moyen  de  ces  r^duites,  Tauteur  donne  un  grand  nombre  de  r^sultals 
qu'on  ne  pourrait  dnoncer  avec  quclque  precision  qu'en  faisant  intervenir  le 
Tableau  qui  joue  un  nMe  si  important  dans  toute  cette  thdorie.  Bornons-nous 
u  citer  la  proposition  suivante  : 

«  Les  r^duiies  d'une  fraction  continue  simple  sont  des  fractions  rationnelles 
irr^ductibles  toutes  dilTerentes  entre  elles  ». 


ANNALES  DE  LA  SociETE  sciENTiFiQUE  DE  Bruxelles.  Treizi6mo    ann6c, 
1888-1889.  Bruxcllcs,  F.  Ilayez,  1889  (A,  !"  Partic;  B,  2*  Parlio)  (»). 

Mansion  (P-).  —  Sur  I'exlension  dti  ih^oreme  dc  Rolle  aux  ra- 
cincs  imaginaircs  des  equations  algebriques.  (A,  42-45). 

Demonstration  du  theor^me  suivant,  dCk  probablcment  k  M.  F61ix  Lucas  : 

«  Si  Ton  divise,  par  une  droite,  le  plan  en  deux  regions  dont  Tune  contienl 
tous  Ics  points  racincs  d'une  equation  algebrique,  cette  m^me  region  contient 
aussi  tous  les  points  racines  de  I'equation  derivee.  » 

Le  procede  dc  demonstration  consiste  ik  rcpresenler  geometriquement  la  dd- 
rivec  logarilhmique  du  premier  mcmbre  dc  I'equation  donnde. 

Mansion  (P.).  —  1.  Sur  la  fonction  p(u).  2.  Sur  une  interpreta- 
tion geom<$lriquc  de  la  premiere  int^grale  elliptique.  (A,  46- 

48). 

La  fonction  rationnelle  la  plus  simple  de  sn*(u,  A')  qui,  par  le  changemcnt 


(')  Voir  bulletin,  i.  \V1,,  p.  ',o-52, 
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(Je  u  en  Ui,  garde  an  signe  prcs  la  mSme  forme,  est  la  foDCtion  p{u)  de  Weier- 
strass.  L'intcrpr^talion  geomctriquc  de  K(A",  9)  donnde  par  Halphen  est  con- 
tenue  dans  ccilc  que  Jacubi  a  donn(^e  pour  le  th^oreme  de  raddition. 

Mansion  {P-)-  —  Sur  Temploi  dn   signe  E  dans  la  iheorie  des 
fonctions.  (A,  SS-S^). 

Lc  symbole  E(  j:),  qui  ddsigne  le  plus  grand  entier  contenu  dans  x,  peut 
servir  k  exprimer  analyliquemeni  la  valeur  de  fonctions  discontinues.  Ainsi 


:cy:[x'+r+E(^_^J,^^,)] 


est  une  fonction  continue  de  J7,  m^me  si  y  est  nul^  une  fonction  continue  de>^, 
mt^me  si  x  est  nul,  niais  ellc  est  discontinue  considdrc^e  comme  fonction  de  x 
et  de^. 

Mansion  (/^.).  —  Sur  la  Gdomelrie  non  euclidienne.  (Ay  57-61). 

Hemarques  de  Ueid  et  de  Ampdre  sur  le  postulat  de  la  parallele  unique,  de 
Fourier  sur  les  definitions  dc  la  droite  et  du  plan.  Indication  de  la  maniere 
dont  M.  de  Tilly  caract^rise  un  systeme  dc  gdometrie,  au  moyen  d'unc  relation 
entre  les  dix  distances  de  cinq  points  (M.  Mansion  a  reconnu,  dcpuis  lors,  que 
M.  Schering  a  expriin^  une  id^e  equivaientc  dans  las  Nachric/i ten  de  Gottingen, 
en  1870,  puis  en  1878). 

Mansion  (P.).  —  Sur  une  formule  de  M.  Darboux.  (B,  108-1 15). 

Demonstration,  au  iiioycn  du  tlicorciiic  dc  Taylor,  de  la  formule 

II'  '     ^ 

V  z  —  V  a  — 


Li  2 /J  V 


^^     ''^\:?,,_,(F"a-F''c) 


1 .2 


4-  — ^C2[F''a-(-i)«F''i]j 

Jq  I  ,2.6.  .  .2/1 

due  a  M.  Darboux  [Journal  de  Liouville  (3),  t.  II,  ^9^-397]. 

Dc  Snivel  t,  —  Memoire  sur  la  recherche  la  plus  generale  d*un 
sysleinc  orthogonal  Iriplenienl  isolhcrme.  Premiere  Parlie  : 
Preliininaires   el  cas  parliculiers  remarquables.  (B,  117-260). 

Mansion  (P.).  —  llapporlsurles  Chapitres  I  etil  de  ce  JMcmoire. 

(A,  50-55). 

Dan:>  Ic  Chapilrc  I,  luulcur  clablil  :  1°  Ics  proprietcs  fondamcntales  dcs  in- 
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variants  difT^renlicIs  dc  Lam^ 

rf»o>       d'ta       d'tii 


V  \dx*'^  dp  "^5?/ 


dx'       dy*        dz* 


exprimes  ea  coordonn^es  curvtiignes;  3*  les  Equations  du  mouvemcnt  dc  la 
chaleuF)  d'abord  en  coordonn^es  rectilignes,  puis  en  coordonndes  curvilignes, 
soil  par  transformation  de  coordonn^es,  soil  directement. 

Lc  second  Chapitre,  ainsi  que  I'appendicC)  est  consacrd  principalement  k  la  re- 
cherche des  families  isothermcs  de  surfaces  du  premier  et  du  second  ordre,  en 
partant  de  la  remarque  suivante  :  On  peut  ramener  la  recherche  des  solutions 
alg^briques  de  forme  donn^e  d'une  certaine  Equation  aux  d^rivdes  partielles  a 
celle  des  solutions  d'^quations  difT^rentielles  ordinaires,  que  Ton  obtient  en  ex- 
primant  que  Tdquation  aux  d^riv^es  partielles  est  v^rilide  quelle  que  soit  la 
valeur  des  variables.  L'auteur  parvient  k  prouver  rigoureusement  qu'il  n'existe 
pas  d'autres  families  de  surfaces  isothermes  que  celles  qui  ont  6U  decouvertes 
par  Lam^  et  complete  divers  th^orcmes  dc  ce  g^om^tre. 

Gilbert  (Ph.).  —  Recherches  sur  les  accelerations  en  general. 
(B,  26i-3i5). 

Etude  des  accelerations  du  premier  ordre  dans  le  mouvement  d'un  corps  so> 
lide  oil  Tauteur,  par  un  habile  emploi  de  Panalyse  eten  m^me  temps  des  repre- 
sentations g^ometriques,  arrive  simplement  k  un  grand  nombre  de  theordmes 
anciens  ou  nouveaux. 

Sommaire,  —  1.  Acceleration  angulaire.  2.  Proprietes  generales  des  accele- 
rations d'un  point  d'un  solide  dont  un  des  points  est  (Ixe.  3.  Groupement  et 
construction  geometrique  des  accelerations  dans  un  solide  qui  a  un  point  fixe. 
4.  Composante  tangentielle  ct  normale  dc  Tacceieration.  5.  Acceleration  des 
points  d'un  solide  Itbrc.  6.  Etude  geometrique  des  accelerations  des  points  d'un 
solide  libre. 

Voici  les  theorcmcs  les  plus  remarquables  auxquels  est  arrive  M.  Gilbert 
dans  ce  travail  : 

«  1.  Dans  le  mouvement  d'un  solide  libre  autour  d'un  point  fixe,  k  chaque 
instant  :  i"  le  produit  geometrique  de  la  resultante  des  forces  motrices  par 
Taxe  instantane  de  rotation,  et  le  produit  geometrique  dc  I'acceieration  an- 
gulaire par  la  quantite  tolale  de  mouvement  donnent  une  somme  egale  ik  zero; 
2<*  le  produit  geometrique  de  I'axe  instantane  par  I'axe  du  couple  moteur  est 
egal  au  produit  geometrique  de  I'acceieration  angulaire  par  I'axe  du  moment 
des  quantites  dc  mouvement,  lc  centre  de  reduction  etant  au  point  fixe.  » 

«  2.  Si  le  solide  est  libre,  la  somme  indiquec  ci-dessous  sous  le  1"  est  egale 
k  la  masse  du  corps  multipliec  par  la  derivee,  par  rapport  au  temps,  du  pro- 
duit des  vitcsscs  de  rotation  et  de  glisscment.  Le  3"  subsiste,  si  le  centre  de 
reduction  est  au  centre  dc  gravite  du  corps;  ou  au  point  central  de  I'axe  de 
Mozzi,  lc  centre  dc  gravite  etant  dans  le  plan  principal  (plan  mene  par  I'axe 
instantane  ct  I'acceieration  angulaire).  » 

4c  3.  Les  directions  principales  etant  :  i*  I'axe  instantane  OZ;  2*  la  projec- 
tion OX  de  I'acceieration  angulaire  sur  le  plan  normal  k  OZ;  3*  la  droitc  OY 
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pcrpendiculairc  ^  OX,  OZ,  ces  directions  forment  un  syst^me  rectangulatrc. 
Soicnty^,,  y' ,  y,  les  composantcs  dc  I'accdl^ration  d'un  point  quelconquc  M  du 
corps  parallelemcnt  ^  OX,  OY,  OZ.  » 

Les  directions  OX'  de  Taccdl^ration  angulaire,  OY'  de  I'axe  instantan^,  OZ' 
de  la  droite,  lieu  des  points  dont  Tacc^I^ration  est  parallele  a  Taxe  instantane, 
forment  un  systdme  de  diamdtres  conjugu^s  ia\  26',  ac'  de  FeUipsoTde  dYgale 
acc(§l(^ration  (W.  Schell).  Soient  x\  y\  z'  les  cocrdonndes  de  M  par  rapport  ^ 
OX',  OY',  OZ'.  On  a  les  relations 


z' 


On  en  d^duit  une  construction  simple  de  I'acc^l^ration  du  point  M. 

«  4.  Soient  u>  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  instantande,  Xn  la  coroposantc 
dc  Tacc^l^ration  angulaire  normale  k  Taxe  instantand.  Construisons  un  cylindre 
tangent  au  plan  principal  le  long  de  I'axe,  et  ayant  pour  section  droite  un 
cercle  dc  diametre  X>.  Le  rayon  mend  du  point  fixe  O  ^  un  point  quclconqueM 
du  corps  pcrce  ce  cylindre  en  un  point  E.  On  porte  k  partir  de  E,  sur  la  gd- 
ndratrice  du  cylindre  dans  le  sens  positif  de  la  rotation,  une  longueur  con- 
stante  EK  =  o)'.  La  droite  OF  est  Taxe  dc  courbure  pour  la  trajcetoirc  d'un 
point  quelconquc  M  de  OE;  MC  pcrpendiculairc  sur  OF  est  la  normale  prin- 
cipale,  C  le  centre  de  courbure  de  cette  trajectoire.  » 


BULLETINS  de  l^Academie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaix- 
Arts  de  Belgique.  59"  anndo,  S*"  s6rie  (*). 

Tome  XVII  :  Janvier  a  juin  1889. 

Van  der  Mensbrugghe  (C).  —  Sur  Ics  proprietcs  physiques  dc 
la  coiiche  superficielle  libre  d'un  liquide  et  de  la  couclie  dc 
contact  d'un  liquide  et  d'un  solide.  (loi-iG^,  5i8-53-). 

Conclusions.  —  Les  theories  capillaires  dc  Laplace  ct  dc  Poisson  sent  en 
contradiclion  avec  dc  nombreux  rtisullals  de  I'expOrience;  la  ihcorie  de  Gauss 
et  cellc  dc  la  tension  superficielle  sent  ctroitement  litres  enlrc  elles,  ct  s'im- 
pliquent  reciproquemenl.  La  force,  soil  contractile,  soil  extensive,  de  la  surface 
de  contact  d'un  solide  et  d'un  liquide  dont  rexislence  peut  se  deduirc  de  la 
th(iorie  dc  Gauss,  decoulc  egalemcnt  de  Tapplicalion  du  principc  dc  raltraclion 
moleculaire  ct  sc  trouve  plcinemcnt  confirmee  par  rexpericncc. 

Dc  Ileen  (P-)-  —  Determination  de  la  lormule  theorique  cxpri- 
mant  les  variations  de  volume  que  le  mercure  eprouvc  avec  la 
clialeur.  (  i(38-i'j3). 


(•)  Voir  Dulletin,  t.  XV1„  p.  fC^-^'t^. 
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Lagrange  (Ch.).  —  Note  sur  une  ih^orie  de  la  variation  secu- 
lairc  da  magnetismc  lerrestre  deduite  de  donndcs  expdrimen- 
tales.  (i "3-207). 

Expost^  prd'Iiminairc  dcs  deductions  qui  ont  conduit  Taulcur  k  unc  hypothesc 
nouvcllc  :  Ic  mtigndtismc  scculaire  de  la  Torre  provient  d*un  potenticl  magnc- 
liquc  intericur  et  non  cxtdricur  ci  la  surface  lerrestre;  le  globe  terrestre  doit 
^tre  regard^  commc  un  aimant  ou  un  soldnoVde  en  rotation,  etc. 

Deruyts  {F,),  —  Sur  la  representation  de  I'homographie  de  sc- 
conde  espece  sur  la  cubique  gauche.  (3i  2-329). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport.  (3o6-3o9). 

Lc  but  de  Tautcur  est  de  rdsoudre  Ics  problemes  fondamcntaux  relatifs  6 
riiomographie  du  troisieme  ordre  et  de  secondc  espece.  L'autcur  y  parvient, 
par  des  reductions  succcssives  dc  la  question  k  trailer,  en  prouvant  que  I'ho- 
mographie H*  la  plus  gdndrale,  dont  les  trois  series  d'eiements  sont  figurdes  sur 
un  support  unique,  peut  ^tre  regard^e  commc  resultant  de  trois  involutions  I* 
marquees  sur  ce  mdnie  support. 

Servais  {CI.)*  —  Sur  les  ombilics  des  quadriques.  (366-384). 
Mansion  (P.).  —  Rapport.  (353-356). 

Applications  intdressantes  et  nouvelles  de  la  thdorie  des  transformations  bi- 
rationnelles,  sous  forme  gcom6trique  le  plus  souvent,  k  la  construction  des 
quadriques,  quand  on  en  connait  un  ombilic  et  d'autres  elements  en  nombrc 
suffisant. 

Deruyts  (/^.).  —  Sur  une  propri6t6  commune  aux  courbes  nor- 
males  des  espaccs  llndaires.  (545-554). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport.  (496-497)« 

Extension  a  un  espace  k  n  dimensions  dcs  proprictes  connues  dans  I'cspace 
k  trois  dimensions,  par  cxcmple,  de  ccllc-ci  :  «  Les  bisccantes  d'unc  cubique 
gauche  passant  par  un  m^me  point  de  celle-ci  formcnt  un  cune  du  second 
degre. » 

Le  Paige  {C),  —  Rapports  sur  trois  Mcmoires  de  M.  Deru^'ts. 
(493-495). 

Ccs  Memoires,  qui  ont  etc  publics  dans  le  Turnc  XLI  des  Mcmoires  couronnes 
et  Memoires  des  Savants  etrangers  de  rAcadeniie  de  Dclgiffuc,  forment  la 
suite  dcs  rccherches  dc  Tauleur  sur  Ics  semi-invariants.  M.  Deruyts,  dit  M.  Le 
Paige,  considerc  dcs  fonclions  nouvelles  auxquelles  il  donne  le  nom  de  semi- 
invariants  de  premiere  espece,  et  les  caracterisc,  soil  par  leur  mode  mCmc  dc 
formation,  soil  par  les  equations  aux  ddrivdes  parlicllcs  auxquelles  dies  satisfont. 
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II  fait  ensuitc  connatlrc  leur  expression  symboliquc  et  la  manidrc  do  les  dd- 
duire  d'un  certain  semi-invariant  de  premiere  especc.  II  deOnit  ensuite  d'autres 
expressions  qu'il  appelle  des  covariants  identiques  de  seconde  espice  et  d6- 
montre  le  thdoreme  suivant  : 

tf  Tout  convariant  k  un  nombre  quelconque  de  series  de  variables  est  une 
somme  de  produits  de  covariants  identiques,  par  des  polaires  de  covanants  pri- 
maires.  » 

La  determination  des  covariants  primaires  forme  Vobjet  du  troisieme  M^- 
moire.  L'auteur  parvient  k  d^montrer  le  th^oreme  vraimcnt  fondamental  : 

«  Tout  covariant  primaire  de  degr^  ty  par  rapport  k  une  forme  /,  est  une 
somme  de  covariants  d^riv^s  de  la  forme  /  et  de  covariants  primaires  c,  de 
degr6  t  —  I  par  rapport  k  la  forme  /.  » 

Ce  th^or^me  permet  de  construire,  de  proclie  en  proche,  tons  les  covariants 
primaires  d'un  systcme  de  forme  a  ^i  variables. 

Tome  XVIII  (juillet  k  d^cembre  1889). 

Folie  {F,).  —  Rapport  sur  un  M^moire  de  M.  Ch.  Lagrange. 
(7-9)- 

L'id^e  fondamentale  de  ce  Mdmoire  est  celle-ci  :  La  chaleur  peut  £tre  consi- 
d^r^e,  non  comme  un  mouvementde  la  mati^re,  mais  comme  une  force  propre- 
ment  dite,  fonction  de  la  distance  des  ^Idments  etdeleur  temperature  absolue. 
D'apr^s  Tauteur,  cette  force  6manc  de  la  surface  des  atomes  et  son  intensitc  est 
mesurce  par  la  lempt^ralure  absolue. 

Mansion  (P-)-  —  Rapport  sur  le  Memoire  intitule  :  Les/onctions 
pseudo-  et  hyperbernouUiennes  et  leurs  premieres  applica- 
tionSy  par  M.  G.  de  Longclianips.  (9-14)- 

Catalan  {E .).  —  Rcmarques  sur  un  Memoire  de  M.  G.  de  Long- 
champs.  (4  i-io)* 

Soicnl  A,,  A^,  A,,  A,,  ...  une  suite  iiidcfinie  do  coeflicionls  lies  entre  eux,  a 
parlir  de  Tun  d'eux,  par  une  loi  de  recurrence 

(i)  A„c?(rt)^  A,A,._,-f-  \,\„.,4-...4-A„_,\,-t-A„_.A,--^(A),. 

Dans  la  premiere  Parlic  do  son  iMemoirc,  I'aulcur  inontrc  comment,  au  mo>en 
de  ralgorilhnic  isobare  (i),  on  pcut  cxprinicr  la  loi  de  recurrence  d'un  grand 
nombre  dc  series  celebrcs,  celles  qui  rcprcsenlcni  e',  cosj-,  sin  a;;  m^me  en 
gendralisant  la  loi  (i),  il  parvient  au  dcveloppemcnt  de  snx. 

Dans  la  dcuxicnie  Parlic,  il  irouve  les  dcvcloppements  de  tangj:,  tanglix, 
a:cotj7,  jccothar,  xcosx,  secar,  appelecs  par  lui  fonctions  pseudo-bernoai- 
liennes. 

Dans  la  troisieme  Panic,  il  parvient  a  inlcgrer,  par  une  serie,  P^qualion  de 
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Riccati,  y'-h  Ky*=  Bx'",  en  partant  des  relations 

La  Note  de  M.  Catalan  contient  quelques  remarques  critiques  sur  divers 
points  du  M^moire  de  M.  de  Longchamps. 

Le  Paige  (C),  Catalan  {E,)^  Mansion  {P*)*  —  Rapports  sur  le 
M^moire  intitule  :  Sur  les  projections  et  contre-projections 
d^un  triangle  donniy  par  M.  Neaberg.  (i5-2o). 

Le  Mdmoire  de  M.  Neuberg  renferme  d'innombrables  propri^t^s  qu'il  est  dif- 
ficile de  rdsumer  et  qui  sont  relatives  :  i«  au  probUme  de  Simon  Lhuilier  : 

«  Trouver  un  plan  sur  lequel  un  triangle  donnd  A  se  projette  suivant  un 
triangle  B,  semblable  ^  un  triangle  donn^C;  trouver  un  second  plan  sur  lequel 
la  contre-projection  D  de  A  est  semblable  ^  C  » 

3"  A  la  th6orie  de  trois  figures  directement  semblables. 

Vander  Mensbrugghe  (G,).  —  Sur  un  genre  particulier  d'exp^- 
riences  capillaires.  (64'8o). 

De  Heen{P.).  —  Determination  a  I'aide  d'une  m^thode  nouvelle, 
du  coefficient  de  conductibilit^  calorifique  de  quelques  liquides 
homologues  organiques.  (192-208). 

De  Heen  (P-).  —  Determination  de  la  loi  g^n^rale  qui  r^git  la 
dilatabilite  des  liquides  en  partant  de  la  consideration  desmou- 
vements  mol^culaires.  (208-21 5). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport  sur  le  M^moire  intitule  :  Determina- 
tion des  fonctions  invariantes  de  formes  d  plusieurs  series 
de  variables,  par  M.  Deruyts.  (Sjy-Syp). 

Le  r^sultat  principal  du  travail  de  M.  J.  Deruyts  est  celui-ci  :  II  est  possible 
d'obtenir,  par  un  proc^d^  uniforme,  tous  les  covariants  de  formes  k  un  nombre 
quelconque  de  series  de  variables. 

Catalan  {E,).  —  Sur  une  formule  de  M.  Bachwitz.  (666-669). 

Catalan  {E.),   —  Sur  une  nouvelle  formule  de  M.  Bachwitz. 

(770)- 

I*  Cas  particulier  de  la  transformation  d'Euler 
Bull,  des  Sciences  mathem.,  2*  s^rie,  t.  XVIIL  (D^cembre  1894.)       R.t7 
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a*  Pour  des  valeurs  considerables  de  x  et  de  y^ 


,     /         V     ^y'''—{y  —  xY 
Iog(n-a?)=  >      - — -r^ — — 


Ronkar  (E.),  —   Sur  rentrainement  muluel  de  I'^corce  et  du 
nojau  lerreslres,  en  vertu  du  froltement  inl^rieur.  (798-813). 

Folie  (F,).  —  Rapport.  (768-769). 

M.  Ronkar  a  d^montrd  que,  dans  le  mouvement  relatif  d'un  sph^rolde  plus 
ou  moins  liquide  k  sa  surface  et  d'une  ^corce  solide  qui  la  recouyre,  on  a  les 
deux  th^oremes  suivants  : 

<c  i*>  Dans  les  mouvements  k  trds  courte  p^riode,  le  moufement  de  T^orce 
est  inddpendant  de  celui  du  noyau.  » 

«  2*>  Dans  les  mouvements  k  trds  longue  p^riode,  r^corce  et  le  noyau  se 
meuvent  comme  s'ils  ^taient  solidaires.  > 

Dans  la  Note  actuelle,  Tauteur  montre  qu'il  est  facile  d*assigner  un  coeffi- 
cient de  frottemeot  qui  permet  d'expliquer  la  nutation  diurne  et  la  precession; 
pour  la  nutation  annuelle,  il  n'arrive  pas  &  des  r^sultats  aussi  nets. 


M£M0IRES  de  l*Academie  rotale  des  Sciences,  des  Lbttrbs  et  dbs  Beaux- 
Arts  DE  Belgique. 

Tome  XLVII,   1889  (»). 

Catalan  {E ,).  —  Seconde  Note  sur  les  fonctions  X,^.  (12  pages). 

Catalan   (E.).    —  Nouvelles  propri^l^s  des  fonctions  X„.  (12 

pages). 

Catalan  {E .).  —  Nouvelles  propriet^s  des  fonctions  X„  (supple- 
ment). (24  pages). 

Ces  M^inoires,  peu  susceptibles  d'analyse,  rcnferment  d'innombrables  relations 
ancienncs  ou  nouvelles  sur  les  fonctions  X„.  Beaucoupsont  obtenues  au  moyen 
de  la  formule 

;:X„=2''   /     sin''9(a7sin9 -h  v'— icos9)'*e/9 
probablement  nouvellc. 


(•)  Voir  Bulletin,  XIII,,  p.  28-29. 
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Catalan  {E,),  —  Remarques  sur  certaines  int^grales  d^finies. 

(8  pages). 

Sur  les  integrates  frullaniennes.  Voir  Bulletin  de  I'Academie  de  Belgique, 
(3),  t.  XIII,  p.  474-477. 

Catalan  (E.),  —  Sur  un  tableau  num^rique  et  sur  son  applica- 
tion a  certaines  transcendantes.  (26  pages). 

Sur  des  series  doubles.  Voir  Bulletin  de  V Academic  de  Belgique,  (3 ),  t.  Xill, 
p.  477-481. 


M£M0IRES  couronn^s  et  M^moires  des  Savants  Strangers  publics  par  I'Aca- 
d^mie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  el  des  Beaux-Arts  de  Belgique  (*). 

Tome  L;  i8go. 
Ne  contient  aucun  M6moire  de  Math^matiques. 

Tome  U;  1889. 

Bonkar{E,),  —  Sur  I'influence  du  frottement  et  des  actions  mu- 
tuelles  int^rieures  dans  les  mouvements  p^riodiques  d'un 
systeme.  Application  au  sph^roi'de  terrestre  (55  pages). 

Ce  M^moire  a  ^t^  analyst,  en  1888,  dans  le  Tome  XV,  p.  489-500,  du  Bulletin 
de  I'Academie  de  Belgique, 

Beaiipain  (J.).  —  M^moire  sur  quelques  formules  de  Calcui  inte- 
gral. (60  pages). 

Beaupain  («/•).  —  Nouvelles  recherches  sur  quelques  formules  de 
Calcui  integral.  (4o  pages). 

Voir  Bulletin  de  I'Academie  de  Belgique,  t.  XVI,  p.  iS-ig,  843-5 '19;  1888. 

Deruyts   (^.).    —    Sur    la    generalisation    des   semi-invariants. 

(20  pages). 


(')  Voir  Bulletin,  XIII,,  p.  37-28. 
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Deruyts  (J*)-  —  Sur  la  transforraalion  lin^aire  de  la  th^orie  des 
covarianls  (22  pages). 

Deruyts  (/.).  —  Sur  la  loi  de  formation  des  fonctions  inva- 
riantes.  (16  pages). 

Voir  Bulletin  de  I 'Academic  de  Belgigue,  (3),  t.  XVII,  p.  493-395,  ane  ana- 
lyse de  ces  M^moires  par  M.  Le  Paige.  M.  J.  Deruyts  a  r^uni  ea  1891,  rensemble 
de  ses  recherches  en  un  Ouvrage  special  dont  il  sera  rendu  compte  ulUrieure- 
ment. 

Ouvrages  86par6s« 

Gilbert  {Ph.).  —  M^moire  sur  rapplication  de  la  m^thode  de  La- 
grange k  deux  problimes  de  mouvemenl  relatif.  Paris,  Gauthier- 
Villars,  in-8,  200  pages. 

Nouvelle  Edition  d'un  Mdmoire  publid  dans  les  Annalcs  de  la  Socie'te  scien- 
tifique  de  Bruxelles,  t.  VI,  p.  370*374;  t.  VII,  p.  n-iio.  L'introduction  a  rc^u 
quelques  d^veloppements  dans  la  nouvelle  Edition. 

Houzeaii  et  Lancaster.  —  Bibliographie  g^n^rale  de  I'Astro- 
nomie.  T.  I,  a*  Partie.  Paris,  Gauthier-Vlllars. 

La  premiere  Parlie  du  Tome  I  a  paru  en  1882,  le  tome  II  en  i885.  La  seconde 
Parlie  du  Tome  I  conlient  :  biographies,  commerce  dpistolaire, ouvrages  didac- 
tiques,  Astronomic  sph<iriquc.  Astronomic  th<^orique  (cxx-765  pages  avec  por- 
trait de  Ilouzeau).  Voir  une  notice  sur  cette  seconde  Partie  dans  Ic  Bulletin 
de  I'Academie  de  Belgique,  t.  XVIII,  p.  5 16-517. 

Massau  (J.)-  —  Appendice  au  M^moirc  sur  rintegration  gra- 
pliique  el  ses  applications.  Gand,  Hoste.  In-4"  de  264  pages 
avec  'A  planches. 

Suite  d'un  Ouvrage  analyst^  anterieuremcnt  dans  Ic  Bulletin.  I.  Sur  la  con- 
struction des  fonctions  entidrcs  donn^es  par  un  nombre  suffisant  dc  valeurs  et  dc 
valcurs  dc  Icurs  derivecs.  II.  Thcorcme  sur  rinfluence  d'unc  charge  mobile. 
Charge  quclconque.  Charge  parabolique;  train  dc  charges  uniformes;  train  dc 
forces  isol<^es  sur  une  poutre  k  deux  appuis;  poutrcs  prismatiqucs;  poutres  k 
sections  variables;  poutres  en  arc.  III.  Sur  les  moments  des  divers  ordrcs.  IV. 
Accords  dc  surfaces  et  dc  syst(}mes  conccntr(^s.  V.  Calcul  d'une  integrale  d'ordre  n 
par  une  quadrature.  VI.  Interpolation  parabolique.  VII.  Complements  d'inl^- 
gration  graphiquc.  VIII.  Integrations  approchccs.  I\.  Interpolation  par  la  mc- 
thode  des  moindrcs  carres.  X.  Les  accords  et  les  poutres  droites.  XI.  Historiquc. 
Supdrioritt^  des  mdthodes  naturcllcs  d'integration  graphiquc  sur  les  methodes 
souvent  artificiellcs  dc  la  Statiquc  graphiquc.  Les  Chapitrcs  IV  a  IX  cuntienncnt 
sur  rintegration  approchec  des  rcclicrclics  importantes. 
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Massau  (J^.).  —  Note  sur  la  resolution  graphiqiie  des  Equations 
dii  premier  degr^.  Gand,  Hoste.  In-8°  de  22  pages. 

Carnoy  {J»)»  —  Cours  de  G^om^trie  analytique.  G^omeirie  de 
I'espace.  4*  Edition,  revue  et  augment^e.  Louvain,  Pee ters. Paris, 
Gauthier-Villars,  in-8°  de  xii-535  pages. 

Voir  UD  compte  rendu,  Mathesis^  t.  IX,  p.  2a3-aa4;  1889. 


MATHESIS,  RECUEiL  mathematique  a  l'usage  des  ecoles  speciales  et  des 
ETABLisSEMENTS  D*  INSTRUCTION  MOTBNNE,  publi6  par  P.  Mansion  et  /.  Neu- 
berg.  Paris,  Gauthier-Villars;  Gand,  Hoste  ('). 

Casey  {J.).  —  G^om^trie  ei^mentaire  r^cente.  (S-^o). 

Expose  syst^matique  ^l^mentaire  des  theories  qui  se  groupent  autour  des 
propri^lds  du  point  de  Lemoine  (ou  de  Grebe)  et  des  points  de  Brocard.  C'est 
la  traduction  du  Chapitre  suppl^mentaire  de  TOuvrage :  A  sequel  to  the  First 
six  books  of  the  Elements  of  Euclid,  Ce  travail  est  divis^  en  huit  sections  : 

1.  Points  isogonaux  et  isotomiques,  antiparall^les,  sym^dianes.  2.  Th^orie  de 
deux  figures  directement  semblables.  3.  Cercle  de  Lemoine,  de  Tucker  et  de 
Taylor.  4.  Th^orie  gdndrale  de  trois  figures  semblables.  5.  Application  sp^ciale 
de  la  th^orie  des  figures  directement  semblables.  6.  Th^orie  des  polygones  har- 
moniques.  7.  Th^orie  g^n^rale  des  figures  associ^es.  8.  Exercices  divers. 

Breton  (Ph.).  —  Sur  une  ^pure  de  G^om^trie  descriptive.  (78- 

75). 

Etude  des  normales  communes  k  deux  c6nes  de  revolution  donnas. 

Peano  (G.),  —  Sur  le  determinant  wronskien.  (75-76;  no- 11 2). 
Soient  X  =  ^',  Y  =  t  mod/ ;  on  aura 

XYj  — XlY  =  o 

et  cependant  entre  X  et  Y  il  n'y  a  pas  de  relation  lin^aire  homog^ne.  Done  le 
th^or^mc  fondamental  sur  les  wronskiens  comporte  des  restrictions  dans  son 
^nonc^. 


(•)  Voir  Bulletin,  XVI^,  p.  5a-55. 
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Malet  (J.-C).  —  Quelques  propri^l^s  d'une  quartique  plane  Iri- 
nodale.  (89-98). 

Th^or^mes  divers  sur  ces  courbes,  avec  les  th^or^mes  correspondants  relatifs 
k  la  sextique  plane  ayaDt  six  points  de  rebroussement  et  quatre  points  doubles. 

Exemple.  —•  i*  Les  six  points  od  les  tangentes  nodales  rencontrent  une 
quartique  trinodale  sont  sur  une  conique;  2*  Les  tangentes  ^  une  quartique 
trinodale,  menses  par  les  nceuds  et  distinctes  des  tangentes  nodales,  touchent  la 
courbe  en  six  points  qui  sont  sur  une  conique. 

On  peut  aussi  d^duire,  de  la  consideration  d'une  quartique  trinodale,  des 
th^or^mes  relatifs  ^  un  syst^me  de  deux  coniques. 

Mansion  (P.).  —  Solution  de  la  question  243  (B.  Peirce).  (97- 

98). 

A  un  certain  jeu,  le  joueur  A  gagne  un  point  chaque  fois  qu'il  tire  une  boule 
blanche  d'une  urne  qui  contient  3  boules  blanches  et  3  boules  noires;  chaque 
fois  qu'il  tire  une  boule  noire,  il  perd  tons  ses  points  et  B  en  gagne  un;  B 
d'ailleurs  ne  fait  jamais  de  tirage.  Quelle  est  la  probability  pour  A  de  faire  n 
point  le  premier? 

La  probability  que  A  fasse  n  points  cons^cutifs  est  |-  ]  ;  celle  que  B  gagne 
point,  '—(c)  »  '3  probability  de  B  de  gagner  I '  —  (  h)    I  »  ctWe  de  A, 
I  —  1 1  —  (  r  J    I  •  Pour  71  =  3,  cette  derni^re  probability  est  o,5i8. 

Servais  {CL).   —  Sur  un   certain  cercle  analogue  au  cercle  de 
courbure.  (io5-io6).  —  Sur  le  cercle  osculateur.  (iSG-iS^). 

La  limitedu  cercle  circonscrit  A  un  triangle  circonscrit  k  une  courbe,  lorsque 
deux  des  points  de  contact  sc  rapprochent  ind^fmiment  du  troisieme  M,  est  un 
cercle  tangent  A  la  courbe  au  point  M  et  dent  le  rayon  est  le  quart  du  rayon 
de  courbure  de  la  courbe  en  ce  point.  Le  cercle  osculateur  est  la  limite  de  Tun 
des  cercles  cx-inscrits  au  mdme  triangle. 

Mansion  (P.).  —  L'arc  de  grand  cercle  est  le  plus  court  chemiu 
d'un  point  a  un  autre  sur  la  sphere,  (i  12-1 16;  218-21 4). 

Critique  des  ddmonslrations  de  Legcndrc,  Blanchet,  J.  Dclaunay,  HoUel.  De- 
monstration elemenlairc  du  iheoreme  suivant  : 

«  On  peut  inscrire,  d'une  infinite  de  manicrcs,  dans  une  courbe  quelconque 
Iraciie  sur  la  sphere,  un  polygone  dont  le  pdrimctre  surpasse  Tare  de  grand 
cCrcle  qui  joint  les  extremities  de  la  courbe. 

Lucas  (Ed.).  —  Sur  les  coordonnces  tripolaircs.  (129-134;  173- 

181). 


un 
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Cette  6tude  a  pour  but  de  montrer  I'utilit^  du  sysUme  des  coordoun^es  tri- 
polaires  dans  la  recherche  des  propri^tds  de  syst^mes  formes  par  des  points, 
des  droites  et  des  cercles.  L'auteur  appelle  coordonn^'es  d'un  point  P  les  carr^s 
de  ses  distances  aux  trois  sommets  du  triangle.  Voici  les  sujets  trait^s  :  Equa- 
tions du  cercle,  de  la  droite,  du  triangle  circonscrit  au  triangle  de  r^f^rence, 
des  cdt^s  de  ce  triangle.  Distance  de  deux  points.  Relation  fondamentale  entre 
les  trois  coordonn^es  d'un  point  et  les  dl^ments  du  triangle.  Segments  capables. 
Hauteurs  du  triangle.  Inversion  par  rapport  au  cercle  circonscrit.  Cercles  iso- 
tomiques.  Bissectrices  et  cercles  tangents.  Points  de  Brocard.  Cercles  de  Lucas. 

DemouUn  {A.),  —  Remarque  sur  une  propri^l^  fondamentale 
des  wronskiens.  (i36). 


Si  Ton  pose 


\\{y,Z,U,v)  = 


y"   ^' 


u 
u' 
u' 


V 


on  a 


\\,'{y,z,u,  v)  =  y*Vf 


(z     u     v\ 
*'  y*  y  yJ 


Fourier  el  Monge,  —  Une  discussion  sur  ia  ligne  droite.  (iSy- 
i4i). 

Fourier  propose  de  d6finir  la  droite,  le  lieu  des  points  situ^s  k  la  m^me  di- 
stance de  trois  points  donnas;  le  plan,  le  lieu  des  points  k  ^gale  distance  de  deux 
points  donnds;  la  circonf^rence,  le  lieu  des  points  dont  les  distances  k  deux 
points  fixes  sont  donn^es;  la  sphere,  le  lieu  des  points  dont  la  distance  k  un 
point  fixe  est  donn^e. 

Cesdro  {E,),  —  Solution  de  la  question  394  (Weill).  (i42-i43). 

Le  seul  triangle  dans  lequel  le  rapport  de  deux  angles  est  un  nombre  entier, 
et  od  en  m^me  temps  les  c6t^s  sont  exprim^s  par  trois  nombres  entiers  cons^- 
cutifs,  est  celui  dont  les  c6t^s  sont  entre  eux  comme  les  nombres  4»  ^y  ^• 

De  Longchamps  (C).  —  Sur  le  cercle  de  Joachimsthal.  (i53- 
i56). 

Soient  A,  B,  C,  D  les  pieds  des  quatre  normalcs  menses  d'un  point  M  k  une 
conique  E  de  centre  O.'La  perpcndiculaire  abaiss^e  du  centre  ABC  sur  la  corde 
commune  i  E  et  au  cercle  osculateur  en  A  et  les  trois  droites  analogues  con- 
courent  au  milieu  O'  de  OM.  Le  cercle  ABC  passe  par  D'  sym^trique  de  D,  par 
rapport  k  O ;  par  la  projection  de  M  sur  la  corde  suppl^mentaire  de  la  normale 
en  D,  relativement  au  diam^tre  DD';  enfin  par  D",  second  point  d'intersection 
du  cercle  ayant  pour  centre  O',  et  pour  rayon  O'D',  avec  la  corde  commune 
^  E  et  au  cercle  osculateur  en  D". 


i3a  SBCONDE  PAllTIB. 

Brocard  (fl.)  et  Mansion  {P.).  —  La  Trigonom^trie  reculigm 
r^duile  &  uoe  seule  formule  d'apres  J.  Ozanara.  (161-164  ^ 

Mansion  (P.).  —  Snrk  formule  d'07.anam.  (i8i-i8a).  J 

Mansion(P.).  —  Eocore  U  formule  d'Ozaaam.  (365-367). 

Dtns  UD  UianBle  rectjogle  iciltne  ABC,  le  nombre  lie  dofi^l  da  pim  falit 
angle  B,  ditiU  par  173,  ot  i.  pen  pita  6gil  an  rapport  dn  ^nt  petit  edU  k  la 
tomme  de  I'antre  cdU  et  da  double  de  I'hjpotioue. 

Eieraplu.  DitnoDitratioD  par  le  Calcol  diffirentie]  on  par  la  IWgoaowt 

trie  ilimenUire.  Table  det  valesn   de   la  fonctioB  ~ — : 't  toqjonn  t 

pen  pri*  <gale  i  3.  d'aprto  le  tbiortoie  d'Ocanain  (on  plntAt  de  Saell,  d'aprtt 
Le  Paige,  MatlutSt,  t.  X,  p.  34>. 

.  Peano  {G.).  —  Une  nouvelle  forme  da  reste  dans  la  formule  de 

Taylor.  (i8a-i83). 

Si  fx  eat  nne  fonclion  ajant  del  d&irieB  d'ordre  i,  a,  3,  ...,{n  — ■)  poar 
lea  TBleDTS  de  x,  k  x,+  h,  et  nae  d^rivte  d'oidre  n  ponr  x  =  x,,  on  a 


f{x.  +  h)  =  fx.-t--^fx.+.. 


A— 


A,  itant  nne  partie  de  A;  ■  a  pour  limite  ifao,  ai  limA  =  o. 

Cesdro  (E.).  —  Etude  iDtrins^qne  de  quelques  courbes  planes. 
(309-2 1  a). 

&tudc  de  quelques  courbes  doal  les  rayons  de  courbure  partageat  harmo- 
niquement  leg  segmenU  intercept's  sur  les  nonnales  par  one  cooique  inTariable. 

Mantel{fV.).  —  Sur  une  projection  imagioaire.  (217-219). 

£[ude  de  la  tranirorination  y  =  u,  x  =  v^^i. 

Fauquembergue  (£"-).  —  Note  sur  I'^qualion  ind^termin^e 
U^+v*  =  s*-\-^v*.  (241-243). 

La  solution  de  DesbOTCi  eat  identiqne  an  fond  i  Tune  des  aolatioDs  d'Euler. 
Jamet{V.).  — Sur  une  Equation  difT^rentielle  lin^airc.  (a5o-25i). 

Integration  par  les  si^ries  de  I'liqiiatioD  ny  —  xy'  -t-  by'. 

Servais(Cl.).  —  Sur  la  reversibility  de  la  transformalioD  lineairc. 

(267-268). 
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Complement  d'un  article  ant^rieur  {Mathesis,  t.  VII,  p.  90-91). 
Article  divers,  questions  resolues,  questions  d'examen,  questions  proposees, 
bibliographie  (passim). 

Table  des  matidres.  —  (281-288). 

Suppl6meDts. 

I.  Gob  (A.).  —  Notes  de  G^om^trie  r^cente.  (16  pages). 

1.  Sur  la  droite  et  le  cercle  d'Euler.  2.  Sur  les  cercles  de  Neuberg.  Contri- 
butions k  la  G^om^trie  r^cente,  difficiles  k  r^sumer.  Ce  travail  est  extrait  du 
t.  XVI,  2*  s^ric  des  Memoires  de  la  Socidte  royale  des  Sciences  de  Liige. 

II.  Clasen  (B.-I,).  —  Sur  une  nouvelle  m^thode  de  resolution 
des  Equations  lineaires  el  sur  rapplication  de  cette  m^thode  au 
calcul  des  determinants.  (4o)* 

Ce  M^moire  est  extrait  des  Annates  de  la  Societe  scientifique  de  Bruxelles, 
t.  XII. 

III.  Vigarie  (Em.).  —  Premier  inventaire  de  la  Geom^trie  du 
triangle. 

Resume  extr6mement  bien  fait  des  principaux  r^sultatsrelatifs  k  la  G^om^trie 
du  triangle  (104  definitions  ou  th^oremes). 


ANNUAIRE  DE  L'ACADfiMlE  ROYALE  DES  SCIENCES,  des  Lettres  et  des 
Beaux-Arts  de  Belgique.  1890.  56'  ann6e.  Bruxelles,  Hayez,  MDCCCXC. 

Liagre  (/.).  —  Notice  sur  Jean-Cbarles  Houzeau.  (207-310). 

Biographie  de  I'astronome  J.-Ch.  Houzeau  de  Lehaye,  ni  k  Mons  le 
7  octobre  i8ao,  mort  k  Bruxelles,  le  la  juillet  1888.  Ses  principaux  Ouvrages 
sont  les  suivants  :  1.  Physique  du  globe.  2.  Regies  de  Climatologie.  3.  G^ogra- 
phie  physique  de  la  Belgique.  4.  Histoire  du  sol  de  TEurope.  5.  Etudes  sur  les 
facult^s  mentales  des  animaux.  6.  Le  ciel  mis  k  la  port^e  de  tout  le  monde. 
7.  L'^tude  de  la  nature,  ses  charmes  et  ses  dangers.  8.  Uranom^trie  g^n^rale. 

9.  Repertoire  des  constantes  de  TAstronomie  ou  Vade-mecum  de  TAstronome. 

10.  Traits  ^Idmentaire  de  M^t^orologie.  11.  Bibliographie  g^n^rale  de  I'Astro- 
nomie  (en  collaboration  avec  A.  Lancaster). 
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BULLETIN  DE  L'ACADfiMlE  ROYALE  DES  SCIENCES,  des  Lettres  et  des 
Beaux-Arts  de  Belgique.  3*  s^rio. 

Tome  XIX,  Janvier  k  juin  1890. 

Liagre  (/.).  —  Qiielques  mots  k  propos  de  la  Notice  de  M.  E. 
Ronkar :  Sur  V entratnement  mutuel  de  I'^corce  et  du  noyau 
terrestres  en  vertu  du  frottemenl  interieur,  (54-6o). 

Folie  (F,).  —  R^ponse  k  la  Note  du  G^n^ral  Liagre.  (353-36i). 

Ronkar  {£.),  —  Sur  rentrainement  mutuel  du  noyau  et  de 
I'^corce  terrestres  en  vertu  du  frottement  (43 1 -444)- 

Ronkar  (B,),  —  Sur  T^paisseur  de  T^corce  terrestre  d^duile  de 
la  nutation  diurne.  (399-431). 

Folie  (F.),  Lagrange  et  de  Tilly,  —  Rapports  sur  ces  M^moires. 

(328-338). 

1.  M.  Liagre  Uche  d'^noncer  explicilement  les  hypotheses  sur  lesqaelles 
s'appuie  M.  Ronkar  dans  un  Travail  anl^rieur.  II  eslime  d'ailleurs  que  le 
noyau  et  T^corce  terrestres  engren^s  Tun  dans  Taatre  tournent  simultan^ment 
ensemble. 

2.  M.  Folie  fait  observer  que  les  observations  des  ^toiles  voisines  du  pAlc 
semblenl  prouver  I'exislcncc  de  la  nutation  diurne.  Pour  qu'elle  soil  possible 
et  que  M.  Ronkar  ait  raison,  il  suffil  de  prendre  pour  noyau  du  globe  la  partie 
non  engrende  dans  I'^corce. 

3.  M.  Ronkar  reprend,  dans  le  troisieme  Travail  cite,  d'une  manidre  appro- 
fondie,  la  question  de  Tentralnement  mutuel  de  Tdcorce  et  du  noyau  terrestres. 

4.  Dans  le  suivant,  admettant  comme  postulat  une  faible  nutation  diurne, 
il  en  deduit,  au  moyen  d'hypotheses  complementaires,  I'tipaisseur  de  I'dcorce 
terrestre. 

5.  Les  rapporteurs  font  ressortir  les  resultats  obtenus  par  M.  Ronkar,  sans 
dissimuler  les  objections  que  Ton  pent  encore  y  faire. 

f^an  der  Mensbrugghe (G.),  —  Sur  la  condensation  de  la  vapeur 
d'eau  dans  les  espaces  capillaires.  (loi-i  10). 

La  vapeur  d'eau  se  condense  plus  facilement  sur  les  corps  pr^sentant  une 
infinite  d'cspaces  capillaires  concaves,  d'apres  une  formule  de  Sir  William 
Thomson.  Ce  principe  cxplique  une  foule  de  phenomenes,  en  particulier  la 
formation  des  brouillards  et  des  nuagcs  quand  il  y  a  dans  Talmosphere  des 
pariicules  solidcs  servant  dc  noyaux  de  condensation. 
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Folie  (F.).  —  Guslave-Adolphe  Him.  (175-179). 

Folie  {F.y  —  Ghr.-H.  Bujs-Ballot.  (180-181). 

De  Heen  (/^.).  — Determination  des  variations  que  le  coefficient 
de  diffusion  ^prouve  avec  la  temperature  pour  des  liquides 
difi(6rents  de  I'eau.  (197-206). 

Servais  (CL),  —  Quelques  propri^t^s  des  coniques.  (231-241). 

Le  Paige  (C),  —  Rapport.  (160-161). 

Servais  {CL).  —  Sur  les  centres  de  courbure  des  lignes  d^crites 
pendant  le  d^placement  d'une  figure  plane  dans  son  plan.  (241- 
245). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport.  (161-162). 

Servais  (CI,),  —  Sur  I'hyperbole  ^quilat^re.  (759-768). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport.  (736-737). 

Nouvelles  applications  d'une  transformation  quadratique  birationnelle  sp^- 
ciale,  principalement  k  la  th^orie  de  la  courbure  des  coniques. 

Deruyts  (/.).  —  Sur  les  fonctions  semi-invariantes.  (255-272). 
Le  Paige  {€.),  —  Rapport.  (i65-i66). 

Propri^t^s  principales  et  modes  divers  de  formation  de  certaines  fonctions 
qui  d^termincnt  d'une  maniere  simple  des  semi-invariants. 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Discours  prononc^  aux  fun^- 
raiiles  de  Ch.  Montigny.  (3o8-3i2). 

De  Calignj  {A.),  —  Recherches d^Hydraulique.  (3i3-3i7),  (5o3- 
609),  (728-734). 

Schoentjes  {H,),  —  Projet  d'experiences  destinies  k  verifier  si  la 
lumi^re  polaris^e,  dont  le  plan  de  polarisation  oscille,  exerce 
une  influence  sur  le  champ  magnetique.  (444*468). 

De  Heen  (/^.),  Lagrange  (C).  —  Rapports.  (3i9-32i ;  321-328). 

Le  second  rapporteur  fait  connaltre  les  raisons  qui  permetient  dc  conserver 
la  thdorie  dc  la  lumi<}re  de  Cauchy,  m^mc  si  les  experiences  propos^es 
r^ussisscnt.  ' 
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Servais  {CL).  —  1.  Sur  les  points  caracUrisUques  de  quelqaes 
droites  remarqaables  dans  les  coniques.  (5 19-528).  2.  Sur  k 
coarbure  des  courbes  du  second  degr^.  (529-540). 

Le  Paige  {C.),  —  Rapport.  (5io-5ia). 

G^n^alisation  de  recherches  aoUrieares  qu'il  est  difficile  de  rfeomer. 

Demoulin  {A,).  —  Note  sur  le  developpement  en  s^rie  des  fonc- 
tions  sinus,  cosinus  et  de  la  fonction  exponentielle.  (54 1-542). 

On  obtient  ces  s^es  en  integrant  an  nombre  anffisant  de  fois  les  in^lit^s 
cosa?<i,  r-*<i. 


Catalan  {E.).  —  Consequences  d'un  thdor^me  d'Algibre.  (742- 
746). 

Si  a,  6i . . .,  /  sont  des  qaantitds  inhales,  la  sdmine 

'^{jzrz'^F^^  "*'-"*"rir7J(^-a).(6-c)-... (*  —  />• 

V » 

/     i_  I  I     \ 1 

'^\l-a  ■*"  /-6  •+••••■*"  /-.A-;(/-a)«(/-c)-...(/~Ar)- 

est  6gale  k  z^ro. 

Ronkar  (E.).  —  Sur  rentrainement  mutual  de  T^corce  et  du 
noyau  terrestres  en  vertu  du  frottement  int^rieur.  R^ponse^la 
Notice  de  M.  Liagre.  (746-758). 

Lagrange  (C).  —  Rapport.  (734-736). 

M.  Ronkar  defend  son  th^ordme,  en  pr^cisant  les  hypotheses  sur  lesquelles 
il  repose,  mais  par  I^  mtoe  il  semble  en  diminuer  la  port^e. 

Tome  XX,  juillet  a  d^cembre  1890. 

De  Caligny  {A.).  — Recherches  d'HydrauIique.  (6-10). 

Van  der  Mensbrugghe  (6?.).  —  Sur  la  propri^te  caract^ristique 
de  la  surface  commune  a  deux  liquides  soumis  a  leur  afGnite 
mutuelle.  (32-37;  253-264). 

Si  Tafflnitc  des  deux  liquides  surpasse  la  sommc  de  leurs  tensions  snperfi- 
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ciellesy  la  rdsultante  des  actions  existant  i  la  surface  de  contact  tend  i  augmenter 
cette  surface.  Cette  r^sultante  peut  ^tre  appel^  force  d'extension, 
Nombreuses  experiences  ou  observations  pour  confirmer  cette  loi. 

Deruyts  (J-)-  —  Sur  les  covariants  primaires.  (i  i6-i32).  —  Sur 
la  reduction  dcs  formes  invariaDtes.  ('jdS-a^i). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport.  (16-17;  23 1). 

DwelshauverS'Dery,  —  Sur  une  Notice  biographique  relative  a 
G.-H.  HirD.  (i32-i37). 

Maus.  —  Rapport.  (i4-i6). 

Dans  un  Travail  de  M.  Him,  public  en  i854y  ce  physicien  affirme  avoir  trouv^ 
le  principe  de  T^quivalence  de  la  chaleur  et  du  travail,  dans  un  cas  particu- 
lier,  avant  d'avoir  connaissance  des  r^sultats  obtenus  par  Mayer. 

Servais  (CL).  —  Sur  les  involutions  cubiques  conjugu^es.  (272- 
280). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport.  (232-233). 

Demonstration  simple  de  propri^t^s  de  ces  involutions  dtablies  par  MM.  J^m. 
Weyr  et  C.  Le  Paige,  et  propri^t^s  nouvelles. 

Cesdro  {£,),  —  Sur  les  demonstrations  du  th^or^me  de  Staudt 
et  de  Clausen.  (280-289). 

Mansion  (P-)-  —  Rapport.  (233-236). 

L'auteur  ^tablit  I'identite  substantielle  des  demonstrations  de  Catalan, 
Radicke,  Lucas  et  donne  une  interpretation  de  certains  determinants  qui  se 
rencontrent  dans  la  derniere.  Cela  equivaut  au  fond  ^  une  demonstration  par- 
ticUe  nouvelle. 

Schoentjes  (//.).  —  Sur  les  deformations  que  font  naitre,  dans 
un  hemisphere  creux  mdtallique,  le  choc  et  la  pression  d'un 
corps  dur.  (296-306). 

Van  der  Mensbrugghe  (G,).  —  Rapport.  (237). 

Les  deformations  ont  une  regularite  plus  grande  qu'on  ne  Vedi  conjecture 
a  priori. 

Servais  (CL).  —  Sur  les  points  d*inflexion  dans  les  cubiques. 
(453-462). 
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Le  Paige  (C).  —  Rapport.  (43 1 -433). 

Demonstration  tr^  simple  d'un  grand  nombre  de  propriety  des  points  d'in- 
flexion  des  cubiques,  dont  quelques-unes  sont  nouvelles. 

Le  Paige  (C).  —  Un  astronome  beige  dii  xvii®  siecle.  (709-727). 

Godefroid  Wendelin,  n^  k  Herck,  le  6  juin  iSSo,  mort  apr^s  1660,  a  le  premier 
trouv^  la  variation  de  la  dur^e  des  oscillations  du  pendule;  il  a  constat^  el 
etabli  la  diminution  continue  de  I'obliquit^  de  I'^cliptique;  il  a  calculi,  ayec 
une  exactitude  plus  grande  que  ses  pr^d^cesseurs,  la  parallaxe  du  Soleil ;  enfin 
il  a  contribu^  &  ^tablir  le  syst^me  de  Kapler. 


M£M0IRES  db  la  Sogij&te  royals  des  Sciences  de  Liege.  —   a*  s^rie. 
Tome  XVI.  Paris,  Roret;  Bruxelles,  Hayez.  Avril  1890  (*). 

Graindorge  (^.).  —  Integration  des  Equations  de  la  Dynamique. 
(V,  290  pages). 

D^veloppement  de  la  dissertation  inaugurale  de  I'auteur  (1871),  contenant  le 
resume  des  Travaux  de  Lagrange,  Poisson,  Hamilton,  Jacobi,  Donkin,  Ber- 
trand,  Liouville,  Bour,  Darboux,  Mayer,  avec  des  applications  k  la  th^orie  des 
perturbations. 

Gob.  —  Sur  la  droite  et  lecerclc  d'Euler.  (1-7).  — Sur  les  cercles 
de  Neuberg.  (i-i4). 

Contributions  k  la  G^om^trie  rdccnte  du  triangle  qu'il  est  difficile  dc  r^sumcr. 

Neither g  («/.).  —  Sur  les  figures  affinement  variables.  (1-12). 

Euler  et  Mobius  appellent  ajffine  ii  elle-m(ime  la  figure  formdc  par  irois  points 
M,,  Mj,  M,  de  masse  m,,  m,,  m,  el  par  leiir  ccnlrc  de  pravilt^.  L'aulcur  cHudie 
les  proprieles  d'une  pareille  figure  mobile.  Voici  I'un  des  ihdorcmes  auxqucls 
il  arrive  :  «  Lorsqu'une  figure  plane  se  nieut  en  rcsiant  loujours  semblable  k 
ellc-m«^mc,  I'airc  engendrde  par  le  rayon  vectcur  de  I'un  dc  ses  points  est  pro- 
porlionnelle  k  la  puissance  dc  ce  point  par  rapport  k  une  circonference  fixe; 
tous  les  points  dont  les  rayons  vectcurs  dccrivenl  la  m6mc  aire  apparticnnent 
k  une  miime  circonftirence.  » 

D^Ocagne.  —  Kemarques  sur  une  transformation  quadratique 
reciproque.  (i-io). 


(•)  nullctin,  W!,.  |).  .Vj-57, 
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Neuberg  (/.).  —  Remarque  sur  une  transformation  quadratique. 

(1-12). 

La  transformation,  dans  le  plan  et  dans  Tespace,  dtudi^e  dans  ces  deux  Notes, 
pent  se  d^finir  comme  il  suit,  dans  le  plan  :  a  et  a'  sont  les  c6t^s  d'un  angle 
constant,  b  et  b'  d'un  autre  angle  constant.  Quand  les  deux  angles  semeuvent 
autour  de  leurs  sommets,  les  c6t^s  a,  b  se  coupent  en  M,  a'  et  b'  en  M'.  Les 
points  M  et  M'  sont  les  points  correspondants.  Les  deux  auteurs  ^tudient  cette 
transformation  avec  soin,  par  TAnalyse  et  la  G^om^trie,  et  la  rattachent  k  la 
th^orie  g^n^rale  dcs  transformations  quadratiques. 


REVUE  D£S  QUESTIONS  SQENTIFIQUES,  publico  par  la  Soci^t6  scienti- 
6que  de  Bruxelles. 

Tome  XXVII,  i"'  semestre  1890. 
Thirion  (/.).  —  L'Astronomie  sid^rale.  (83-i36). 

Expos^  k  la  fois  syst^matique  et  historique  de  ce  que  nous  savons  sur  I'^clat, 
la  couleur,  la  yariabilit^,  le  mouvement  propre  et  la  distance  des  ^toiles. 

Thirion  (/.).  —  Le  R.  P.  Perry.  (aoi-ao8). 

Notice  biographique  et  bibliographique  sur  Stephen  John  Perry,  n€  k  Londres 
le  36  aoilt  1 833,  mort  en  Janvier  1890,  I'un  des  meilleurs  astronomes  observa- 
teurs  de  TAngleterre.  II  fut  charge,  par  le  gouvernement  anglais,  d'observer  le 
passage  de  V(^nus,  en  1874  k  Kergueleiv^n  1882  k  Madagascar,  les  Eclipses  de 
Soleil  de  1870  en  Espagne,  de  1886  auxN^ntilles,  de  1887  ^^  Russie,  de  1889  ^ 
la  Guyane  fran^aise. 

Folic  {F,),  —  R.  Clausius  :  sa  vie  et  ses  travaux.  (419-487). 

Biographic  de  Clausius,  n^  k  Kostlin,  le  2  Janvier  1822,  mort  k  Bonn,  le 
a4  aoilt  1888.  II  fut  successivement  professeur  k  I'Ecole  rnyale  des  ing^nieurs 
et  de  Tartilleric  k  Berlin  (idSo),  k  TEcole  Polytechnique  (i855)  et  k  I'Univer- 
sit^  (1857)  de  Zurich,  k  celle  de  VVurzbourg  (1867)  et  enfm  k  celle  de  Bonn 
(1869).  Analyse  de  ses  principaux  travaux.  Consequences  m^taphysiques  de  la 
loi  de  la  dissipation  de  I'^nergie. 

Recensions  des  Ouvrages  suivants  : 

Borchardt's  ( C.-W. )  gesammelte  Werke  (Berlin,  Reimer,  1888) ;  par  M.  d'O- 
cagne.  (243-25i). 

Boussinesq  (/. )•  —  Lemons  synth^tiques  de  M^canique  g^n^rale  (Paris,  Gau* 
thier-Villars  et  fils,  1889)  par  M.  Ph.  Gilbert.  (257-264). 

Houzeau  {J.-C.)  et  Lancaster  {A.).  —  Bibliographic  g^n^rale  de  I'Astro- 
nomie,  Tome  premier,  seconde  Partie  ( Bruxelles,  Ilayez,  1889);  par  M.  J.  Thi- 
rion. 


a4o  SBCONDE  PARTIB. 


Tome  XXVm;  1890. 

DeUaulx  (/.).  —  Quelques  applications  du  Calcol  des  probabi- 
lit^s  k  la  demonstration  de  v^rit^s  de  certitude  morale.  (5-36). 

Delsaulx  («/.).  —  La  probability  philosophique  et  la  nature  cin6- 
tique  de  la  chaleur.  (484-5 16). 

Considerations  sur  la  porUe  objectiye  da  Galcnl  des  probabiliUs  aree  diTerses 
applications;  considerations  analogues  sor  le  degr^  de  certitude  de  la  throne 
cin^tique  de  la  chaleur. 

Lucas  (J,'D.).  —  L'Astronomie  a  Babjlone.  (45o-483}. 

Expose  des  recherches  des  PP.  Srassmaier  et  Epping.  1.  Galcul  de  la  bou- 
Telle  Lune  chez  les  Ghaldeens.  %  fiphemerides  lunaires  des  Ghaldeens. 

Recensions  des  Ouyrages  suiyants  : 

Lanccuter  {A,),  —  Liste  gendrale  des  Obsenratoires  et  des  Astronomes,  des 
Societes  et  des  Revues  astronomiques  (Bruxelles,  Hayes,  1890);  par  M.  R. 
Jacopssen.  (600-607). 

QBuTres  de  Fourier,  publides  par  G.  Darbouz.  Tome  second  (Paris,  Gauthter- 
Villars  et  fils,  1890);  par  M.  Ph.  Gilbert  (a5o-a53). 

Riccardi  (P.).  —  Saggio  di  una  bibliografia  euclidea  (Bologne,  1887, 188B, 
1890);  parM.  J.  Thirion. 


FIN  DE  LA  SECONDE  PARTIB  DU  TOME  XVIII. 


TABLES 


DBS 


MATIERES  ET  NOMS  D'AUTEURS. 


TOME  XVIII ;  1894.  -  PREMIERE  PARTIE. 


TABLE  ALPHABfiTIQUE 

DES  MATlfeRES. 


GOMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

Par«« 

Appell  (  Paul  ).  —  TraiU  de  Mecanique  rationoelle 69-80 

Appell  (Paul)  et  Goursat  (^douard).  —  Th^orie  des  fonctions  alg^- 

briques  el  de  leurs  inUgrales 24^-277 

Arnoux  (Gabriel).  —  Arithm^tique  graphique;  les  espaces  arithm^- 

tiques  hypermagiques 277-280 

BoNCOMPAGM  (R.).  —  Catalogo  dei  lavori  di  Enrico  Narducci 53 

Cantor  (Moritz).  —  Vorlesungen  tiber  Geschichte  der  Mathematik j  S* 

Cesaro  (E.)-  —  Corso  di  Analisi  infinitesimalecon  inlroduzione  al  Calcole 

infinitesimale 174-176 

Dedekind.  —  Vorlesungen  Uber  Zahlenlheorie  von  P.-C.  Lejeune-Diri- 

chlet 90-91 

Galilee.  —  Le  opere  di  Galileo  Galilei 97-102 

GiNO  Loria.  —  Le  Scienze  ezatte  nell'antica  Grecia 5-8 

Hefpter  (L.).  —  Einleitung  in  die  Theorie  der  linearer  Diflerential- 

gleichungen  mit  einer  unabhingigen  Variabeln 176-179 

Heron  d'Alexandrie.  —  Les  m^caniques  ou  VMszltwr 206-21 1 

JuLii  FiRMici  Materni  Matheseos  Libri  VIII 211-21 2 

KiRCHHOFF  ( G.).  —  Vorlesungen  Qber  ruathematische  Physik 197-205 

Klein  (F.).  —  Vorlesungen  Uber  die  Theorie  der  elliptischen   Modul- 

functionen 148-162 

Kronecker  (L.).  —  Vorlesungen  Uber  Mathematik 221-227 

Laisant  (C.-A.)  et  Lemoine  (Emile).  —  L*Interm<^diaire  des  math<^ma- 

ticiens 97 

Lie  (Sophus).  —  Theorie  der  Transformations- gruppen 113-129 

Bull,  des  Sciences  mathe'm.,  2'  sirie,  t.  XVIII.  ( D^ccmbrc  1894.)  24 


3io  PREMIKRE  PARTIB. 

Meray  (Ch.).  —  Legons  Doavelles  sur  TAnalyse  innoiUsimale  et 

applications  g^om^triques 80-91 

MoLBNBROCK  (P.)-  —  Anwendung  der  Qaaternionen  auf  die  Geometrie.  17) 

Neumann  (  Franz  ).  —  Vorlesungen  aber  mathematische  Phjsik >4^i47 

Rouse  Ball  ( W.-W.)*  —  Ad  essay  od  Newton's  Principia S-ii 

Sbouibr  (1.  DE).  —  Sur  deux  formules  fondamentales  dans  la  thtorie 
des  formes  quadratiques  et  de  la  multiplication  complexe  d'aprte 

Kronecker sSi-alS 

Serrbt  ( J.-A.)-  —  Cours  d'Alg^bre  sup^rieure aft 

Steobmann.  —  Grundgriss  der  difierenlial-und  integral-Rechnung S3 

Tannery  (P.)*  —  Recherches  sur  Thistoire  de  TAstronomie  ancienne...  S4*59 
Thomson  (SirW.)  [Lord  Kelvin].  —  Conferences  scientifiques  et  allo- 
cutions ( Constitution  de  la  mati^re ) 39*3$ 

ViVANTi  (GiULio).  ~II  concetto  d'infinitesimo  e  la  sua  applicazione  alia 

Mathematica,  saggio  stohco 23o-a33 

MELANGES. 

BoRBL  (fixiLE).  —  Sur  une  application  d'un  thdordme  de  M.  Hadamard.  aa-iS 

Bulletin  bibliographique a5,  62,  68,  96,  i44,  171 

Carvallo  ( E.)*  —  Sur  les  surfaces  minima 1  a-18 

Gesaro  ( E.)*  —  Exlrait  d'une  lettre 66-68 

Demoulin  (  Alph.).  —  Note  sur  deux  classes  particulidrcs  de  congruences.  333-i4o 
DoLBNiA.  —  Sur  la  forme  plus  precise  des  racincs  des  dquations  alg^- 

briques  r6solubles  par  radicanx i3o-i43 

Fedoropp  (E.).  —  Un  tU^ordme  des  ^l^ments  d'Euclide,  exprimd  en 

forme  trds  g^n^rale 59-64 

GiNO  Loria.  —  La  logique  roath^matique  avant  Leibnitz 107-iia 

Goursat  (Ki).).  —  Sur  le  changement  de  variables  dans  une  intograle 

double 93-96 

Kaptkyn  (  W.)-  —  2^ur  les  triangles  de  M.  Schwarz 3G-5i 

Mestschersky  (J.)-  —  Sur  un  problemc  de  Jacobi 170-1-1 

Meyer  (Fh.)-  —   Happort  sur  les  progr«>s  de  la  theoric  des  invariants 

i  »79-'9''' 
projeclifs |  2i3-2ao 

(  -jS4-3o8 
Perott  (J.)«  —  Demonstration  de  Texistcnce  des  racines  primitives  de 

module  premier  impair (»4-GC 

Tannery  (Paul).  —  Sur  un  fragment   in^dil  des  metriques  dc   llcron 

d'Alexandric 18-22 

Zeutiikn.  —  M.  Maurice  Cantor  et  ^a  Gt'ometrie  supcriourc  de  I'anti- 

quitc 1G3-169 


FIN    I)K    \.K    TARLK    DK    L\    PRKMIKHK    lV\nTIK    Dl     TOMR  XVIII. 


Su:>V»         I'an*.  -  luipriiiiprir  (iAlTlilKK-MLI  ARs  KT  FILS.  <]uai  tli->  (irJiiiilii-AuKiiMiii^,  Yj 


TABLES 


DK8 


MATIERES  ET  NOMS  D'AUTEURS 


TOME  XVIII;   1894.  -  SECONDE  PARTIE. 


TABLE  ALPHABfiTIQUE 

DES  MATlClRES. 


REGUEILS  AGAD£MIQUES  £T  PfiRIODIQUES  DONT  LES  ARTICLES 
ONT  £Tfi  ANALTSfiS  DANS  GE  VOLUME. 

Annales  dc  la  Faculte  des  Sciences  de  Toulouse.  T.  IV,  1890.  —  T.  V,  1891.  — 

T.  VI,  1892.  —  5-38;  i3i-i85. 
Annales  scientinques   de  I'Ecole  Normale   sup^rieure.   3*  serie,  T.  IX,  1892.  — 

205-219. 
Annales  de  la  Society  scientifique  de  Bruxelles.  i3*  ann^e,  1888-1889.  —  219-222. 
Annuaire  de  TAcad^mie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de 

Belgique.  56*  ann^e,  1890.  —  223. 
Association   francaise  pour  ravancement  des  Sciences.   16*  session  (Toulouse), 

1887.  —  17'  session  (Oran),   1888.   —   i8*  session  (Paris),  1889.  —  19*  session 

(Limoges),  1890.  —  38-53. 
Atti  della  Keale  Accademia  dei  Lincei.  4*  s^rie,  T.  VI,  1890;  i"  semcstre.  —  a*  se- 

mestre.  —  T.  VII,  1891;  i"  semestre.  —  2'  semestre.  —  96-114. 
Bulletin  de  la  Society  math^matique  de  France.  T.  XX,  1892.  —  i9'|-2o5. 
Bulletins  de  TAcadf^mic  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  dc  Bel- 

gique.  T.  XVIL  -  T.  XVIII,  1889.  —  T.  XIX.  —  T.  XX,  1890.  -  222-2^6.  - 

234-238. 
Comptes  rendus  hebdomadaires  des  seances  de  TAcad^mie  des  Sciences.  T.  CXIV, 

1893.  —  T.  CXV,  1892.  —  71-96;  ii4-i3i. 
Mathcsis.  —  229-233. 
M^moires  de  I'Academie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des   Beaux-Arts  de 

Belgiquc.  T.  XLVII,  1889.  —  226-227. 
M^moires  couronncs  et  Memoires  des  Savants  Strangers,  publics  par  TAcadc^mie 

royale   des   Sciences,   des   Lettres  ct  des  Beaux-Arts  de  Belgique.   T.   L,  LI 

(et  ouvragcs  s^pards),  1890.  —  227-229. 

Bull,  des  Sciences  malhe'm.j  2*  sdrie,  I.  XVIII.  (Hecenibre  iSy'i.)        R.18 


2ix  SECONDS  PARTIB. 

M^moires  de  la  Soci^t^  royale  des  Sciences  de  Lidge.  2*  s6rie,  T.  XVI,  1890.  — 

338-a39. 
Rendiconti  del  circolo  matematico  di  Palermo.  —  T.  II,  1868.  —  ifG-igf. 
Revue  des  questions  scientiflques.  T.  XXVII.  —  T.  XXVIII,  i8go.  —  339-240- 
The  Messenger  of  Mathematics.  T.  XVII,  1887-88.  —  T.  XVIII,  1888-89.  —  T.  XIX, 

1889-90.  —  53-67. 
The  Quarterly  journal  of  pures  and  applied  Mathematics.  T.  XXIII,  1889.  — 

67-71. 


TABLE  DES  NOMS  D'AUTEURS 

PAR  ORDRE  ALPHAB£:TlQUe. 


Andre  (D.).  12^. 

Andoyer  (H.)-  »6,  178. 

Appell  (P.)-  '2,  76,  86,  i55,  196. 

Arone  (d').  87,  19^. 

Aslor  (A.).  38. 

Autonne.  78,  lao. 

Baker  (H.-F.).  64. 

Barbarin  (P.)*  39,  4o»  ^3. 

Beaupin.  3i3,  227. 

Berdell^  (Ch.).  4i,  44,  46,  5i. 

Berry  (A.)-  70. 

Bertrand.  81. 

Betty  (E.).  109,  191. 

Biaochi  (L.)*99>  100,  10a,  io3,  107,  ii3. 

Bierens  de  Haan,  49* 

Bigiavi  (C.)-  97>  »oo- 

Bioche  (Ch.).  200. 

Blutel.  202. 

Bordiga  (G.).  96. 

Borel.  200. 

Boussinesq.  81.  83,  96,  ii4,  n^. 

Brambilla.  (A.).  192. 

Breton  ( P.-H.).  229. 

Brill  (G.).  56,  t)i,  64,  66. 

Brocard  ( H.).  232. 

Buchheim  (Arthur).  56,  59. 

Burnside  (W.).  58,  64,  65. 

Cailler.  47* 

Caligny  (de).  235,  236. 

Calliphronas  (G.-C.).  61. 

Caminati  ( P.).  4^. 

Capelli  (A.).  109. 

Carnoy  (J.).  229. 

Caronnet.  120,  201,  2o3. 

Casalonga  (D.-A.).  52. 

Casey  (J.).  229. 

Castelnuovo  (G.).  ii4- 

Catalan  (E.).  47»  198,  224,  220,  226,  227, 

236. 
Cavalli  (E.).  99,  io5,  ii4- 
Caylcy  (A.).  4»?  54,  55,  36,  59,  60,  61, 

63,  65,  6f',  67,  6y,  71. 
Ccls.  12-:. 


Cesaro  (E.).  23 r,  232,  237. 

Childe  (G.-F.).  66. 

Chree  (Ch.).  56,  68,  70. 

Ciani  (E.).  loi,  io3,  in,  112. 

Clasen  (B.-J.).  233. 

Cockle  (James).  67. 

Coculesco.  91. 

Collignon  ( E.).  38,  40,  43,  45,  5o,  5i . 

Commines  de  Marcilly  (L.-J.  A.  de). 

44,  46,  52. 
Conti  (J.).  188. 

Cosserat  (E.).  19,  4^,  i25,  129,  166. 
Cunningham  (Allan).  56,  59. 
Dawson  (H.-G.).  55,  61,  65. 
Day  (H.-G.).  61. 
Defforges.  114. 
Delannoy  (H.).  46,  5o. 
Del  Pezzo  (P.).  190. 
Del  Re  (A.).  97,  99,  io5,  ii3,  ii4t  186, 

189. 
Delsaux  (J.).  240. 

Demoulin.  88,   iit]|«   198,  2u4,  23i,  236. 
Deruyts(F.).  223,  227,  228,  235,  287. 
Desboves  (A.).  4 2. 
Di  Legge  (A.).  io5,  106. 
Dixon  (A.-C).  70. 
Dormoy  (E.).  4i> 
Dwelshauversdery.  237. 
Elliot.  i3o,  2i5. 
Elliott  (E.-B.).  62. 
Escary,  39,  49. 
Enriques  (J.).  io3. 
Fabry.  75, 208. 
Fauquembergue  (E.).  282. 
Favero  (G.-B.).  112. 
Fiske  (T.-S.).  64. 
Flamant.  95. 
Floquct.  118. 

Folie  (F.).  22 '1,  226,  234,  a3'),  239. 
FoDtaneau  ( E.).  5o. 
Footes.  i3o. 
Fontviolant  (de).  79. 
Forsyth  (A.-R.).  57,  60,  68 


^44 


SECONDE  PARTIE. 


Fouret.  127,  194*  i97>  200. 

Fourier.  281. 

Foussereau.  2o5. 

Franklin  (F.).  66. 

Frolov.  201. 

Garibaldi  (P.-M.).  97,  100. 

Garrigou-Lagrange  (P.).  53. 

G^lion-Towne.  46. 

Genty.  44*  46,  202. 

Giacomelli  (F.).  104,  106,  108. 

Gilbert  (  P.-H.).  221,  228. 

Glaisher  (J.-W.-L.).  53,  67,  58,  66. 

Gob  (A.).  48,  49»  a33,  238. 

Gonncssiat.  49- 

Goursat.  122,  i45. 

Graindorge  (J.).  288. 

Greenhill  (A.-G.).  63. 

Guichard.  81. 

Guidice  (F.).  186. 

Guimaral's.  196. 

Hadamard.  87. 

Halphen  (G.-H.).  187. 

Hamy.  85. 

Haro.  40. 

Heen  (P.  de).  222.  225,  235. 

Herman  (R.-A.).  71. 

Hermite.  i4)  179* 

Holmes  (R.)*  59. 

Houzeau.  228. 

Humbert  (E.).  45,  2o3. 

Humbert  (G.).  17. 

Isuruta  Kenji.  64. 

Jablonski.  83. 

Jamet  (J.).  8,  78. 

Jamet  (V.).  iSa. 

Janssen.  /|i. 

Jaubcrt.  48. 

Jcirery  (H.-M.).  70,  71. 

Jenkins  (M.)*  5|. 

Jessop  (C.-M.).  7». 

Johnston  (J. -P.).  59. 

Jonquieros  (E.  de).  189. 

Jordan  {€.).   187. 

Joukevsky  (  N.).  46. 

Kapteyn.  jo(i. 

Kobb  (Guslall).  i^o. 

Kivnigs  (G.).  8,  72,  81.  i5G,   181. 

Kleiber  (Joseph),  (ii. 

Kluyver  (J-C).  '\o. 

Lafay  (A.).  i-/>. 

Lagranjic  (Oh.).  l>j3,  234,  ^35,  .»36. 

Laisanl  (C.  A.).  38,  89,   4i,  4j,  43,  44. 

|8,  49,  vSo,  194,  190,  Joo,  2o3. 
Lanoasler.  228. 
Lanjilois  (  M.).  ^i,  45. 
Larmor  (J.).  ')|,  68. 
La/7cri  (G.).  iSS. 


Lecornu  (L.).  53,  80. 

Legoux  (A.).  7,  i52. 

Lemoine  (E.).  38,  44,  45,  48,  5i,  2o5. 

Le  Paige  (C).  228,  225.  235,  236,  237, 

288. 
Le  Pont  (H.).  39,  43. 
Le  Vavasseur.  126.  129. 
L^vy  (L.).  195. 
Leudesdorf  (C).  62. 
Liagre  (J.).  233,  284. 
Lie  (L.).  75,  77,  80. 
Liouville  (R.).  84,  89,  116,  121,  124. 
Lloyd-Tanner  (H.-VV.).  Sg,  65. 
Longchamps  (G.  de).  5i,  281. 
Loria  (G.).  io4,  198. 
Love  (A.-E.-H.).  69. 
Lucas  (E.).  42,  43,  47f  4^,  5*i,  52,  23o. 
Lucas  (F.).  195,  196,  197. 
Lucas  (J.-D.).  240. 
Mac-Aulcy  (Alex.).  60. 
Mac-Mahon  (P.-A.).  69. 
Malet  (J.-C.).  280. 
Mangeot.  95,  201. 
Mannheim  (A).  67. 
Mansion  (P.).  219,  220,  323,    224,  3^5, 

280,  282,  287. 
Mantel.  4^,  282. 
Marcolongo  (R.).  101,  192. 
Marin  (N.).  48. 
Markoff.  72. 
Massau  (J.).  228,  229. 
Mathews.  67. 
Ma  trot  (A.).  5o,  5i. 
Maus.  287. 
Meray  (Ch.).  22. 
Michell  (J.-H.).  64,  67. 
.Milloscwich  (K.).96,  101,  107,  no,  112. 
Miltag-Lefner  (G.).  43. 
Monge.  23 1. 
Montesano  (D.).  190. 
Morera  (G.).  11 3,  114. 
Moriey  ( F.).  55. 
Morrice  (G.-G.),  56. 
Motoda  (T.).  67. 
Murer  (V.).  188. 
Nagy  (A.).  io3,  107. 
Neuberg  (J.).  45,  4^»  49i  "^^^i  289. 
Ocagne  (d').  49-  94*  »23,  199,  208,  288. 
Ollraniare  (G.).  89,  '|8,  47- 
Pade.  317. 

Padova  (  E.).   io3,  110,  in. 
Painleve.   (P.).  7^,  76,  83,  88,  89,  98, 

94,    1  17,    I  J2.    124,    205. 

Panneili  ( .M.).   102. 
Paolis  (R.  de).   io3. 
Paraf  (  A.).  170. 
Parmentier  (General ).  .'n  , 


TABLE  DES  NOMS  D'AUTEURS. 


245 


Peano  (G.).  97,  106,  19a,  229,  232. 

Pearson  (Karl).  63,  65. 

Pellet  (A.-C).  39,  47,48,  52,  53,  117. 

Pelletreau  (E.).  44. 

Perrin  (R.).  46. 

Peiot.  128. 

Phragmen.  75,  77. 

Picard.  82,  92,  118,  127. 

Pichon  (A.).  4'' 

Pincherie  (S.).  98,  107,  112,  191,  193. 

Pittareiii  (G.).  112. 

Poche.  52. 

Poincar^.  7i»78,  86,  89,9a,  121,  124^  192. 

Kabul.  47i  135. 

RalTart.  5o. 

Raffy.  94,  195,  196,  198,  208. 

Reina  (V.).  98,  99,  104. 

Resal.  72,  74,  75,  78. 

Retali  (V.).  186. 

Richmond  (H.-\V.).  69. 

Rindi  (S.).  4». 

Riquier.  82. 

Rivereau  (Tabbe).  18. 

Roberts  (S.).  55. 

Rogers  f  L.-J.).  57,  61. 

Ronkar  (E.).  226,  227,  234,  ^^^' 

Roulle  (E.-J.).  68. 

Saint-Germain  (de).8o,  i3o. 

Salvert  (de).  220. 

Sauvage.  53. 

Schlegel.  4^,  202. 

Schlesinger.  88,  94,  ii5. 

Schoenljes  (H.).  235,  237. 

Schoute  (P.-H.).  4o,  4^,  5i,  52,  53. 

Secretan  (G.).  48- 

Segar  (Hugh.-W.).  67. 

Segre  (C).  187,  191. 

Serret  (P.)'  9o»  93,  117. 

Servais  (Ch.).  223, 23o,  232, 235,  236, 237. 


Sforza  (G.).  192. 

Sheppard  (W.-F.).  70. 

Sparre  (de).  80,  89,  91. 

Staniewitch.  74. 

StarkofT  (A.).  189. 

Stephanos.  47* 

Slieltjes  (T.-J.).  9,  i5,  26,  4o. 

Stodolkiewitz.  121. 

Slouff(X.).  6,  20,  143,  167,  207. 

Stuart  (G.-H.).  62. 

Sylvester.  4^,  44)  ^9)  61  >  ^3,  64. 

Tacchini  ( P.).  97,  99,  101,  io3, 106,  107. 

108. 
Tannemberg  (de).  i3i. 
Tarry  (G.).  4o,  43,  46,  52,  53. 
Tellier  (Ch.).  39. 
Tessari  (D.).  114. 
Thirion  (J.).  239. 
Tilly  (de).  234. 
Tisserand.  79. 
Tonelli.  98. 
Torelli  (G.).  191. 
Transon.  202. 
Tresse.  84)  91*  136. 
Tucker  (R.).  56. 
Vallier.  122. 
Van  der  Mensbrugghe   (G.).  222,   225, 

234,  235,  236,  237. 
Vessiot.  209. 

Vigari^  (E.).  39,  47*  ^33. 
Vivanli  (G.).  187,  190,  191. 
Volterra  (V.).  96,  97,  io5,  109,  188. 
Wace  (F.-C).  59.  * 
Walton  (W.).  68. 
Whitehead  (A.-V.).  68,69. 
Wilkinson  (M.-M.-U.).  61. 
Woolsey  Johnson  (W.).  54. 
Zona  (T.).  107. 


PIN   DB   LA   TABLE    DR   LA   SBCONDE    PARTIB   DU   TOMB    XVlll. 


tout    Parit.-lmprimerieGAL'TIIIER-VlLLARSeTllLS.  qaaideftGrandtAuKU»tln».!»s. 


IB^^ 

H 

Pr^. 

^H 

1          >*^~.v 

^^H 

K                  >* 

-^^^^^1 

w 

^^H 

,»-V    V          i 

vH 

\^*j 

^T 

^^^^^1 

.:    -",                 v            i-/ 

*p*"^. 


i-"^:-:^Y-^ 


